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CHAPITRE 11

RAPPELS DE MECANIQUE DU VOL

1 PRESENTATION

1-1 Introduction

1-2 Hypotheses d'étude

2 EQUATIONS GENERALES DE LA MECANIQUE DU VOL

Il s'agit dans ce paragraphe de préciser les notations et les hypotheses nécessaires a I'écriture des équations

de la mécanique du vol, puis d'écrire les équations générales.

2-1 Triedres de référence

2-2 Conventions de signe - Notations

2-3 Définition et choix des variables

2-4 Forces et moments agissant sur 1'avion

3 DETERMINATION DU MODELE LONGITUDINAL

3-1 Equations de la mécanique

3-2 Mouvement longitudinal

3-3 Linéarisation des équations

3-4 Modé¢le longitudinal avion

4 EFFETS DES COMMANDES - MODES PROPRES

Le modele longitudinal que nous venons d'établir peut étre utilisé de trois manicres différentes:

- soit pour I'é¢tude de I'effet initial des commandes,
- soit pour I'é¢tude de I'effet final des commandes,
- soit pour I'é¢tude des mouvements transitoires.

4-1 Effet initial des commandes

4-2 Effet final des commandes
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4-3 Effets transitoires

4-4 Etude du modéele complet
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1-1 Introduction :

Pour réaliser I'étude d'un asservissement sur un systéme, il est nécessaire de disposer d'un modele afin de
valider les solutions retenues. Installer un dispositif automatique a bord d'un avion, pour en améliorer les
performances ou pour réaliser des fonctions automatiques, ne peut donc se faire que si I'on posséde un
modele suffisamment représentatif des mouvements de 'avion.

Modg¢liser un systeme aussi complexe qu'un avion dans le but de lui associer des asservissements sortirait du
cadre de cet enseignement, tant pour des raisons de connaissances acquises en automatique que pour des
raisons de temps. Ce cours se fixe donc, a priori, des limites d'étude qui sont principalement:

- I'utilisation des techniques de l'automatique linéaire,

- l'application au mouvement longitudinal des avions.

La mécanique du vol est donc a la base de ce cours, et bien que ce chapitre n'ait pas la prétention de
remplacer le cours de mécanique du vol, il doit permettre d'établir et de rappeler les modéles mathématiques
des mouvements de I'avion respectant le cadre de cet enseignement. Pour faciliter la compréhension et
alléger les écritures, la majorité des calculs intermédiaires est reportée en annexe.

Il est trés important de noter que le modele qui va étre établi dans ce chapitre devra étre le plus "réaliste"
possible, mais, par les hypothéses et les simplifications d'étude que 1'on fait, il faut garder présent a I'esprit
qu'il sera une "approximation idéalisée" d'un systéme réel bien plus complexe. La représentation de I'avion
obtenue aura donc des limites qu'il faudra a priori ou a posteriori savoir ne pas dépasser.
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1-2 Hypothéses d'étude :

Ces hypothéses concernent l'avion et le milieu. Elles ont pour but de simplifier les études ultérieures en
négligeant systématiquement certains phénomenes de faible importance.

a - Hypotheses concernant l'avion :
@ l'avion est rigide.
, les commandes de vol sont irréversibles.
En conséquence, les écoulements sur les surfaces:
- ne déforment pas la structure,
- ne modifient ni les forces, ni les moments aérodynamiques,
- ne modifient pas la position des gouvernes.

f l'avion est symétrique par rapport au plan passant par le centre de gravité (noté G) et contenant
l'axe vertical et 1'axe longitudinal.

,, la masse de l'avion est constante.
... la position du centre de gravité est invariante.
1 la matrice d'inertie I'lG est constante.

En conséquence:

. = *S‘ % -DE les termes nuls proviennent
& E 0 O de la symetrie de ' avion

Les axes "avion" Gx, Gy et Gz sont souvent confondus avec les axes principaux
d'inertie. Ceci est toujours vrai pour I'axe Gy et de mieux en mieux vérifié pour les
axes Gx et Gz sur les avions modernes. On a alors:

A 0 0
I, =|0 B 0
0 0 C

b - Hypotheses concernant l'atmosphere :

- Elle est immobile ou en "translation uniforme par rapport a la terre".

= =rT

- C'est un gaz parfait

T |

visqueux, compressible, et pesant = dp = -pgdZ

- La température Ts et la pression P ne dépendent que de I'altitude Z.

¢ - Hypothéses concernant la terre :

- Les évolutions se font a proximité de la terre.

- On pourra considérer que la terre est plate et immobile.
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12/10/2019 1-2 Hypotheses d'étude :

- g est constant avec l'altitude, la latitude et la longitude: g = 9.81 m/s2.

On ne tiendra donc pas compte des accélérations d'entrainement et de Coriolis. Ces hypotheses
sont a éviter dans le cas d'avions a treés hautes performances et effectuant de longs vols
(Concorde, SR 71,.....).
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2-1 Triédres de référence :

Trois triedres de référence sont utilisés en mécanique du vol. Le centre de gravité de I'avion est noté G; c'est
l'origine des triedres.

a - Triedre lié a la terre :

=+ =
G XoYo Zo 0 Ty dans le plan honzontal

-
Z, verticale descendante.

C'est un repere galiléen (compte tenu des hypothéses précédentes).

b - Triédre lié¢ a I'avion :

_}
Gxyz ¥ axe longitudinal avion  (dirigé vers 1 'avant ).

_}
v axe dirigé vers la drotte de ]l 'awvion

Fa )

axe dingé versle  "wentre " del'avion .

¢ - Triédre aérodynamique :

-
G Xa ya Za %a dirigé survant le vecteur witesse air

-
z, dansle plan de symétne de ]l 'awion, onenté vers le " ventre" .

_}
v, compléte le trédre pour qu 'd sott trirectangle direct

d - Position des triédres - Définition des angles :

® Triédre avion / triédre terrestre:
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-+ -+ ) -+ 3
7, et ¥, sontdansle planhonzontal X, Y .

L'ordre des rotations est: @ autour de GZo (angle y).
, autour de Gyn (angle 0).
f autour de Gx (angle ¢).

y est I'azimut ou cap de l'avion,

0 l'assiette longitudinale,

¢ I'angle de gite.

, Triedre aérodynamique / triedre terrestre:
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T

L'ordre des rotations est: @ autour de GZo (angle y).
, autour de Gyu (angle y).

f autour de Gxa (angle ).

-
X, porté parlaviesse ar

-+ ] ] -+ - =
x, projectionde =, surleplan X, ¥
-+ . .

z, dangle plan de symeétrie del 'awon.

. est I'azimut aérodynamique

v la pente aérodynamique.

f Triedre aérodynamique / triedre avion:
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L'ordre des rotations est: @ autour de Gza (angle ).
, autour de Gy (angle o).
a est I'incidence,

B le dérapage.
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2-2 Conventions de signe - Notations :

a- Angles :

-+ =

o l'incidence: angle entre 1'axe longitudinal avion et le plan 2 ¥»

= -+ =

o> 0 si zau-dessus du plan #a ¥a |

= -+ = -+

B le dérapage: angle entre la projection de xsur le plan %2 ¥a et #a

B > 0 si "l'air arrive sur le coté droit de I'avion".

b - Commandes :

Les conventions de signe, issues de la mécanique du vol, sont dictées par le critére suivant:
Un braquage positif d'une commande entraine un moment négatif.

(donc une vitesse angulaire correspondante négative)

0l braquage de la gouverne de gauchissement:

ol > 0, l'avion s'incline a gauche (manche a gauche)
Om braquage de la commande de profondeur:

dm >0 , 'avion pique du nez (manche vers l'avant)
on braquage de la commande de direction:

dn >0 , le nez de l'avion part vers la gauche (palonnier gauche)

¢ - Vitesses angulaires (dans le repére avion)_:

@ Vitesse de roulis p: p > 0 si portée par Gx

, Vitesse de tangage q: q > 0 si portée par Gy

f Vitesse de lacet r: r > 0 si portée par Gz

d - Schémas récapitulatifs :
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12/10/2019 2-2 Conventions de signe - Notations :

Incidence - Comtnande de profondeur

Dérapage - Commande de direction
=[] 4=0

o~

'y /
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2-3 Définition et choix des variables :
L'étude d'un systéme peut étre menée si I'on a défini complétement sa position dans l'espace, et ses vitesses
d'évolution. Il faut donc, pour l'avion, définir les 6 variables "statiques" (coordonnées et positions angulaires)

et les 6 variables "dynamiques" (vitesses linéaires et angulaires).

a - Coordonnées :

Positionnement du centre de gravité de l'avion par rapport a la terre.
Ces coordonnées sont notées: Xa, Ya, Za.

b - Positions angulaires :

Angles reliants le repére avion au repere terrestre (angles d'Euler).
Ces angles sont notés: y, 0, ¢.

¢ - Vitesse linéaire :

Vitesse de I'avion par rapport a la masse d'air environnante.
-
Le vecteur vitesse est noté V. Ses composantes sont notées:

{}

dans le repére avion

—
W dans le repére aérodynarmicue

oo, Hoag

d - Vitesse angulaire :

Vecteur vitesse instantanée de rotation de I'avion par rapport aux axes fixes Xo, Yo, Zo.

-
Il est noté £2. Ses composantes sont notées:

-+ |F
£ «<q dans le repére avion
[
-+ pﬂ. .
£ 44, dans le repére aérodynarmque
rﬂ.

Le systéme est entierement défini par ces douze variables. Il faut alors trouver douze équations si 1'on veut
obtenir le modele complet de 1'avion afin de caractériser le comportement de ses évolutions.
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2-4 Forces et moments agissant sur l'avion :

Il y a trois types de forces agissant sur I'avion:
- les forces aérodynamiques
- les forces de propulsion
- les forces de masse

Toutes ces forces sont caractérisées par une résultante et un moment par rapport au centre de gravité de
l'avion.

a - Forces aérodynamiques :

Rémltarte Résaltarite

—_— Tilcmerd —_— Milomerd
— Rx — L — R}m — Ln
E, R}, n, (M E, R?n ML | M,
R, N R, I,

l s 1e Teprére amion ' ) s 1o Topére virodyrmigae J

b - Forces de propulsion :

Résultarde Tomert Réoaltarde

 Résultwte _ Résubwde Tifomert:
= FX - LF = Fm - LF&
EFg F}, Me | Mg Eg :F}m M, | Mg
E, My E, M,

‘ datis e Tepire amioh J ‘ s e Tepire AéTodymamigue ’

¢ - Force de pesanteur :

Le poids est la seule force de masse considérée. Elle est verticale, dirigée vers le bas et son
moment en G est nul.

Dans le repére avion, ses composantes sont:

L |-mgan @
mg | g cos f sing
mg cosd cosg
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3-1 Equations de la mécanique :

Les équations qui régissent le systéme sont celles de la mécanique classique.

a - Théoréme de la quantité de mouvement :

- — -
V) OV F o= & T
dt it dt (m est constant).

b - Théoréme du moment cinétique :

d I__i _ - — —
BT ) Mo Moment cinéticque del 'avion H = I1; @

¢ - Dérivation d'un vecteur dans un repére mobile :

43 43
1 1 - -
E = E + o o dH e, o~ U
‘—\H—’I
e rotatiotude
¥pdy WE  ymproppatis fZ,

Les équations de force (au nombre de 3), de moment (3), cinématiques (3) et de trajectoire (3) permettent
alors d'obtenir un systéme de 12 équations a 12 inconnues. Cependant, ce cours se limitant au "modé¢le
longitudinal avion", les équations générales du systéme complet sont reportées en annexe 2.
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3-2 Mouvement longitudinal :

L'é¢tude du mouvement des avions montre qu'il existe un mouvement longitudinal pur (cf annexe 3)
caractérisé par:

- Les plans Gx- et Gxaza sont confondus,
- Les ailes sont horizontales ¢ = 0,
- Le dérapage est nul B =0,

- Les propulseurs ont une configuration symétrique, et les termes gyroscopiques diis aux parties
tournantes sont négligeables,

- Le plan Gx: glisse sur lui méme, le mouvement de G est plan dans le plan vertical (v=0).
Dans ces conditions, 1'équilibre et le mouvement s'étudient a I'aide de 5 équations:

- Equilibre des forces autour de Gx , Gz, (ou Gxa, Gza ) [ 2 équations ]

- Equilibre des moments autour de Gy (ou Gya ) [ 1 équation ]

- Equations cinématiques: [ 2 équations ]
Nous considérerons de plus que:

- l'axe transversal avion est confondu avec l'axe principal d'inertie, donc E= 0 dans la matrice
d'inertie,

- la poussée du ou des moteurs est portée par 1'axe longitudinal avion et passe par G centre de
gravité.

Enfin, pour faire cette étude, on se placera dans le repere aérodynamique car la représentation des actions
aérodynamiques y est plus simple.

a - Equations du mouvement longitudinal dans le repére aérodynamique :

'ﬁza
Plan honzontal
= —
v Rxa
mg’
z Zy
Ea
Equations de la mécanique classique:

- - -
E, + F +mg = %
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29/09/2019 3-2 Mouvement longitudinal :

- d[nﬁfz] d[Bq;n] )

dt dt dt *
Rappels: - dérivation de /'
4V var
v v

- forces et moment aérodynamiques (S surface de référence, corde de référence)

5;; = —%,DSVE Cxa 5;;

z_; = —%pSVj Cza z_;

a = Fa E, etE_ sontles grandeurs algebniques
R =R, des forces de tramée et de portance

—* 1 2
M, =M, 7, = E,DSN Ctr

- équation de la polaire

+

Cxa = Cx0 + k Cza® (Cx0 coefficient de trainée 4 portance nulle )

- relation des angles
=+

En effectuant les dérivations dans le repére aérodynamique (repere mobile), il vient apres projection sur Grxa,
Gya,Gza .

F xa - Equati Isi JV :

orce sur G quation de propulsion m - Fooso + R, - mesin 4 @
Force sur Gz - Equation de sustentation v dr _ Fsin o + R, + mgcos

dt =
Moment autour de Gya - Equation de dq
E— =M

moment At r
Equations cinématiques 4

Les équations s'écrivent donc:

@m% =Frcosao - %ﬂSVECxa—mgsin’y

®m?% =Fan o+ %pSHQCza—ﬂlgcosy
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29/09/2019 3-2 Mouvement longitudinal :

@24
dt
dt dt dt

C)%
dt

oSV Cm

2| o—

Woam

b - Paramétres de vol équilibré :

Un point de vol équilibré est un point de vol pour lequel:
- La portance équilibre le poids,
- La poussée équilibre la trainée.

Toutes les dérivées apparaissant dans les équations sont donc nulles, et si I'on note avec un indice e les
paramétres en ce point de vol, on obtient les relations suivantes:

@ F,cose, - % £,5V Cxa, - mgsin y, = 0

Remarque:

Ye = U est donc une des caractéristiques du point de vol équilibré. En fait, le point de vol équilibré "normal"
est le vol en palier (donc a pente nulle). Cependant, on peut mener I'étude pour un vol a pente constante non
nulle dit pseudo-équilibré. Dans ce cas, le braquage d'équilibre de la gouverne de profondeur varie au cours
du vol. C'est pourquoi, dans la détermination du modéle qui suit, on conservera dans un premier temps le
terme ye dans les différentes expressions.

Braquage d'équilibre dme:

On montre que:

. Z
z b (Czp = dCz
A dim)

CZgp X - ¥ )

avec &m, braquage d 'équilibre & portance nulle  (Cz = 0}

Cm,

Bm;=—
CZgy ¥ - X
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29/09/2019 3-2 Mouvement longitudinal :

Eg
A
RZE
€
x -} + d FE
bt
L

F foyer de aile
Fy foyer de l'empennage

Remarque: Il faut noter que dans le repere avion, x et y sont négatifs

Incidence d'équilibre o

o, = o) + SR S gy (cz, = &2
iz, Cz et

oG

LU N
avec o, incidence de portance mille a bragquage nul

Les calculs des parametres de vol équilibré se font de facon itérative, a partir d'un point de vol arbitraire qui

semble raisonnable. Ils conduisent rapidement a la solution.
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3-3 Linéarisation des équations :

Afin de pouvoir étudier plus facilement les caractéristiques du modele longitudinal de l'avion, il faut
travailler sur un modele mathématique simple. La linéarisation des équations du mouvement autour d'un
point de vol équilibré en régime permanent (le palier stabilisé en général) permet de I'obtenir.

a - Principe de linéarisation :

Chaque équation du modele peut s'écrire sous la forme:
f{V, o, ¥, 4, B, 51;} =1
dm braquage de la gouverne de profondeur

dt commande des propulseurs

Cette relation est vraie en chaque point de vol, et pour chacune des équations, on effectue un développement
en série de Taylor que 1'on arréte au premier ordre:

F{V, o, )=V, e, )+ (ﬁl + [ﬁl +.=0

v do

avec W =W, + 0V, o= o, + oo, .

of of
d =2+ E + =0
or f{ve, o, , '}' =1 one [avl (.ﬂal

af

Ce qui revient a écrire que la différentielle totale de f est nulle. La notation [BXJ esignifie qu'apres calcul de
la dérivée partielle de f par rapport & x, on donne a tous les paramétres leur valeur d'équilibre.

Le domaine de validité des €quations linéarisées est relativement restreint; on considérera donc que, dans ce
domaine, l'atmosphere est isotrope, c'est a dire que:

pol(Z) =p, =cste et T (£) = cste

= f

X

[af]
Pour soulager les écritures, on notera enfin: d /,

=

b - Linéarisation des coefficients aérodynamiques :

Coefticient de portance:

Le coefficient de portance peut se linéariser de la fagcon suivante (on suppose Cz indépendant de
Bet q):

Cz=Czy, + Cz_ e + Tz 8 + Cz, &7

soit

Cz=Cz_(a-oa )+ Czy dm + Cz, &F

L1

avec Oz, = - Cz_ oy

Coefficient de trainée:

Le coefficient de trainée peut se lin€ariser de la fagon suivante (on suppose Cx indépendant de =
et q):
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29/09/2019 3-3 Linéarisation des équations :
CTx = Cxy + Cx, o+ Cxgy dm + Cx,, dr
or Cx = Cx, + kCz*
d Cx
do

d'on

=Cx_ = 2kCz Cz,

Coefficient de moment de tangage:

Cm = Cmy + Cm, @ + Cmg dm + Cmg, & + Cm, %
ave Cm,, = z iz,
d Cm ¥
Cm, = —— = = (£
o A08m) o

¢ - Linéarisation de la poussée :

En supposant que la poussée F ne dépend que de la position de la manette des gaz (1) et de la vitesse (donc
indépendante de o, Zet q), on obtient la relation:

F= Ty =
3V 3(e7)

&r = KWV + E, &r

d - Linéarisation des équations du modéle :

La linéarisation des équations demande un développement mathématique long et fastidieux. Les calculs ont
donc été repoussés en annexe 4. Cependant, il convient de s'y reporter pour comprendre le changement de

notation qui permet de soulager les écritures. Dans les équations linéarisées suivantes, les changements de
notations sont:

AV V-V AV V-V
= g = W = g =
-I;UTE -I;UTE -IiuirE -IiUrE
Ly =y -y, — ¥ Ay =qg-9, — g Ay = -, o

ABT) = Br - b1, — Br | Aldm) = dm - dm, — dm

Les nouvelles notations représentent les petites variations autour de la valeur d'équilibre.

ATTENTION : La méme notation représentera soit la grandeur réelle, soit les
petites variations par rapport a la valeur d'équilibre. Il convient donc, lorsqu'on
écrit ou qu'on utilise une équation, de bien savoir a quelles grandeurs on a
affaire.

Pour alléger encore les notations, on remplace dm par m et ot par t quand ils sont en indice. De plus, on note
— 1 2
d = 5 oV

27" . Onaalors:

- Equation de propulsion linéarisée:

Vo= - Xy V- X, Y- X, ¢ - X, dm - x 67

avec:

file:///D:/02_Mine/09_Aero/09_MecaVol/05_Militaire/CH_02/3-3 Linéarisation des équations _.html 2/4



29/09/2019 3-3 Linéarisation des équations :

27, SCx, Iy cosa, N q, = Cxy

hid =
v m W, tm tm
o8,
X, =
-I;UTE
4, = Cx, F, sim o,
s =
* mV, mV,
q, = mec
bt =
= m W,
. F_rcosa,
m W,

- Equation de sustentation linéarisée:

Y=gV tz,ytz, otz ém+ z 67

avec:

T
v mW, 1 m
o sin
¥ 'I;U;I"a
; = q, 5 Cz, E cose,
= mV, mV,
g, = szc
2, =
m W,
F_sm o,
ZT- = T‘—
m 'V,

- Equation de moment linéarisée:

q=myV+me+mqtm,dm+ mgér

avec:
e =, W, % Cmm
m_ = i, % Cm,,_
m, = 9, BS; Cm,
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g
2
By,

My, = 4,

- -
m, =0 (carCm_=0pwsqu'onaconsidére F porté par Gx )
Sur certains avions, m: peut ne pas €tre nul (réacteurs sous pylone).

- Equations cinématiques linéarisées:

Dans le mode¢le avion que 1'on cherche, 0 n'est pas retenu comme variable. On la remplace par a en utilisant
la relation:

B= o+ = B=04&+7§=4
d'ou

=g -F =

G = -zyV -Z,¥-2,0 % (- Z,om - 2,67

Pour la derniére équation du modéele on a:
Z=Vany =
dZ=d(Veny) = V,cosy, dy + siny, dV

Donc, en tenant compte du changement de notation:

'Z=Ef,!t:|:|5'g.re v+ Vosmy, WV
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3-4 Mode¢le longitudinal avion :

a - Récapitulatif du modéle avion :

Les cinqg équations ainsi obtenues peuvent s'écrire sous la forme:

1 I -y =, ., ] 0] it -, -E,
T ~ Zy z ¥ Z. 0 0 ¥ Zn z, S
ol = -Zy -z, -z, 1 Ol e +|=2a Z.||5
4 g 0 m, my, 0|4 m 0
Z Z 0 0
W,osmoy, W,ocosy, 0 0 0]
On obtient donc une représentation d'état dont 1'équation générale est:
X=AX+Bu
ou
- A est la matrice d'état ou matrice d'évolution ou matrice dynamique
- B la matrice de commande
- u le vecteur de commande
- X le vecteur d'état.
b - Simplification du modéle :
Le modéle obtenu peut encore se simplifier si I'on considere que:
- ve =0 le vol est en palier
- I'incidence de I'avion reste généralement petite donc 595 . = letsne, =0
iy, Oy, Czy, By sontouls |
Les coefficients des matrices se simplifient donc et s'écrivent:
27,5 Cx, s g 2z mv =0
mV, £, W, W,
_ £ 2, =10 -
X, = o ! m, = q, T Cm,,
q, = Cx, g, 5 Cz F g 2
¥ = e— A = e =+ L] fn. = El Cm
= mV, = m 'V, m 'V, 1 "BV, &
=0 q, o= _ =
I, = — . mm:%ﬁcmm
1 Ve 8
E z:=0 m:=0
X = - —=
h m W,
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3-4 Modéle longitudinal avion :

avec: _ 1 W2 Po= Cz, { finesce Cx, = 2kCz, Cz
9 = 5 P Ve ¢ T T ld'équiibre
Les signes habituels des coefficients sont:
w;i \Y Y o q T
& oefficien
X - - + 0 -
z + 0 + 0 0
m 0 0 - - 0
Le mode¢le sur lequel nous travaillerons est donc:
i 2y =, = 0 0] v 0 =,
y ¢y 0z, 0 O 1r z, 0
.:::e =|-z, 0 -z 1 0 a| + [z, 0O [%I?}
g ] 0 m m, 0 q my, 0
Z] o w, o o o]lZ 00
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4-1 Effet initial des commandes :

L'avion est dans un état d'équilibre, les commandes ont des positions bien définies. On les déplace de
Al dm ) <> 8m oetde A7) & 8r.

Tout au début du mouvement, les écarts des variables d'état par rapport aux valeurs d'équilibre sont nuls. On
a donc:

Vi 0 S8
¥ fn 0
@|=|Zu |[3m] + 0 |[57]
q my 0
7 0 0

®an = 0 et & = 0 'm, §m est prépondérant devant zm Sm: I'effet principal de Sm est de
donner une accélération de tangage

,an = 0 et &t = 0 :J'effet principal de 8t est de donner une accélération (§1>0) ou une
décélération (61<0).
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4-2 Effet final des commandes :

Aprés un mouvement transitoire que nous étudierons plus loin, I'avion va se retrouver dans un nouveau cas

de vol stabilis¢, défini par les écarts V, a, v, avec les valeurs Veyr O, Ve,

Puisqu'on se trouve en un point de vol équilibré, toutes les dérivées sont nulles, en particulier q = 0 (
q=d+7)

Le systéme se simplifie donc et comme les équations en o et y sont identiques, il reste:

U = W -KF -Xm -I;UT D -H T Sfﬂ
&

Cela permet de calculer les écarts V, v, a.
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4-3 Effets transitoires :

L'é¢tude du mouvement longitudinal des avions montre que, a la suite d'une perturbation, ils répondent par
deux mouvements généralement bien séparés: l'oscillation d'incidence et 'oscillation phugoide (dans les cas
de centrage généralement rencontrés). De plus, on constate que 1'oscillation d'incidence est un phénomeéne
bien plus rapide que l'oscillation phugoide, ce qui va nous permettre d'étudier successivement ces deux
mouvements.

a - Oscillation d'incidence :

Ce phénomene se déroule comme suit:

Un écart d'incidence £0(provoqué par exemple par une variation de £€111)_ en un point de vol

équilibré, entraine l'apparition d'un écart de portance appliqué au foyer F:

AR = - %psvﬂczmm

o}

Ceci provoque:

- une rotation de I'avion autour de G, due au moment AR5 . GF (a court terme)

- un mouvement vertical du centre de gravité (a long terme),
Cette rotation dépend du signe de GF.

-G enavant de F : GF <0, la rotation tend & diminuer £2:; il y arappel en
incidence.

- G en arriére de F: GF>0, la rotation tend a augmenter £2; il y a divergence en
incidence.

Dans le premier cas, on a un mode oscillatoire amorti et les écarts en vitesse et en altitude (donc en pente)
sont suffisamment faibles pour qu'ils n'affectent pas les forces extérieures. Dans ce mouvement relativement
rapide (0,5 a 2 sec), la vitesse et la pente restent pratiquement constantes.

Cependant, ce type de mouvement se caractérise par une pulsation assez €levée et un amortissement
relativement faible. Cette combinaison peut présenter un danger pour le pilote; en effet, celui-ci désirant
corriger les variations d'incidence le fera avec du retard. L'ensemble avion-pilote peut alors entrer en
résonance (phénomene du pompage piloté). Pour éviter ce danger, il convient d'augmenter 1'amortissement
de ce mode, soit aérodynamiquement (Cmyg), soit artificiellement et de fagon automatique (stabilisateur ou
amortisseur de tangage).

Puisqu'on peut considérer que la pente et la vitesse sont constantes dans ce mouvement, on peut écrire:
V=V =0ety =y = 0 guisquiil s'agit d'écarts par rapport a I'équilibre.

Le modé¢le complet se réduit donc a:

@ = -z o+ g - zp dm -z dr
q= m, @ +tm,q+m, ém

En prenant la transformée de Laplace de ces équations, il vient:

{(s+zmjoa- q= -z, om -z &r

-m e +*i{s-mgq= my dm

d'ou I'équation caractéristique du mode:
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s + z -1

(=

pis) = det =
-m, 5 -my

p(s) = ¢ + (z, -my)s - m, - m, 7,

Les racines de I'équation caractéristique sont complexes conjuguées a partie réelle négative. En identifiant
cette équation a celle d'un second ordre on en déduit les caractéristiques du mode oscillation d'incidence
(indicées OI):

p p
pis) = ¢ + 28wy s tay

C":ll:l:[ = '\J[_{moc. +qum}

Egp = ]
2w g

Le temps de réponse Tr dépend de &.

On remarque que § est fonction de za et de mq et comme:

q 3Cz F -
zm = 2 o + B et mq = qe
m W, m W

L]

pour améliorer l'amortissement, il faut modifier Cz« (qui dépend de la forme de l'aile) et Cmq (qui dépend de
la surface de 1'empennage). En travaillant uniquement sur ces deux coefficients, il est donc tres difficile de

modifier I'amortissement Eor car il faudrait modifier la structure de I'avion.

b - Oscillation phugoide :

En reprenant la description faite précédemment, on a vu qu'une variation de £ entrainait un mouvement
rapide en rotation autour du centre de gravité de l'avion. La variation en incidence s'amortit pour atteindre

une nouvelle position d'équilibre % . Cette nouvelle incidence provoque une variation de portance &Rn(que
l'on suppose >0) appliquée au centre de gravité de I'avion. La modification de 1'équilibre des forces entraine
donc les trois phénomenes suivants:

- L'avion va s'élever ("i“’?" >0),
- La trainée de l'avion va augmenter (car augmentation de la portance),

- La composante du poids sur xa (-mg siny), appelée poids-pente, augmente.

AR

En conséquence, la vitesse de 1'avion va diminuer, provoquant une diminution de la portance. “"=ndevient

nul, puis négatif, 'avion redescend, donc V augmente...

Ce mouvement est un échange entre 1'énergie cinétique et 1'énergie potentielle de I'avion a incidence
quasiment constante. La variation de V, Z et y est pseudo-sinusoidale avec le temps. Ce mouvement,
l'oscillation phugoide, est un mouvement pseudo-périodique, tres lent, généralement amorti, qui ne présente
aucun danger pour le pilote (la lenteur de 1'évolution du phénomeéne fait que le pilote n'a aucun probleme
pour le contrer).

L'oscillation phugoide peut aussi étre déclenchée par une variation de vitesse £&W >0 (diie par exemple a £8T
>0). Si la poussée, comme nous en avons fait I'nypothése, a un moment nul en G, un écart &4 crée des forces
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toutes appliquées en G. Dans ce cas, aucun moment de tangage, ni vitesse de tangage n'apparaissent (en
réalité, a et q subissent de trés 1égeres variations dont nous ne tiendrons pas compte).

Si on suppose donc que 1'avion subit une variation de vitesse &% >0, ceci provoque une variation de portance

appliquée au centre de gravité de l'avion AR
puisque Bp + AR, = mg Simultanément, la pente devient positive, la trainée (.ﬂRm>0) et le poids pente

(-mg siny) augmentent; ceci entraine une décélération, donc une diminution de la vitesse.

=>(). L'équilibre des forces est rompu, et 1'avion va s'élever

2F 2 devient nulle puis négative. L'avion redescend et I'on retrouve le phénomene d'échange d'énergie
cinétique et d'énergie potentielle décrit précédemment.

Puisqu'on peut considérer que 1'incidence est constante dans ce mouvement, on peut écrire:

& =a =0 donc ¥ = q pyisquiil s'agit d'écarts par rapport a 1'équilibre.

Le modé¢le complet se réduit donc a:

TI:?-:—KvTUT—XF’T -x o
¥= Ey W +z dm

En prenant la transformée de Laplace de ces équations, il vient:

(g t+zg ) Vtz y= -x dr
-z W+ s = oz dm

m

d'ou I'équation caractéristique du mode:

gty E,

wis) = det =

-Zy 5

52

p(s) = +xys tx, 7y

Les racines de I'équation caractéristique sont complexes conjuguées a partie réelle négative. En identifiant
cette équation a celle d'un second ordre on en déduit les caractéristiques du mode oscillation phugoide
(indicées OP):

2 3
pls) =s° + 2 8pwgps T wyp

Wop = o X, Ly
Epp = —¥
ap

2 W

Le temps de réponse Tr dépend de E.
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4-4 Etude du modele complet :

Si I'on excepte la derniére équation du modéle (Z =V, 7)) qui est une intégration pure et ne modifie pas la

dynamique des autres variables, il reste:

17 ~Hy TH, X,

'{I" — zv I:I zoc.

a| |2y 0 -z

q 0 0 tm,,
= A

L'équation caractéristique du systeme ainsi défini est:

stEy X, A

= odet(sloAy = | ¥ S e
p(s) = det(s[-A) = 2y 0 stz -1
1] 0 -m T —m

= (sg+xvs+zvxrj(sz+s(zm—mq} -m

2
—zv[xms telz,x, -m ) —qumxr]

_ 1 2 2 P
= (" +2F8pmps twp) (e + 2 wys twy)

2
—zv[xms ts(z, 2, -m %, ) —qumx?]

={s-5)(s-5)(s-8510(s-35]

Si on compare les poles de I'oscillation d'incidence, les pdles de 1'oscillation phugoide et les pdles de

I'équation caractéristique, on remarque que:
7 & % sont proches des poles de I'01

%2 ® % sont proches des poles de I'OP

La mise en place dans le plan complexe de ces pdles donne:
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. Trn ‘ Eappel T
%4
o]} 1
g o 1_52
5 &
0P ¥ Re
-
p- Ee _Ew
L OP
5 ¢ Re(s) = —Fw
Im(s) = o/ 1-¢
[Osll= w
— x O sinw = ¥
|

On peut donc dire que le mouvement complet de I'avion, qui est la superposition des deux modes, peut
étre considéré comme la succession de ces deux modes.

On a donc découplage des modes longitudinaux. Le calcul des caractéristiques effectué en utilisant les
systémes réduits d'équations, comme fait aux paragraphes 4-3-a et 4-3-b est donc valide.

On peut considérer ainsi que de l'instant t=0, instant initial du mouvement, a tZTRm (temps de réponse de
l'oscillation d'incidence) V et y n'ont pas encore évolué donc:

V=cgte = AMV=0= V=0

y=cste = Ay=0 = ,},=D}dans le modele

Et au-dela de l'instant tZTRm , on peut considérer que l'incidence n'évolue plus et que seules V et y varient:
a=cste = Aoe=0 = o=0 dansle modéle

donc ¥=1q

Sur le modéle complet de 1'avion, cela revient a négliger les termes de couplage du systéme (

~Eal Zu0 B2y V) onire Jes deux groupes d'équations. Dans ce cas, si on calcule I'équation caractéristique
du systéme, on obtient:

pis) = (& + dEgptigps t mjnpj'(sj"' dEgmgs t ':':'21:11:'

Sur la modélisation de l'avion, en représentation d'état, ces termes de couplage apparaissent dans la matrice
A:
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coefficients
de
couplage
—_——
T;T o Ry R W 0 “Ey
[ I AR | I I B |
a ~Zyy D—E -z, 1 o -z, 0 &r
q 0 0 : My Mg q M, 0
coefficients
de
couplage
Les négliger revient a écrire:
vl [A, O |[v] | =
Tl = Y14 Zw 0 I:Sm:|
al| o -z 0 &r
q_ 0 ADI q my 0

Exemple numérique:

On considére un avion dont les coefficients du modéle sont:

Z oefficiet

X 0,016 0,037 0,044 0 0 Xt
z 0,075 0 1,27 0 0,527 0
m 0 0 -17,7 -1,26 -43,4 0

Calcul de 1'équation caractéristique:
En reprenant l'expression de I'équation caractéristique trouvée plus haut on obtient:
det(sl-A) = st + 2,546 &% + 19,31 + 0,28 ¢ + 0,05

Les racines de cette €équation, et les caractéristiques correspondant sont regroupées dans le tableau ci-
dessous:

Mode rapide Mode lent
Racines g = - 1,266 £ 4,2 s = - 0,007 £ 0,05;
Caractéristiques w =439 rad/s w = 0,05rad /s
E= 10,29 £=10,14
T, = Ui“ ~ 25 T, = Ui“ ~ 350
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Si on suppose que les modes sont découplés, on peut calculer, a partir des relations établies précédemment
sous ces hypothéses, les équations caractéristiques des deux oscillations:

pls) = & + (£, -mg)s-m, -m E,

Oscillation d'incidence:

=+ 2,535+ 19,3

_ .2
Oscillation phugoide: wls) =5 trgs tx 2y

= + 0,016s + 0,0028

Les caractéristiques calculées sont alors:

Oscillation d'incidence Oscillation phugoide
Racines g = - 127 £ 4,21; g = - 0,008 £ 0,052
Caractéristiques wo = 4,39 rad /s wep = 0,05 rad/s
EDI = 0,25 EDP = 0,15
T, = 287 Lo, T, = 287 L 359,
“ Ew * Euw

Ces deux tableaux montrent que les résultats sont respectivement trés proches les uns des autres.

Ty, <<T,

De plus, Ea r, ce qui permet d'affirmer que le découplage est justifié.

Conclusion :

Le découplage est une approximation permettant le calcul des caractéristiques des modes propres de I'avion
de manicre simple.

Cependant, vues les hypothéses émises a priori, il faut, dans chaque cas, en vérifier la validité, en particulier
grace a la simulation.

Le mod¢le linéaire obtenu a une validité relativement large (ne pas oublier qu'il s'agit d'un modele développé
autour d'un point de vol équilibré), et il permet de retrouver les caractéristiques du mouvement de 1'avion
rigide comme on pourrait les avoir a partir des équations générales.

Si I'on veut tenir compte des modes dus a la souplesse de la structure de 1'avion, il faut augmenter 1'ordre du
systeme.
Si I'on enregistre la réponse de la vitesse de tangage a un échelon de profondeur a cabrer, on obtient la

courbe ci-aprés qui montre bien que T, <<Tg, , ce qui confirme encore la validité des hypotheses de

découplage émises.
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Eéponse en witesse de tangage
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