LES GRAPHES

graphes non orientés

.

Jﬁ;Pt

Définition
Un graphe est un ensemble de poinis et de lignes reliant certains de ces points.

Un sommet du graphe est un point du graphe
Une aréte du graphe est une ligne reliant deux sommets . On appelle graphe non orienté un ensemble

de points , appelés sommets reliés par des lignes , appelées ardtes

Exemples

NV -

Grapha ) Graphe (G Graphe (i

On appelle ordre d'un graphe le nombre (77) de sommets de ce Erﬂphe}.

Par exemple : les graphes Gy et Go sont d'ordre 4 et le graphe Gy est d'ordre 7.

m Définition e Vocabulalne de hase

ﬁ Une boucle esi une arlie rellant un sommet & lui-méme

g un sommet est isolé Iﬂnqur— aucune aréte de le relie aux autres sommets

g Un graphe est dit simple si denx sommets distinets sont joints par au plus une aréte et
&'l est sans boucle.

b

i
¢'graphe complet

Un graphe complet Gy, est un graphe simple d'ordre n =
adjacents.

A KA &

Ih-ux représentations du Gy

1 dont tous les sommets sont deux i deax

1




G@ﬂdegré d'un sommet

sl Définition

On appdle degré d'un sommet le nombre d'arétes dont ce sommet est une extrémité (les
boucles étant comptées deux fois). Ce degré vaut 0 si le sommet est isolé.

%

| Exemple

Dans le graphe ci-dessous, les degrés des sommets sont :

Sommets | 51 | Sz | 55 | S | % | s | 57

Degrés 2 | 43221 0

r%ﬁr— théoréeme

La somme des degrés de tous les sommets d'un graphe est égale & deux fois le nombre d'arétes de ce
graphe; ¢'est donc un nombre pair.

vr' Snmnmts! A | B C D
; D Degrés | 2 l 2 H |

G :
Dans le graphe G il y a 4 arétes . La somme des degrés est2+2+3+1=8=2x4

F*:@"SD us graphe

Il arrive que dans certains problémes on ait besoin de considérer une partie d'un graphe :

‘anl Dédfinition

Un sous-graphe d'un graphe est une partie d'un graphe composé d'un sous-ensemble de som-
mets et de toutes les arétes qui les relient.

%

e Lxemple

F :

g § 4

D G ﬁ
C C

Gi» esl un sous graphe complel de

Graphe G (7; estunsous graphe de G G engendré par {C,E,E.G]
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‘g"Chaines

Les graphes sont souvent utilisés pour moddéliser des problémes associés i des parcours ou a des suc-

cessions d'actions. Pour cela, on introduit la notion de chaine.

‘ol Définition

Dans un graphe non orienté , une chaine est une succession d’arétes mises bout a bout .

1| La longueur d'une chaine est égale au nombre d'arétes qui la composent.
[z] Une chaine dont toutes les arétes sont distinctes est une chaine simple.

13| Une chaine dont tous les sommets (sauf peut-étre les extrémités) sont distinets est une
chaine élémentaire.

|4] Une chaine est fermée si origine et |'éxtrémité finale de la chaine sont confondues.
5| Une chaine fermée est un cyelesi elle est composées d'arétes toutes distinetes.

N

el Exemple
- Az

Dans le graphe ci-contre :

I'r#

=/ Lachaine Ag—A;— Ap— Az — Ag— A3— Ay- As A
Ay—= Ag= As = Ay estune chaine fermée de
longueur 10.

| B |
=’ La chaine 4; = Az = A3 — Ag = Ay — A5 esl
une chaine élémentaire de longueur 5.

|'q| |'q'4

>’ Lachaine Aj—Az-Ag—Az—Ay— Ag—As—
A; est un evele de longueur 7.

ml xercice
Dans le graphe ci-contre :
'1] Donner une chaine de longueur 4 reliant
AaF
|2 | Donner une chaine de longueur 7 reliant
Cab

Réponse

. | - w L]
“¢"Matrice associée a un graphe non orienté
Soit G un graphe d'ordre n dont les sommets sont nuimérotés de 1a n.
La matrice d'adjacence de G est égale i la matrice carrée M = (m; j'] de dimension n = n ot my;
est égal au nombre d'arétes d'extrémités les sommels s; el s,
\ y




sl [xemple

[
B 0111
10 L D
La matrice d'adjacence du graphe simple G est M(G) =
B 1 1 91
(24
graphe -G- \ 1 & 1 0

aml Fxercice ,

|1| Dans le graphe G ci-contre :Donner la
matrice associeée i G

|ﬂ Représenter un graphe dont la matrice
associée est: 1 001 0 1

M=|1 1011
1 81 6 1

------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------

sl Remargues )

1| Lamatrice d'adjacence d'un graphe non orienté est symétrique.

| 2| La diagonale de la matrice d'adjacence d'un graphe simple ne comporte que des 0.

3| La demi somme de tous les coefficients de la matrice d'adjacence d'un graphe non orienté
est égale au nombre d'arétes de ce graphe.

r-@’- Distance entre deux sommets - Diamétre d'un graphe

Définition

° La distance entre deux sommets est la plus courte longueur des chaines qui les relient.

e Le diametre d'un graphe est la plus grand distance entre deux sommets .
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S Theorime 3

Soit G un graphe d'ordre p de matrice associée M et [, la matrice unité

E:' La distance entre deux sommets distincts A; et Aj est le plus petit entier naturel n,(n= 1)
tel que le terme a;; de M" est non nul .

l&}' Le diamétre d'un graphe G est la plus petit entier naturel n,(n = 1) tel que
lamatrice (M + I ;)" ail tous ses termes strictement positifs .

.

| Exemple ,

Dans le graphe G ¢ - contre:
‘ La distance entre C et Evaut 2
' La distance entre D et E vaut 3

. La distance entre B et D vaut 2

r—

e G-

Soit & un graphe de matrice associée M
' Le terme 17, ; de la matrice M" donne le nombre de chaine de longueur 7 |

reliant A; et a"’!lj

—

Exemple

Soit G un graphe de matrice associée M

Av BuG [

Ao 1 0 1 1

Bll o 1 1 1

M=C|do 1 & 1 ©

D1 1 1 o 1

Eyl 1 0 1 @

graphe -G-

A B C D E A B C DD E
A3 x -2 2 2 Al 9 4 9 7
Bl2 4 1 $ 2 Blga 8 7 9 9
Ondopne: M*=C |2 1 2 1 2 etM*=C |4 7 2 7 4
pl2 -3 1 4 2 Dl9 9 7 8 9
3 N A L E\V7T 9 4 9 6

— G admet 2 chaine de longueur 2 reliant C a E
— G admet 4 chaine de longueur 3 reliant Aa C
— G admet 3 chaine de longueur 2 reliamt B a D

— G admet 9 chaine de longueur 3 reliant D a I




r—‘{;’- Connexité

al Définition

Un graphe ( est connexe 8'il existe au moins une chaine entre deux sommets guelconques G.
Autrement dit : Un graphe est connexe si on peut atteindre n'importe quel sommet a partir d'un
sommet quelcongue en parcourant différentes arétes

praphe -7 - praphe -Ga-

Le graphe G2 est connexe
Le graphe Gy n'est pas connexe car il n'existe pas de chaine entre les sommets A et B

¢ Chaine eulérienne - Cycle eulérien

Définition

— Une chame eulérienne est une chaine qul contient une fois et une seule

chaque aréte du graphe

— | Un cycle eulérien est une chaine eulérienne fermée.  (une chaine dont I'ori-
gine el I'extrémité sont confondues)

Théortme d'Tuler

— Un graphe connexe admet une chaine eulérienne si et seulement si le nombre de som-
mets de degré impair vaut 0 on 2

— Un graphe connexe admet un cycle enlérien si et seulement si tous les sommets sont de
degré pair

!n un graphe {- admet exactement deux sommets de degré impair alors ils sont les extrémités
de la chaine culérienne

.
'l Fxercice nl

Déterminer , en justifiant si chacun des graphes G, et G suivants admet une chaine eulérienne

ou cycle enlé rwn et donner un exemple. B
; {:
Réponse K D




Exercicen 2

On considére le graphe suivant :

B C [
AC E
H G F

|1/ Le graphe est-il connexe?

12| Le graphe admet-il des chaines eulérennes? Si oui, en préciser une.

3| Justifier la non-existence d'un cyele eulérien pour le graphe . Quelle aréte peut-on alors
ajouter a ce graphe pour obtenir un graphe contenant un cycle eulérien ?

[4

Soit M la matrice associée 4 ce graphe (les sommets sont pris dans l'ordre alphabétique).
(4 10 3 12 7 8 3 12)
0 0 11 1 8 1 11 1
4 11 0 14 3 11' 0 14
On donne M* = 12 1 14 2 12 1 14 2
7 & 3 12 4 10 3 12
g8 1 111 100 ¢ 11 1
3 11 0 14 3 11 0 14

12 1 14 2 12 1 14 EJ

Déterminer le nombre de chaines de longueur 3 partant du sommet G et aboutissant au
sornmet E. Citer alors toutes ces chaines.

Réponse
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------------------------------------------------------------------------------------------------------




Exercicen 2

Une compagnie aérienne utilise huit aéroports
que l'on nomme A, B, C. D E, E G et H.
Entre certains de ces aéroports, la compagnie
propose des vals dans les deux sens.
Celtte situation est représentée par le graphe I'
ci-contre, dans lequel :

« les sommets représentent les aéroports,

» les arétes représentent les liaisons assu-
rées dans les deux sens par la compagnie.

|1| [a] Déterminer, en justifiant, si le graphe I est complet.
|b| Déterminer, en justifiant, si le graphe I’ est connexe.

@ Déterminer, en justifiant, si le graphe I' admet une chaine eulérienne. Si oui, donner une
telle chaine.

3| Donner la matrice d'adjacence M du graphe I

| 4| Pour la suite de I'exercice, on donne les matrices suivantes : ‘
3122110 1) (4 83761 41
1 41232020 84 8836114
2 3 2 0] 38274161
M= c 2'1 4 0L 1 1 1 et M = 8 b6 f 3 g 2
1 21130190 63 4 7 2 3 1 4
I 002 1 W 2 001 L 6 I 303 Qb 0
0c20110230%10 4 1 6 31504
|l1 0110102 j \l 41 2 4 0 4 B

Un voyageur souhaite aller de l'aéroport B a I'aéroport H.
|a] Déterminer lenombre minimal de vols qu'il doit prendre, Justifier les réponses a I'aide
des matrices données ci-dessus.

\b| Donner tous les trajets possibles empruntant trois vols successifs.

Réponse

------------------------------------------------------------------------------------------------------




G@"Cﬂ]ﬂl‘iage d'un graphe

sl Définition

@

Colorer un graphe consiste & affecter une couleur a chacun de sommets de telle sorte
que deux sommets adjacents ne portent pas la méme couleur .

@ Le nombre minimal de couleurs nécessaires pour le coloriage est appelée nombre chro-
matigue noté y(()

el Propriéié

e Soit G un graphe d'ordre n alors on o : J'\_-ri ]r"[fj = L+ 1 iuu N est 'ordre maximal
d'un sous groupe complet de G et & le plus grand degré des sommets

° Le nombre chromatique y(G) d'un graphe complet d'ordre 11 est

sl Algorithme de coloration d'un graphe (Algorithme de Welsh et Powell )

? Etape 1 :Clsser les sommets du graphe dans l'ordre décroissant de leur degré, et attribuer
i chacun des sommets son numéro d'ordre dans la liste obtenue

% Etape 2 :En parcourant la liste dans 'ordre , attribuer une couleur non encore utilisée au
premier sommet non encore coloré , et attribuer cette méme couleur a chagque sommet
non encore coloré et non adjacent a un sommet de cette couleur

? Etape 3 :5'il reste des sommets non colorés dans le graphe , revenir a I'étape 2. Si non, la
coloration est terminée .

5

mml lxercice

On considere le graphe @ ci-dessous. On note I’ son nombre chromatique.

(A)
®) © o
| H; (1)

1] Donner un encadrement du nombre chromatique.
E| Donner une coloration de ce graphe.
13| En déduire la valeur du nombre chromatique de %.

T T

------------------------------------------------------------------------------------------------------
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#graphes orientés
:

¥ Un graphe est orienté si ses arétes , appelées arcs dans ce cas , ontun sens de parcours.(n
parle alors de l'origine et de Pextrémité d'une aréte .

2

Une boucle est un are reliant un sommet 3 lui méme
= Un chemin est une chaine orientée

7 Un circuit est un chemin fermé dont les arcs sont tous distincis

i3

-

]
Lp

Une chaine orienté est dite eulérienne si elle passe une fois et une seule par chaque aréle
du graphe

Un cycle orienté culérien est une chaine orienté enlérienne fermée .

W
W Un graphe orienté est dit enlérien s'il admet un cycle orienté eulérien

"

g e 3

Le graphe ci-contre est orienté. [l posséde une boucle sur O
le sommet B A

A= B - C est une chaine orienté de longueur 2

A=B=C=D=Aestun cycle orienté de longueur 4

D >

e

mml Théoréme

Soit () un graphe connexe orienté . Pour tout sommet X de (&), on note:

B> 147 (X) te nombre daréte orientés sortant de X |

E}' 'd (X)le nombre d'aréte orientés rentrant 2 X

° () un cycle orienté eulérien si et seulement si pour tout sommet X de (G) ona:
I.- — = L -
d(X)y=d (X)|

@ (7)) admet une chaine orienté eulérienne qui n'est pas un cycle orienté si
et seulernent si pour tout sommet X de (G) ona:d"(X) = d ™ (X) saul pour deux sommets
exacternent(A et B ) ﬂna:| d (A =d (A)+1|et|d"(B)=d (B)-1 |

el [xemple

Le graphe ci-contre est orienté .
1] Le graphe admet-il des chaines orienté eulériennes? Si oui, en
préciser une.
La Le graphe admet-il des cycles orienté eulériens?
o [

10




gl Exercice

Le graphe ci-contre est orienté .

1] Compléter le tableau suivant :

Somimels

A B

C

D

dt

d-

d*—d-

12| Le graphe admei-il des chaines orienté
eulériennes? Si oui, en préciser une.

3] Le graphe admet-il des eycles orienté eu-

lEriens ?

Graphe &

A

------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------

N,

aml Définition

rgﬁ'-l'«ﬂlau'ice associée a un graphe orienté

La matrice associée & un graphe orienté (G) d'ordre n est la matrice carrée M = a;; d'ordre n

telle que

a;; =1 s'il existe un arc d‘uriglne Ay et d'extrémité A et a;; = 0 si non

° d ' (A) est &gal & la somme des termes de la i ligne de la matrice associée i ce graphe

° d™(A)) est éeal i la somme des termes de la i™" colonne de la matrice associée a ce graphe

° Pour tout p e M* [les coefficient /11, ; de M" indiquenti

‘ainsi le nombre de chemins de longueur p partant de A; vers A ;

el Exemple )

La matrice d'adjacence du graphe orienté G est M(G) =

00 0

010

11




#Graphe Pondéré i
¢ Définition

° Un graphe pondéré est un graphe dont les arétes sont affectées de coefficients positifs appelés
poids

° le poids d'une chaine est la somme des poids des arétes
° 5i (G est orienté , le poids d'un arc est appelé cout

Q Le cout d'un chemin est la somme des couts des arcs qui le composent

° Entre deux sommets , le chemin le plus court est un chemin de cout minimum

r'-“:;'irua'iklgt:»ril]mua de Dijkstra

Trouver le plus court chemin dans un graphe pondéré entre un sommet A; et un sommet A | en utilisant
'algorithme de Dijkstra :

Yy

| 1. Etape d'initialisation .On fixe le poids dusommet A; 4 0.0n marque provisoirement chaque
sommet adjacent a A; du poids de 'aréte reliant A; a ce sommet . Ces sommets sont des succes-
seurs de A; . On marque provisoirement les autres sommets du poids +oo

s . 2. Etape d'itérations On note S I'ensemble des sommets fixés , et § I'ensemble des sommets
marqués provisairement . Tant que I'ensemble S n'est pas vide , on choisit dans S le sommet X
dant le poids marqué provisoirement py est le plus petit. On marque définitivement ce sommet
X du poids py . On enléeve X de S et on le place dans § . On marque provisoirement chagque
sommet Y successeur du sommet X par le poids py = px + px.y ou px y est le poids de l'aréle
reliant X a Y . §i le poids obtenu py est le plus petit que le poids marqué provisoirement au
sommet ¥, alors on barre ce poids marqué et on marque Y du poids py.

On réitére le procédé tant que I'ensemble des sommets non fixés n'est pas vide .

ﬁ . 3. Conclusion . On obtient un graphe dont tous les sommets sont fixés . Le poids fixé du sommet
Aj estle poids de la plus courte chaine du sommet A; vers le sommet A; dans le graphe .

-
. o
- )
Exemplen 1

Al'occasion de la coupe du monde de football , une agence touristique organise des voyages en car a travers
les différentes villes ou se joueront les matchs d'une équipe nationale. Les routes empruntées par les cars
sont représentes par le graphe ci-dessous. Le long de chaque aréte figure la distance en kilométres séparant
lesvilles: B, D, EH, K. M, N et §

En précisant la méthode utilisée, déterminer le plus court chemin possible pour aller de Ka B en utilisant

les cars de cette agence.,

12



K F H s M N D B 2;';?
0 o0 o0 o0 oo o0 o0 o0 K
120 (K) o0 o0 00 00 o0 oo | F
610 (F) oo oo oo o0 (&) | H
1260 (H) | 1390(H) | 1210(H) o0 oo N
260 (I 1390 (H) o0 o0 | 5
1390 (H) o 1890 () | M
1990 (M) | 1890(S) | B
19490 (M) D

Le chemin le plus court obtenu en remontant est K=F-H-5-B, la distance parcourue étant de 1890 km.

-

Exemplen 2

-

Lors d'un entraénement, Assia souhaite courir le moins longtemps possible en allant de D a E Déterminer le
trajet pour lequel le temps de course est minimal et préciser la durée de sa course,

En utilisant l'algorithme de Dijkstra ;

&

Le chemin le plus court sera : [} Lyl pllpetanra pour longueur 49,

A | B |D| F Sommet Choisi
28(D) |40M) | 0| +o0 | 19(D) H (19)
464H | 351D | | 51(H) A (28)
28 (D) | 40-(D)
68(D) | | 51(H) B (35)
35 (H)
19 (B) F (49)
SHH)
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