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Chapitre 1

Les nombres réels et complexes

1.1 Entiers naturels et Nombres rationnels

On désigne par N ’ensemble des entiers naturels
N={0,1,2,3...}

Comme chaque entier naturel n admet un successeur n+1, on se convainc sans peine
que N est un ensemble infini. On note N* 'ensemble N\ {0}, c’est-a-dire I’ensemble
des entiers naturels non nuls. Etant donné deux entiers naturels x et y on sait définir
les nombres

rT+y,r—y, T, g y#0
On remarque que 'addition et la multiplication sont des opérations qui ont leur
résultat dans N. Par contre le résultat d’une soustraction ou d’une division n’est

pas toujours un entier naturel. On crée ainsi de nouveaux nombres

Les éléments de Z = N U (—N) sont appelés entiers relatifs. On note Z* =7/ {0}

o-{ 3

I’ensemble des nombres rationnels dans le quel on identifie la fraction

aez,bez*}

a na
- = — Z*
2 e Vb, n €
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On a bien entendu les inclusions suivantes
NCcZcQ

et les quatre opérations élémentaires +, —, X et / peuvent s’étendre a I’ensemble Q
des nombres rationnels. Les Grecs classiques ont cru longtemps que toutes les quan-
tités s’exprimaient par des nombres rationnels. Ils se sont apercu que ce n’est pas
toujours le cas. En effet on peut construire des nombres qui ne sont pas rationnels.

Considérons par exemple un triangle ABC' rectangle en A

Si on note a la longueur du segment BC', b celle de C'A et ¢ celle de AB, alors le

théoréme de Pythagore dit qu’on a la relation
a® = b* + 2

Ainsi on obtient que la longueur de la diagonale d’un carré de co6té b = ¢ = 1 est
égale & a = V2.

Proposition 1.1.1 Le nombre v/2 n’est pas un nombre rationnel

Démonstration : Nous allons faire une démonstration par I’absurde. Supposons

a
que /2 est rationnel. Tl existe alors deux entiers positifs a, b tel que v/2 = 5 Sia

a
et b sont pairs, on peut simplifier la fraction — par 2. En simplifiant par 2 autant

que possible, on arrive au cas oul au moins un des deux entiers a ou b est impair
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on suppose pour simplifie que a et b est irréductible (que ne pouvons pas simplifie
comme 6 et 5 ). En élevant au carré Pégalité /2 = %. et en chassant le dénominateur,
on arrive a

2% = a?

donc a? pair alors a est paire. En effet si a est inpair a = 24’41, a® = 4a’?>+4a’+1 est

inpair.On en déduit donc que a est pair, donc on peut écrire

a=2d
ce qui donne
2b° = 4a’?
et en simplifiant par 2, on obtient
b2 — 20/2

C’est la méme équation que ci-dessus avec a’ a la place de b et b & la place de a. Le
méme raisonnement montre alors que b est aussi pair. On a donc une contradiction
et v/2 ne peut pas étre rationnel.

Au passage, il est important de s’interroger sur ce que signié cette "preuve",
ou plus précisément sur ce que I'on entend en mathématique lorsque ’on parle de
"démonstration" : a partir de propriétés déja établies (des théorémes) et de notions
déja définies, on déduit une nouvelle propriété en utilisant les régles de la logique
mathématique. Ici par exemple, on a utilisé les notions de fraction irréductible et
de nombre pair, on a utilisé la propriété "si n? est pair alors n est pair". . . Dans ce
"jeu de construction" que sont les mathématiques, il faut bien str avoir un socle :
c’est le role de ce que 'on nomme axiomes. Un axiome est un enoncé mathématique
admis une fois pour toutes, et qui n’a pas pour vocation d’étre démontré. Vous
avez par exemple certainement entendu parler des axiomes d’Euclide, qui fondent
la géométrie euclidienne, dont le célébre "par un point passe une et une seule droite
paralléle a une droite donnée". La démarche mathématique telle que 'on vient de
I’esquisser peut pariitre fastidieuse. Mais il faut avoir en téte 'une des spécificités
importantes des mathématiques par rapport aux autres sciences : une fois que vous

avez démontré un théoréme, celui-ci est vrai pour ’éternité en mathématique !
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Au niveau ou se situe ce cours, on va voir affleurer quelques axiomes de I'analyse
concernant les nombres réels : les théorémes que nous établirons ensuite reposeront
parfois directementé sur ce socle. La propriété de la borne supérieure est 'un de ces
axiomes.

La proposition (1.1.1) dit que V2 n’est pas rationnel, c’est-a-dire ne peut pas
s’écrire comme quotient de deux entiers. Cependant nous savons que le nombre /2

peut s’écrire sous forme d’un développement décimal infini
1.4142135623730950. . .

Dans ce cours nous prenons cette représentation décimale comme définition d’un

nombre réel.

Définition 1.1.2 (nombre réel) Un nombre réel est une collection de chiffres
{co,...,cm} et {dy1,da, ...} compris entre 0 et 9. Les chiffres ¢; sont en nombre fini et
les chiffres d; peuvent étre en nombre infini. On fait correspondre a cette collection

le nombre donné par le développement décimal

T = Cp . ..CoC1Cp, dl, dg, dn

Exemples.

1. Les décimales du nombre 7 sont
Co = 3,d1 = 1,d2 = 4,d3 = 1,

2. S’il n’y a qu'un nombre fini de décimales d; non nulles, alors le réel x est un

rationnel et
T =cp10™ + ¢ 110 4 o 104 ¢ + d 107 + -+ d, 107

(x est rationnel, car c’est une somme de rationnels).

3. Un nombre rationnel admet un développement décimal, donc est réel. On a

par exemple
1
5 = 0:33333.. (que des 3)
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1.2 Reégles de calcul dans R

Addition : L’addition des réels posseéde les propriétés suivantes :

Commutativité: Vz,yeR: 2 +y=y+z.
Associativité :Vr,y,z e R:z+ (y+2) = (x+y) + 2.
0 est élément neutre :VzceR:2+0=0+2=12

Tout réel a un opposé : =+ (—z) = (—z) +x =0.

On résume ces propriétés en disant que (R, +) est un groupe commutatif

Multiplication : La multiplication des réels posséde les propriétés suivantes :

Commutativité : Vz,y € R: xy = yx.
Associativité :V z,y,z € R:z(yz) = (xy) 2.

1 est élément neutre :VzcR:zl=1z=2x

1 1

Tout réel non nule a un inverse : r— = —x = 1.
T x

De plus, les deux opérations sont liées par la propriété suivante :

Distributivité de la multiplication par rapport a I’addition :

Va,y,z€ R:ax(y+2) =ay+zz; (y+ 2)x = yr + zz.

On résume toutes ces propriétés en disant que (R, +, X ) est un corps commutatif(!).

Remarques et notations : Pour tous réels = et y, on note y — x plutot que

y+(—x). On définit ainsi une nouvelle opération sur R (soustraction) qui ne présente
que trés peu d’intérét : elle n’est ni commutative, ni associative, et il n’y a pas

d’élément neutre. On vérifie la propriété :
Ve,yeR: (—x—y)=—(x+y)
Pour toute partie A de R, on note
—A={-z, e A}

La commutativité et I’associativité des deux lois + et X ont pour conséquence qu’on

peut envisager des sommes x, + To+---+x, et des multiplication x; X zs...... X Ty,

IPour les notions groupe et corps voirs le cours d’algébre.

Menguelti Al
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sans parenthéses et sans se préoccuper de 'ordre des termes. De plus la somme est

notée

k=n
1+ To+ "+ Ty = E Tk
k=1

et la multiplication est notée

k=n
L1 X Tg...... X Ty = H Xy, (1.1)
k=1
en particulier si on suppose que x| = xo =---= x,, on obtien
k=n k=n
Tt et = E T =1 E l=zn
k=1 k=1
k=n
T1 X T1eeenn. Xxr1T = Hl‘l—(l'l)n
k=1
Si on pose dans la produit (1.1)
Tp="n

on obtien

On appelle ce produit n factorielle note n!

Définition 1.2.1 Pour ne N, on définit

1sin=0
n!l =
n (n—1)!

Définition 1.2.2 On pose pour tout couple (k,n) € N? de nombres entiers naturels

|
cr = ﬁ,pour 0<k<n
I'(n—k)!
CP = 0 pour k>n

n
Ce nombre C*, noté aussi ( k ) est appelé coefficient binominal d’indices n et k.
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On vérifie sans peine que :
0 _ 1
C,=1C,=n

et ona:
-k k k k k
CUh = Ok et CF+ O = O

A titre d’exemple, la seconde de ces relations peut s’établir comme suit pour

k k41 _ n! n!
I G S TR (s s prpy s
(k+1)n! (n —k)n!
(k+D!'(n—k)!  (E+1)!(n—k)!
- (k:—|—1)?(!n—k:)! (k1) + (n =)
n! k+1
= Grnimom T =G

On peut ainsi ranger les coefficients binomiaux non nuls dans le « Triangle de
Pascal », la relation montre que, en additionnant sur la n?*™ ligne les deux éléments

des k™ et k+17™¢ colonnes, on obtient I’élément situé en n+1°™¢ ligne et j 4 1%¢m¢

colonne.
k=0|k=1|k=2|k=3 k=4 E=5|k=6
n=011
n=1|1 1 CF 4 CFH
n=2]1 2 =Cili
n=3]1 3 3 1
n=4]1 4 6 4 1
n=>5]1 5 10 10 5
n==6]1 6 15 20 15 6 1

Proposition 1.2.3 (principe de récurrence) Pourn € N, soit E (n) un énoncé.

Alors : tous les énoncés E (n) (n € N) sont vrais, si :

1- E(0) est vrai (ancrage de la récurrence).

Menguelti Al
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2- Pour tout n € N on a : si E(n) est vrai, alors E (n+ 1) est vrai (passage de

récurrence, symboliquement : n — (n+ 1)

Proposition 1.2.4 (formule du binéme de Newton) On a pour tout nombre

entier naturel n et tout couple (z,y) € R?
k=n

(@+y)" = Y Ckary*
k=0

= OV y"+Cray" P+ C2 2Py O 2"

Démenstration Nous démenstrons la formule du binéme de Newton par récur-

rence sur n
On a pour n =0
(z+y)°=1=0C 2% =1

n—n
k=n k=n
(@+y)" =@ty @ty =a) Ckakyr=h 4y Ck akynh
k=0 k=0
k=n k=n+1 k=n
Zcﬁ k+1nk+ZCk knk—l—l chl knk+1+zck knk+1
k=0 k=1 k=0
k=n =n
_ chfl phynht +ch gyt +Cn—_&-|—11 n+1 0—1—00 0ymt1
k=1

bl

=n

(Ck 1+Ck) k,n— k+1+0n+1$n+1 0+C¢O 0 n+1

Ck

k=1

k=n+1

Cvk xkyn—k

n

k=0
Exemple. Si on pose x = y = 1 dans la formule du binéme de Newton on obtien

k=n

2" =) CF

k=0
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de méme si on pose x = —1 y = 1 on obtien

k=n
> Cr (=0
k=0

Calculons les deux sommes suivantes :

3

S = Cl+2C2 +3C3. . 4nC" kC*

il
S o

T = CL4+4C* +3C3 ... +n°C" =) K°Ck
k=0
Premiére méthode : On utilise les propriétés des coefficients binomiaux que nous

n

= & kn! (n—1)n
;kcﬁ - ;k!(n—k)!zz(k—l)!(n—k)!

k=1

n—1)!

R ( N e
= n;(k—l)!(n—k)! —H;Cn—l

on pose j = k — 1 donc

n n—1
k—1 __ J _ n—1
ng C’nl—ng Cy_1=n2
k=1 j=0

Seconde méthode : On utilise les propriétés des fonctions d’une variable réelle

et la formule du binéme :

k=n
d
dx (z+1) dx kX_; n v
alors
k=n
n(z+1)""" = Z kCF gh1
k=1

si je prends x =1
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Pour .
T =C)+4C} +3C5.. +n’Cp =) K*CF
On a
Zk%*k S [k(k—1)CE+kCE] = k(k—1)CE+ > kCE
k=0 k=0 k=0
de la méme maniére
& 2R
— N'=—yC
dx (z+1) dx Z n
k=0
alors .
nn-1)(x+1)"*=) k(k—1)C} 2"
k=0

En faisant alors x = 1, on obtient 1’égalité

n(n—1)2"2 Zk:

alors

ZkZC’k—n —1)2" 2 4 p2nt

Proposition 1.2.5 (Inégalité de Bernoulli)
(1+h)">1+nh

pour tousn € N et h € R tel que h > —1

Démenstration (par récurrence sur n)
On a pour n =0
1+h)’=1=1

n—mn

(1+h)"" = A4+h)"(1+h)>0+h)+nh(1+h)
> h(l+n)+h*n+1>h(1+n)+1
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1.2.1 Relation d’ordre

Définition 1.2.6 (Relation) Soit E un ensemble. Une relation R dans E est un

sous-ensemble de E x E.
Exemple : Soit la relation R dans Z définie par :
tRy = {(z,y) € Z°,4 dinise v — y}
on a 12R4 mais 256

Définition 1.2.7 (Relation d’ordre) On dit que R est une relation d’ordre sur
E si:
1- R est réflezive, c’est-a-dire

Ve e F TRz

2- R est anti-symétrique, c’est-a-dire

Ve,y e E TRy et yRx =z =1y
3- R est transitive, c’est-a-dire

Ve,y,z € B TRy et yRz = xRz

Définition 1.2.8 (Relation d’ordre totale) Soit E un ensemble et R une rela-
tion d’ordre sur E. On dit que R est totale (ou E est totalement ordonné si on peut

comparer deux éléments quelconques de E, c’est-a-dire :
Ve,y e E xRy ou yRzx

Exemple

Soient £ un ensemble et P (E) I’ensemble des parties de E. Par exemple, si
E=1{1,23)

alors :

P<E) = {@ {1;2§3}7{1} ) {2} ) {3} ) {172} ) {273} ) {1’3}}

Menguelti Al
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On munit P (£) de la relation dite « inclusion d’ensembles », c’est-adire si A et B

sont deux sous-ensembles de E alors
ARB = {(A,B) e P(E)’,AC B}

nous représente deux ensembles inclus I'un dans 'autre.

AcC B

On montre que est une relation d’ordre :

Reéflexivité Si A € P (E), on a bien A C A car tout élément de A sont trivia-
lement dans A.

Anti-symétrie Soient A, B € P (FE). Si A C B alors tous les éléments de A

sont dans B. Si B C A alors tous les élément de B sont dans A. On suppose qu’on

a les deux assertions simultanément, c’est-a-dire tous les éléments de A sont dans
B et vice-versa. D’ou : A = B.

Transitivité Soient A, B,C € P (F). On suppose que A C B donc tous les
éléments de A sont dans B et que B C (' alors tous les éléments de B sont dans
C. Ainsi tous les éléments de A sont dans B donc dans C', d’ou A C C'. Conclusion
faite, la relation «C » est une relation d’ordr e. Par contre, elle n’est pas totale car

on ne peut pas comparer des singletons de P (F).
Proposition 1.2.9 La relation R définie par
7Ry = {(v,y) € R?, x <y}

est une relation d’ordre totale dans R.
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Le fait que l'ordre sur R soit total entraine que tout ensemble fini de réels admet
un plus petit élément et un plus grand élément. Si {aq, ..., a,} est un ensemble fini
de réels, nous noterons min {ay, ..., a, } le plus petit et max {ay, ..., a, } le plus grand
élément. Un ensemble infini de réels n’admet pas nécessairement de plus petit ou

de plus grand élément. Voici quelques exemples.

Ensemble Plus petit élément | Plus grand élément
N 0 Non

Z Non Non

{1/n,n € N*} Non 1

{(-=1D)"(1—1/n),n € N*} Non Non
{(-=D)"(1+1/n),n € N*} —2 3/2

{(-=1)"+1/n,n € N*} Non 3/2

{(=1D)" = 1/n,n € N*} —2 Non

1.2.2 Majorant, minorant, borne infférieure et supérieure

Définition 1.2.10 (majorant, minorant, partie bornée) Soit A une partie de

R.

1. Le réel M est un majorant de A si
pour tout a € A on aa < M.

On dit que A est majorée si A a un majorant.

2. Le réel m est un minorant de A si
pour tout a € A on a a > m.

On dit que A est minorée si A a un minorant.

3. Si la partie A est magjore et méinorée, on dit que A est bornée.

Définition 1.2.11 (Borne inférieure et supérieure) Soit A une partie non vide
de R (ou plus généralement d’un ensemble E muni d’un ordre total ). On appelle
borne supérieure de A le minimum de ’ensemble des majorants de A et borne

inférieure de A le maximum de l’ensemble des minorants de A
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Définition 1.2.12 (Borne supérieure et inférieure ) M est la borne supérieure

de A si et seulement si

1.VreA <M
2. VAN, A< M, alors dx € A, X < x.
m est la borne inférieure de A si et seulement si
1.Vre A, m<zx
2. VA,m <\, alors dr € A, x < A\
La premiére relation exprime que M est un majorant de A. La deuxiéme signifie

qu’un nombre strictement plus petit que M n’est pas majorant de A. Cela équivaut

a dire que tout majorant de A est supérieur ou égal a M.

Exemple
D={zeR,s*—32x+2<0}
On a
AN=3-8=1
donc 301 -
xl—L:2,x2—;:1
2 2
alors

D={zeR,(x—2)(zr—1)<0}=][1,2]
D est bornée avec
inf D =minD =1et supD =maxD =2

Reprenons comme exemples les 6 ensembles

Ensemble inf | sup
N 0 400
Z —00 | 400
{1/n,n € N*} 0 1

{(-1)"(1—=1/n),neN}| -1 |1

{(-D"(1+1/n),ne N} | -2 |3/2
{(=1)"+1/n,n € N*} -1 [3/2
{(-1)" = 1/n,n € N*} -2 |1

Menguelti Al
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Avant d’énoncer le théoréme d’existence de la borne supérieure dans R, montrons
que la borne supérieure n’existe pas toujours. On se place dans Q muni de I'ordre

naturel.

Théoréme 1.2.13 (propriété de la borne supérieure,) 1. Toute partie de

R magjorée (resp. minorée) posséde une borne supérieure (resp. inférieure).

2. Les bornes supérieure et inférieure d’une partie de R, si elles existent,

sont uniques

Proposition 1.2.14 Considérons la partie A = {z € Q, x* < 2} Alors A n’a pas

de borne supérieure dans Q.

Démonstration. Soit M un majorant de A dans Q. Posons

M?+2
M =
2M

Nous allons vérifier que M’ est un autre majorant (dans Q) et que M’ < M, ce qui
prouve qu’il n’y a pas de plus petit majorant. Montrons que M’ est un majorant :
il suffit de voir que M"? > 2 . On calcule

M2 +2\? (M2 —2)?
M?—2= —9=— =
( 2M ) INVE

qui est bien strictement positif. En effet M? — 2 # 0 car sinon /2 serait rationnel

voir proposition (1.1.1). Vérifions que
M <M

On calcule
M2+2_M M?*4+2  M? -2

2M 2M 2M
qui est bien strictement positif puisque M est un majorant rationnel de A.

M—M =M-—

Théoréme 1.2.15 Soit A une partie non vide de R
1. Si A est majorée, alors A admet une borne supérieure, notée sup A.

2. Si A est minorée, alors A admet une borne inférieure, notée inf A
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Proposition 1.2.16 (Caractérisation de la borne supérieure ) La borne su-

périeure M d’une partie A de R est caractérisée par :
Ve A x<MetVe>0dx e A M—c<ax.<M

Proposition 1.2.17 (Caractérisation de la borne inférieure) La borne infé-

rieure m d’une partie A de R est caractérisée par :
VeeAx>metVe>0Tdz, € A, m<z.<m+e¢

Remarque 1.2.18 On dit que A admet un élément maximal s’il admet un majorant

qui appartient a A. Autrement dit
dag € A tel que a < ag Va € A
Un tel ag est forcement unique, on le note
max A

. De méme on dit que A admet un élément minimal s’il admet un minorant qui

appartient a A.Autrement dit
da; € A tel que a < ay Ya € A
Un tel a; est forcement unique , on le note
min A.

Nous allons souvent rencontrer dans ce cours des réels € strictement positifs arbi-
trairement petits. On peut s’en faire une idée concréte en pensant € = 0.001, ou bien

e = 1075, Prenons comme exemple
A={1/n*n €N}

La borne inférieure est inf (A) = 0. La proposition (1.2.17) permet d’affirmer que
pour tout € > 0, il existe un élément de l’ensemble inférieur a €. Et d’ailleurs

l’équivalence ci-dessous permet de [’exhiber.

1 \/T
— <e&n>y/ -
n? €
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/1
>4/ —— =231.62 = 32
n > 0.001 31.623 = n=3

Les propositions (1.2.16) et (1.2.17) admettent les réciproques suivantes.

pour € = 0.001 on a

Proposition 1.2.19 Soit A une partie non vide de R si M est un majorant de A

tel que
Ve>0doe, e A, M —c<ux,

alors M = sup (A)

Proposition 1.2.20 Soit A une partie non vide de R si m est un minorant de A
tel que
Ve>0de, € A ,x. <m+e

alors m = inf (A)

Remarque 1.2.21 (Raisonner avec des bornes supérieures) Pour montrer

qu’un réel est la borne supérieure d’une partie, il faut montrer :
1- que c’est un magjorant de cette partie;

2- qu’il est inférieur ou égal a n’importe quel majorant de la partie

Exemple

Soit A et B deux parties non vides majorées de R. On pose
A+ B={ceR,3(a,b) € Ax B tel que c = a + b}
Montrer que A + B posséde une borne supérieure qui est
sup A + sup B
Montrer que A + B posséde une borne inférieure qui est

inf A+inf B
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Soit a0 et by des éléments de A et B, ag + by € A+ B, donc A + B est non vide.
Par ailleurs, A et B sont non vides et majorées, elles possedent donc des bornes

supérieures et :

Vee A+ B,3(a,b) e AX B
c=a+b<supA+supB

Donc sup A + sup B est un majorant de A + B. Cette partie est donc non vide et
majorée, elle possede une borne supérieure.
Soit M un majorant quelconque de A + B. Pour tout (a,b) € A x B :

a+b<M=a<M-5b

Ce qui signifie que
M — b majore A :

il est par conséquent supérieur ou égal a sup A, qui est le plus petit des majorants
de A :
M—b>sup A

c’est-a-dire
b< M —supA

M — sup A majore B, il est donc supérieur ou égal & sup B, qui est le plus petit

majorant de B :
M —supA>supB = M >supA+supB

Ainsi, tout majorant de A + B est supérieur ou égal a sup A + sup B, qui est donc

le plus petit majorant de A + B, c¢’est-a-dire sa borne supérieure.
sup (A+ B) =sup A +sup B
Proposition 1.2.22 Soient F' C R non vide et majoré et a € R

sup (a+ F) =a+sup F Va € Q,sup (aF) =asupF a >0
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Démonstration. Vérifions que a+sup F' satisfait la caractérisation précédente.
Soit

r €a+supl

il existe y € F tel que z = a + y. Puisque
y<suplt = xr=a-+y<a+supk.

De méme, soit € > 0. Par la caractérisation de sup F, il existe z € F' tel que sup F
—& < z. Ainsi,
a+suplF —e<a+z

ce qui permet de conclure. La preuve pour af' suit les mémes lignes

Définition 1.2.23 L’ensemble E est dit borné s’il est borné a la fois supérieurement

et inférieurement.

1.2.3 Principe d’Archimeéde

Théoréme 1.2.24 L’ensemble N n’est pas majorée dans R.

Démonstration.

Si N était majoré, il aurait une borne supérieure « ; o majorerait N donc pour
tout n € N on aurait n+1 € N = n+ 1 < «; ceci entrainerait donc que o — 1
majore aussi N, ce qui contredit le fait que a est le plus petit majorant : on aboutit

a une contradiction, o ne peut pas exister.

Proposition 1.2.25 (Propriété d’Archiméde) Soient z,y € R , avec z > 0.
Alors il existe n € N tel que
nr >y

Démonstration.

On a y/x ne peut majorer N, il existe donc un n € N tel que n > y/z, d’ou

nr > .
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Définition 1.2.26 (Partie entiére) Soit v € R alors il existe un unique entier k
tel que
k<z<k+1

Cet entier s’appelle la partie entiére de x et se note E (x) ou [z]

Exemples :
E(r)=3, E <\/§) —1, B(-2:713) = —3.

La justification de la définition provient du fait que {n € N n < z} est majoré et
posséde donc un plus grand élément. Nous portons votre attention sur le fait que

I'inégalié de gauche est large (<) alors que celle de gauche est stricte (<)

Propriétés :  Pour tous réels = ety, et tout entier relatif m :
— [zl =mexe[mm+l1]
—[zl=2x el

— e +m] = 2]+

—Slx¢Z:>[x] —[z] —

— eyl e {lal + ) o] + 1y ]+1}

— La fonction f (z) = [z] est croissente et le graphe de cette fonction est

y
Ge——
y=E(x)
O—
E(2,853) =2
L -—
|
l
. S — :
1 |
|
|
P— &
0 1 2,853 x
——
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Exercice : Soit E la partie de R définie par

2
E=1{1-
()

1. Montrez que F est infinie et bornée.
2. Déterminez, si elles existent, la borne supérieure et la borne inférieure de E

3. Etudiez 'existence d’un plus petit élément, d’un plus grand élément, de E.

Solution Notons

2
n?+1
Montrons que les éléments de E sont tous distincts, ce qui prouvera que F est infi-

Up =

nie. Raisonnons par ’absurde en supposant deux éléments égaux pour deux entiers

strictement positifs ng et pg

2
o =1 — ——— et =1-
U n%+1e Upo o
Alors
1 2 1 2 =
J— — J— Nop =
nZ+1 gl
On a
unzl—n2+1§16tun20

donc E est minorée par 0 et majorée par 1, admet une borne inférieure m et une

borne supérieure M qui vérifient :
m>0 e M<1

.Comme u; = 0, on a m = 0 et 0 est le plus petit élément de E. Montrons que
M =1 en montrant que, pour tout € > 0, 1 — ¢ n’est pas un majorant de £. Pour

ceci, il faut trouver n € N* tel que

2 2
l—e<1-— <= <e=n?’+1>=%
c n2+1 n?+1 et €
alors
9 2
n®>-—1
€
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Si e > 1, tous les éléments de E sont supérieurs & 1 —e. Si € < 1, il suffit de choisir

2
n>4/——1
€

pour montrer que 1 — €. n’est pas un majorant de E. On a donc bienM = 1. Et

comme 1 n’appartient pas & F car
2
n?+1
la partie £ n’a pas de plus grand élément.

£0

1.2.4 Distance dans R valeur absolue

Voici pour finir une notion trés utile, que I'on peut définir sans ajouter de nouvel
axiome. Disons d’abord que max {a; b} désigne le nombre a si b < a et le nombre b

sinon.
Définition 1.2.27 Pourx dansR, on note |z| le nombre réel défini par max { —x; x}

La définition méme de |z| nous indique comment prouver que |z| < a. Il faut
montrer que
r<aet —x<a

Cette astuce utile est a retenir : une inégalité invoquant une valeur absolue se montre
en montrant deux inégalités. On peut définir la valeur absolue de fagon alternative
en posant

rzsiz >0

|z =

—xrsix <0

Ainsi, les valeurs absolues aménent parfois & faire des raisonnements par distinction

de cas.

Proposition 1.2.28 Soient x et y deux réels. On a

(2| =0=2=0

2| |y| = |zy|

x| — <lzr+yl <|x|+ Inégalité triangulaire
Lzl =yl < |z +y| < o]+ |y| Inég g
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Démonstration. (Inégalité triangulaire)

Commencons par l'inégalité de droite. Les inégalités

v <] et y <yl

alors
z+y < |z|+ |yl
De méme
—z < |z| et —y <yl
alors
—(z+y) < |z +y|
Ansi

v +y| < x|+ |yl

Pour I'inégalité de gauche, appliquons 'inégalité de droite a
¥=—zet yYy=x+y

donc
2"+ | < |2+ Y|

on remplace on obtient
|~z +a+y| <|-z|[+]x+yl eyl — |z < |z +yl

d’ou

lyl = [z] < |z + |
Définition 1.2.29 On appelle distance entre deux réels a et b le nombre
d(a,b) = |b— al
Exercice : Montrer, en revenant a la définition de la valeur absolue, que

lrt—al<eeoxela—e¢a+e

Menguelti Al
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On a par
|z —al <e=max{-zr+a;x—a} <¢
donc
—r4+a<cetr—a<e=zr>——<ct+aetrx<a+te
d’ou

x €[—e+a,+oo[N]—00,a+e]=[a—e,a+¢]

1.2.5 Intervalles de R

Définition 1.2.30 (Intervalle) On appelle intervalle, un ensemble de nombres dé-
limité par deux bornes qui sont des nombres réels. Cet intervalle contient tous les

nombres réels compris entre ces deux bornes.

Définition 1.2.31 (Les différents types d’intervalles) — Soienta et b deux
nombres réels tels que a < b. On appelle intervalle fermé, tout intervalle de
type

Intervalle fermé
[a,0] = {z € R,a <z < b}

et

[a, +oo[ = {r € R,a < x}
et

]—OO,b] = {13 € Rax < b}

Intervalle ouvert

la,b| ={z € R,a <z < b}
et

la,+oo[ ={z € R,a >z}

et
|—00,b[ ={z € R,z < b}
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Intervalle semi-ouvert
la,b] ={z € R,a < x < b}

et
la,b) ={r € Ra <z <b}

Proposition 1.2.32 (Caractérisation des intervalles) Soit A une partie non-
vide de R. Les enoncés suivants sont équivalents :

1) A est un intervalle.

2) Pour tous a,b de A, lintervalle [a,b] est inclus dans A.

Exemple
I=[0;1]NnQ

n’est pas un intervalle

Définition 1.2.33 (Densité d’un ensemble dans R) Soit A C R, A est dense
dans R si pour tout © € R et tout € > 0 il existe a € A tel que

|z —a| <e

En quelques mots, étre dense signifie que pour tout élément x de R, il existe des
éléments de A arbitrairement proches de .

Exemple: R et R\N sont denses dans R.

Exemple : Si A est dense dans R et A C B, alors B est dense dans R

Proposition 1.2.34

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) — A est dense dans R

(1) — Pour tout x < y € R, il existe r € A tel que v <r < y.

Théoréme 1.2.35 Les ensembles Q et R\Q sont denses dans R.
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Démonstration.

1. Montrons que Q est dense dans R. Nous pourrons nous inspirer de la figure

suivante.

W s W W W e
0 1i/n T ¥ >

Soit x < y. Le principe d’Archiméde appliqué & € = y — x implique 'existence
de n € N tel que
1
0<—-—<y—=x
n

En posant
[nx] + 1
T =
n

nous obtenons

nr [nx]+1 nx+1 1

r=—< =r+—-—<zxt+y—z=y

n n n

Ainsi,
[nz] +1
T < <y
n

2. Montrons que R\Q sont denses dans R Soit S un nombre irrationnel, par
exemple /2. Soient @ et b deux réels tels que a < b. On applique la proposition
(1.2.34) et la densité de Q dans R & Ja — 8,0 — [ : il existe un rationnel r
telquea —f <r <b—p. Alorsa <r+f < b. Le nombre x = r + [ est
irrationnel, sinon r = o — 3 serait rationnel contrairement a I’hypothése. Le

théoréme est donc démontré.

Théoréme 1.2.36 (Q est dense dans R) Si [ est un intervalle ouvert de R
alors I N Q # @ ou de facon équivalente, Q est dense dans R

VeeR;Ve >0, IreqQ, [zr—r|<e

Menguelti Al
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1.3 Des notions de la topologie

Introduction

La topologie est I’é¢tude des propriétés invariantes dans la déformation géomé-
trique des objets et dans les transformations continues appliquées a des étres mathé-
matiques. Structure ou interviennent ces propriétés dans un ensemble. La topologie
a d’abord été appelée géométrie de situation ou analysis situs. Topologie générale
(ou des ensembles). Topologie combinatoire (ou algébrique).

La topologie qui étudie celles des propriétés des figures géométriques qui de-
meurent invariantes sous l'effet des transformations biunivoques et continues est
une création de notre siécle (...) Mais la topologie ne s’est véritablement dévelop-
pée comme discipline autonome qu’aprés la publication a la fin du X7.X¢ siécle de
profonds mémoires d’Henri Poincaré sur la topologie combinatoire (étude de pro-
priétés algébriques et géométriques qui lui sont liées) et apres la large diffusion de
la théorie des ensembles qui permit d’en concevoir une nouvelle branche tres vaste,

la topologie ensembliste ou topologie générale.
Le Grand Robert : René Taton,in Encycl.Pl., Hist.de la science, p.704.

Définition 1.3.1 (Ensemble dénombrable) On appelle ensemble dénombrable
tout ensemble dont les éléments peuvent étre mis en correspodance binivoque (une Bijection) avec
les entiers naturels. En dautres termes un ensemble dénombrable est un ensemble

dont les éléments peuvent étre numérotés sous forme d’une suite infini.

Propriétés des ensembles dénombrables

1. Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est finie ou dénombrable

2. Tout réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est un ensemble

dénombrable

Définition 1.3.2 (Equipotent) Deux ensemble M et N sont dits équipotents (no-
tation M ~ N ) s’il est possible d’établir une correspodance binivoque entre leurs

éléments.

Point d’accumulation, point adhérent et point intérieur

Menguelti Al
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La notion d’espace topologique a mis trés longtemps & prendre sa forme axio-
matique actuelle. Le but est de formaliser les concepts intuitifs de proximité et de
continuité de la facon la plus générale et la plus simple possible. Il n’est pas néces-
sairement évident que ce but soit atteint quand on lit la définition qui suit pour la

premiére fois de sa vie. L’expérience montre pourtant que c’est bien le cas.

Définition 1.3.3 - Soit X un ensemble. On appelle topologie sur X la donnée
d’un sous-ensemble O de l’ensemble P (X) des parties de X, O devant vérifier

les trois conditions suivantes :
HiI- X €0, €0
H2- Soit (Uy),c; une famille (I finie ou infinie) : d’éléments de O, alors

UUneO (stabilité par union finie ou infinie).
AET

H3- Soit (Uj)1<j<n une famille finie d’éléments de O, alors

N
(U €O (stabilité par intersection finie),
=1

J=

Les éléments de l’ensemble O sont appelés ouwverts (pour la topologie O). Le

complémentaire d’un ouvert est appelé fermé.

Définition 1.3.4 Un couple (X, Q) tel que O vérifie les trois propriétés ci-dessus

est appelé espace topologique

Remarque 1.3.5 Donc un ouvert est un sous-ensemble de X qui appartient a une

topologie O sur X.

Exemples d’espaces topologiques. Prenons X = R et désignons par O 'en-

semble des parties U de R telles que, pour tout point x de U, il existe un intervalle
ouvert (au sens usuel, c’est-‘a-dire de la forme |a, b]) contenant x et inclus dans U.
On a ainsi défini une topologie sur R (exercice : vérifiez-le!) qui est la topologie
usuellement utilisée sur R. Deux curiosités : soit X un ensemble quelconque, on
définit Oy = {@;, X} et Oy = P (X). Dans les deux cas, nous avons défini une

topologie sur X. La premiére topologie s’appelle la topologie grossiére sur X et
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la seconde la topologie discréte sur X. Ces deux topologies n’ont guére d’intérét
pratique en général, si ce n’est celui de nous convaincre que la définition n’est pas
absurde, puisqu’il existe toujours au moins une topologie sur tout ensemble X !. La
vraie question pour les applications est de savoir s’il existe une topologie intéres-
sante sur X, une topologie qui soit bien adaptée a tel ou tel probléme que I'on a a
résoudre, ce qui est une autre histoire. Le langage des voisinages est souvent utilisé
dans la littérature. Voici la définition d’un voisinage d’un point dans le cadre de la

topologie usuel sur R
Définition 1.3.6 On appelle intervalle de R toute partie I de R vérifiant :
V(a,b,c) eER* (acl,beEleta<c<b)=cel

Définition 1.3.7 (R) On note R = RU {—o00, +00} = [~00, +q] et on lappelle

drotite réelle achevée.

Définition 1.3.8 Soit xy € R. On appelle voisinage de xy, toute partie de R conte-
nant un ouvert contenant xy. Ou encore, on appelle voisinage de xy toute partie de

R contenant un intervalle ouvert centré en xqy. C’est a dire
VeV(xy) < 3e>0,20€|xg—e,20+e[CV
Pour x € R, on note V () l'ensemble des voisinages de x.

Définition 1.3.9 (Voisinage) Soit a € R et V' une partie non vide R. On dit

que V' est un voisinage de a Si :

- dans le cas o a est fini (c’est-a-dire si a € R V' contient un intervalle ouvert

contenant a,

- dans le cas ot a est infini, V' continent un intervalle du type [b; +00| ou]—00, b] avec
beR

Exemples Soit a = 5 et on définit les intervalles

Vi =[4;6] et Vo = [4;10] UQ,
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D’ou les intervalles Vi et V;, sont des voisinages de a car a appartient bien aux
intervalles. Si
Vo=[4101nQ

n’est pas un voisinage car il ne contiennt aucun intervalle, V'’ ne peut étre au voisi-
nage d’aucun point de R.

Le plus simple de tous les ensembles infinis est ’ensembles des entiers naturels

Définition 1.3.10 Soient A CR et a € A. On dit que a est un point d’accumula-

tion si tout voisinage de a contient un point de A autre que a. C’est a dire
VW eV(a), VNA\{a} # 2
ot bien
Vr >0, Ja—r,a+r[N(A\{a})# 2@

Définition 1.3.11 Soient A C R et a € A. On dit que a est un point adhérent si

tout voisinage de a contient un point de A. C’est a dire
VWeVia) VNA#D
ot bien
Vr>0, Ja—ra+r[NA#D
Remarque
1. Tout point de A est adhérent a A.

2. Tout point d’accumulation de A est un point adhérent a A.

3. Un point adhérent & A n’est pas nécéssairement un point d’accumulation de

A.

Définition 1.3.12 Un point adhérent qui n’est pas un point d’accumulation est

appelé un point isolé. a 1solé.si il existe un voisinage V de a telque

VNA=/{a}
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Définition 1.3.13 L’ensemble des points adhérents est appelé adhérence ou fermé-

ture de A, on le note par A.

Définition 1.3.14 Soient A CR et a € A. On dit que a est un point intérieur a
A sl exister v > 0 tel que |a —r,a+ 1] C A.

Définition 1.3.15 L’ensemble des points intérieur o A est appelé intérieur de A

et il est noté A. Autrement dit Uintérieur de A est la réunion de tous les ouverts

A= |J U

UcO;UCA

contenus dans A

Proposition 1.3.16 . Soient A C R eta € A. Pour que a soit un point d’accu-
mulation, 1l faut et il suffit qu’il existe une suite (ay),, oy vérifiant les conditions

sutvantes :
1. VvneN,a, € A
2. a, — a lorsque n — +00

3. Vn;m e N sin#m alors a, # ap,

Proposition 1.3.17 Soient A C R et a € A. Pour que a soit un point adhérent,
il faut et il suffit qu’il eviste une suite (an), .y de A qui converge vers a lorsque n
tend vers l'infini

1.4 Nombres complexes

Définition 1.4.1 Il existe un ensemble C et des opérations + et x tels que
(1) C contient R.

(2) C contient un élément noté i ¢ R tel que i x i = —1.

(3) Les éléments de C s’écrivent de fagon unique de la forme a + ib, ou a;b € R.
(4)

4) Nous avons les régles de calcul pour deux nombresz = a + ib et w = ¢+ id, ou

a;b;c;d e R

z+w=(a+c)+i(c+d) et zxw=(ac—bd)+i(ad+ bc)
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Définition 1.4.2

Pour un nombre complexe
z =a +1b,

ot a;b € R, le réel a est appelé partie réelle de z, notée également a = Re (2),
et b partie imaginaire, notée b = Im (z). Un nombre compleze est dit réel si
Im (2) = 0. Il est dit imaginaire (pur) si Re(z),= 0. L’ensemble C est appelé
l’ensemble des nombres complezes, z € C est un nombre complexe. L’ensemble

des nombres imaginaires purs est noté iR, celui des nombres réels est noté R

2

z=ua+1ib

Re(z)

Chaque nombre complexe correspond a un point du plan (Gauss et Argand farent
les premiers & utiliser cette interprétation en 1799). Ce point (Re(z)Im(z)) est
appelé affixe de z. Les parties réelle et imaginaire de z sont ’abscisse et ’'ordonnée
de D'affixe de z.

Un avertissement avant de commencer L’intérét principal des nombres com-
plexes est le fait que tous les éléments posseédent une "racine carrée" (voir la pro-
chaine section) et que les équations polynomiales possédent toujours des solutions.
Cette propriété a un prix. En effet, 'ordre < sur R ne peut pas étre étendu a C de
telle sorte que la propriété |x;y > 0 = xy > 0 reste vraie. En effet, raisonnons par
contradiction. Supposons que 'ordre puisse étre étendu & C. Sii > 0 = (z)2 >0,
alors —1 = (2)2 > 0 ce qui est absurde. Si ¢ < 0, alors —i > 0 et le raisonnement

précédent montre que —1 > 0 ce qui est également absurde.
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Définition 1.4.3 Soitz € C. Notons z = a + ib avec a;b € R2.

1. Le conjugué de z est le nombre complexe Z = a — 1b.
2. Le module de z est le nombre réel positif |z| = Va? + b2.

3. Soit z € C* largument complexe pricipale de z est ["angle 6 € [0, 2x][. il

est noté arg (z)

Proposition 1.4.4 (Propriétés du conjugué) Soient z et 2/ € C

— Z+z Z—Z
Z+z=2+Z Re(z) = 5 Im (z) = 5
zER=2=72, z€iR = 2= —7%,
2=z , Zz2=27%

Proposition 1.4.5 (Propriétés du module) Soient z et 2/ € C

2| =0=2=0 |27 = 2| ||

4l == =

Z=2z, |’=2z |IRe (2)| < |z| et |Im(2)] < |z
Inégalité triangulaire ||z| —|2'|| < |2/ + 2| < |2| + ||

Proposition 1.4.6 (Propriétés d’argument) Soient z et 2’ € C

arg (z7') = arg (z) + arg (2')
arg (vz) = arg (z) sixz >0
arg () = — arg (2)

arg (g) = arg (z) — arg (%)
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1.4.1 La fonction exponentielle complexe et écriture polaire

Nous aimerions écrire z en fonction de arg (z) et |z| Pour cela, nous utilisons la

fonction exponentielle, dont ’existence est justifiée par le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.7 [l existe une unique application exp : C — C* telle que

Vzw e C exp(z+w)=exp(z)exp(w)

Vz € C exp(z) =exp(z)

exp est continue

De plus, pour tout z € C
z = |z| expli arg(2)]
Définition 1.4.8 Un nombre complexe z € C s’écrit donc de fagon unique comme

z=re?

our >0 et e |0,2n[. De fagon plus générale, on appelle écriture polaire de z toute
écriture de la forme

zZ=Tre

our >0 et § € R. Nous avons alors que r = |z| et que 6 = arg (2).

Définition 1.4.9 Soit z € C. Un nombre complexe w € C est une racine n-iéme

de z si

Exemple

Soit m > 2, notons U, = {z € C;z" = 1}, l'ensemble des racines n—iéme de

l'unité. Alors

2wk
Un:{en tel que (k;:O...n—l)}
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Chapitre 2
Suites numériques

Définition 2.0.10 Une suite numérique est une application de N vers R.

N — R

n — wu(n), souvent noté u,

La suite sera notée u, ou bien (uy),cn 0% (Un),>q

Alors une suite réelle est simplement une fonction de N dans R. Par contre, on
la voit plutot comme une famille (uy), .y indexée par N que comme une fonction
n — wu(n). Une suite est la donnée d’une série de nombres dans un ordre précis. En

général, on note

ug le premier terme de la suite, u; le deuxiéme

uy le troisieme wu, le terme général

On note (uy),,cy 'ensemble des termes de la suite. Il y a deux fagons de définire une

suite

1. Une suite peut étre définie comme une fonction explicite de n.

n — (—=1)"sin (g\/ﬁ)

35
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2. Par récurrence

Upy1 = au, +0b0, a,beR
Upy1 = 3ui
Upnioa = QUpyq +bu, +c a,,c,beR
En général
{ ug donné
Uny1 = [ (Un)

Récurrences de pas supérieur

{ Ug, u1 donné

Utz = f (Un, Uni1)

2.1 Quelques qualificatifs pour les suites réelles

Une suite (uy,),, est dite

Constante Si et seulement si tous ses termes ont la méme valeur, c’est-a-dire si et
seulement si

Vn € N, Uy = u, = ug

Croissante Si et seulement si pour tout entier naturel n, on a u,,1 > u,, c’est-a-
dire si et seulement si
Vn e N, up, > up

Strictement croissante Si et seulement si

Vn e N, upiy > up,
Décroissante Si et seulement si

Vn € Nyupg < uy,
Strictement décroissante si et seulement si

Vn e N, upy < up,
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Monotone Si et seulement si elle est croissante ou décroissante.

Remarque 2.1.1 Une suite peut étre ni croissante ni décroissante (c’est-a-
y, J -1, .
dire elle n’est pas monotone). Par exemple, on peut considérer la suite (uy,),, o

définie de la maniére suivante
n
up, = (—1)

Périodique Si
dp € N* tel que uytp = uyp

Majorée si et seulement si tous ses termes sont inférieurs & un certain nombre,

c’est-a-dire si et seulement
dM € R tel que Vn € Nyu,, < M

Minorée Si et seulement si tous ses termes sont supérieurs a un certain nombre,

c’est-a-dire si et seulement
dm € R tel que Vn € Nyu,, >m

Bornée Si et seulement si u,, est minorée et majorée.
dm, M € R, tel que Vn e NNm < u, <M

Assez souvent, pour des raisons pratiques, on utilisera plutot la définition
suivante
JA > 0 tel que Vn € N, |u,| < A

Il arrive qu’une suite ne soit définie que sur une partie de N : par exemple (1/n), .. On
sera également amené a réduire la suite aux indices au-dela d’un certain entier
no (Un),>n, - L'expression « a partir d’'un certain rang » reviendra souvent

. . . . N csLz N . 9
dans ce qui suit. Dire que la suite (u,),,cy Posséde la propriété P a partir d’un

certain rang signifie que la suite (u,) la posseéde pour un certain ng. On

n>ng

dit aussi « P est vraie pour n assez grand ». Voici quelques exemples.

Définition 2.1.2  Soit (uy), oy une suite de réels. On dit que la suite (uy,), oy est
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1. Constante a partir d’un certain rang (on dit aussi stationnaire) si
dng € N,Vn > ng, tupi1 = uy,

2. Croissante a partir d’un certain rang si
dng € N,Vn > ng, tpi1 > uy,

3. Périodique a partir d’un certain rang si

dp € N* dng € N,Vn > ng, Upyp = Uy

{ 7 }
Up =
n+1

est constante a partir du rang ny = 7. La suite

Exemple, la suite

Up = |n — 5|
est croissante & partir du rang ng = 5. La suite

n (n3)
U, = sin | n—
2

est périodique, de période p = 2 a partir du rang ny = 2. Si la suite (uy), oy est «

majorée & partir d’un certain rang », alors elle est majorée tout court. En effet si
u, < M Vn > ng
alors pour tout entier n € N,
Up, < max {ug U, . . ., Ung—1, Ung, M}

ce qui montre que la suite (un)neN est majorée. De méme une suite minorée & partir

d’un certain rang est minorée, une suite bornée & partir d’un certain rang est bornée.
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2.1.1 Opérations algébriques sur les suites

Soient u,, et v,, deux suites réelles, et A un nombre réel.

1- On appelle somme de u, et v,, et on note u,, + v,, la suite réelle w,, définie par
VneN, w, =u,+ v,
2- On appelle produit de u, par le scalaire A\, et on note Au,, la suite réelle w,
définie par
vn eN, w, = Au,
3- On appelle produit de u,, et de v, et on note v,u,, la suite réelle w,, définie par
Vn e N, w, =v,u,

4- Si on suppose de plus que v,, ne s’annule pas (c’est-a-dire que Vn € N, v, #0 ),
on appelle suite inverse de la suite v,,, et on note —, la suite réelle w,, définie
par "

VneN, w,=—
Un

. : . 1 ,
5- On appelle alors suite quotient de u,, par v,, la suite u,, X —, notée
n

u

VneN, w,=—
Un

2.2 Comportement asymptotique d’une suite réelle

2.2.1 Introduction

Pour un trajet au prix normal de 200D A on achéte une carte d’abonnement de
train a 500 DA et on obtient chaque billet & 100D A. La publicité affirme

« 50% de réduction »

. Qu’en pensez-vous ? Pour modéliser la situation en termes de suites, on pose pour
un entier n > 1

u, = 200n

v, = 100n 4+ 500
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u, est le prix payé au bout de n achats au tarif plein, et v,, celui au tarif réduit, y

compris le prix de ’abonnement. La réduction est donc, en pourcentage :

~100n+500  n+5 1 5

200n om 2 2

donc

) 1 5 r, .
lim (5 — %> =5 équivlant a 50%

0.0 o #*

Nous citons D’Alembert (1765) : "On dit qu'une grandeur est la limite d’une
autre grandeur, quand la seconde peut approcher de la premiére plus prés que d’une
grandeur donnée, si petite qu’on la puisse supposer." Intuitivement, D’Alembert ex-
plique qu’un nombre ¢ est dite limite d’une suite (u,),~, si 7 est suffisamment grand
les termes u,, sont aussi proches de ¢ qu’'on le souhaite. Ce concept est important
et nécessite des précisions. Tout d’abord, "aussi proches qu’on le souhaite" signifie
"plus proche que tout nombre ¢ > 0, i.e. |u, — ¢| < . D’autre part, "pour n suffi-
samment grand" veut dire qu’il existe ng tel que I'estimation précédente soit vraie

pour tout n > ng.

Limite finie

La définition rigoureuse du concept de limite est donc la suivante.
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Définition 2.2.1 (D’Alembert 1765, Cauchy 1821) Soit (uy,),-, € RY et £ €

R La suite (uy),~, converge vers { si

Ve>03n.e N Vn>n., |u,— ¥l <e

Le réel U est appelé la limite de (uy),, et est noté { = lim wu,
= n—-+00
A
x |
g =3 I
|
81 ) x : x X x U x|
% %% limy, oo Uy
82 uz X X
% " X % % |
X X E |
x |
x |
Uy |
ug x |
. >
X N(e1) Niez) N(es)
Uz
x
X X
x
x

Remarque 2.2.2 Pour montrer que (u,),~, tend vers ¢, il faut montrer que pour
tout € > 0, il existe n. tel que |u, — | < sipour tout n € N . Ainsi, on commen-
cera toujours la preuve par la phrase suivante : Soit € > 0 : Cherchons n. tel que
lu, — €] < e pour tout n € N . Le reste de la preuve consiste a prouver l’existence
de n.. Notez qu’on ne demande pas de trouver le plus petit n., ou méme d’expliciter

ne. en fonction de € mais simplement de prouver qu’il existe.

Exemple : la suite
(D" +3
" n44

Montrons que

lim w, =0
n—-+00

Soit € > 0 cherchons dn. € N tel que |u,| < & pour tout n > n..On a

()" +3] _ 4
n+4 | T n+4-
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donc

4
n>-—4=n.= {——4}—{—1
€

w1 o

Remarque 2.2.3 Afin de prouver qu’une suite est divergente, il nous faut montrer
VleR,Ie>0Vn. e N In>n., |u, — ¥l >¢

c’est-a-dire que pour tout £ € R, il existe € > 0 tel que pour tout N > 0, il existe

dn > n. avec |u, — €| > ¢

Exemple La suite
u, = (=1)"
est divergente. En effet soit ¢ € R. Montrons que pour tout Vn. > 0 , il existe n > n
tel que |u, — £| > 1. Soit n. € N, si £ < 0, alors |ug,, — ¢| =1 — ¢ > 1. De méme, si
>0, alors |ug,, — | =1+0>1

Limite infinie On dit qu’une suite (u,),,-, admet +oo pour limite, si et seulement
si, tout intervalle [A, +oo[ , A € R,Contien’; tous les termes de la suite & partir d'un
certain rang N. Une autre facon d’exprimer cette définition est de dire que, quel
que soit le nombre réel A, il existe un entier N (qui dépend de A), tel que, pour

tout entier n, si n > N, alors u, > A, et ceci s’exprime par la formule quantifiée :
(VA>0),(IN € N)(vn € N) tel que (Yn>N)= u, > A
ou encore, sous forme simplifiée :
VA > 0,dN € Ntel que Vn > N = u, > A

On dit qu’une suite (uy),~, admet —oo pour limite, si et seulement si, tout intervalle
]—o0, B],(B € R),contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang N,

autrement dit si et seulement si
(VB >0),(3IN €N)(¥Yn eN) tel que (Vn>N)= u, <—-B

Il est clair, au vu de ces définitions que (u,), -, ne peut admettre a la fois +o00 et

—o0 pour limite.
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Exemple : la suite
up =n?+1
Montrons que

lim wu, =400

n—-+o0o

Soit A > 0 cherchons AN, € N tel que u, > A pour tout Vn > N.On a
uy, > A

donc
n+1>A
donc
n>VA—T=Ny= [VA-1|+1
Voici quelques exemples classiques.

Suites arithmétiques :

lim u, =+0c0 st a>0

n—-4oo

Up = Uy +an = lim u, =ug st a=0
n—-+o00
lim u, =—0c0 st a<0
n—-+4o0o

Suites géométriques :

[ lim u, = 0 est constante (tend vers 0).
n—+oo

ne converge pas.r < —1

Iim u, =0 st —1<r<1
Up = Upr™ = ¢ "
lim w, = ug est constante (tend vers uy)
n—-4oo
—00 St Uug < 0
r>1= _
+00 st ug > 0

\

Définition 2.2.4 (Suite extraite) Soient (u,),~, et (vn),s, deux suites réelles.
On dit que v, est extraite de u,, si et seulement si il existe une fonction ¢ de N dans
N, strictement croissante, telle que, pour tout entier naturel n, on ait v, = Ug(pn).
Un exemple de suites extraites est donné par la suite des termes de rang pair et la

suite des termes de rang impair définies respectivement par v, = us, et w, = Us,i1
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Pour bien comprendre la notion de convergence, nous allons en étudier quelques

conséquences faciles, rassemblées dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.5

Soit (uy), o une suite de réels :

1. Si une suite est convergente, sa limite est unique.
2. Si (un),so converge vers une limite finie, alors (uy), -, est bornée

3. Si (un),~o converge vers £, alors toute suite extraite de (uy),~, converge

vers {

4. Siles deux suites extraites (Ugg) ey €t (Uakt1) ey cOMVErgent vers la méme

limite ¢ (finie ou infinie), alors (uy),~, converge vers (.

Démonstration :

1. On procede par I'absurde. Soit (u,),~, une suite convergente ayant deux li-

=1

mites ¢ £ ¢ Choisissons € > 0 tel que ¢ < . Comme lim,, ;o u, = ¢, il
existe N tel que n > Ny implique |u, — ¢| <e. De méme lim,, o u, = ¢ il
existe Ny tel que n > Ny implique |u, — ¢'| < . Notons N = max (N7, Na),
on a alors pour ce N :

[0 =20 |0 —uy +u, —

2 2
d’apres l'inégalité triangulaire
=t Nl ]
2 2 2

On vient d’aboutir a I'inégalité

e<e

qui est impossible. Bilan : notre hypothese de départ est fausse et donc ¢/ = /.

. Fixons ¢ > 0 et ngtel que un reste dans l'intervalle [¢ — ¢, ¢ + ¢] pour tout

n > ng. Alors :
Vn € N min{l + ¢, up,uy ... Upg—1} < up < max{l + e, up, Uy ... U1}

Attention la réciproque est fausse. La suite définie par u,, = (—1)" est bornée

et diverge
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3. Soit (uw(k))kzo une suite extraite de (u,), -, Comme ¢ est strictement crois-
sante, pour tout ny il existe kg tel que ¢ (k) > ng pour tout k > kq. Si tous les
(Un),>o sont dans I'intervalle [( — ¢, £+ €] & partir du rang n, tous les ugp,

sont dans le méme intervalle & partir du rang k.

4. Fixons € > 0. Soit ko tel que ugy reste dans 'intervalle [¢ — €, ¢ + £] pour tout
k > ko. Soit kj tel que uggy1 reste dans 'intervalle [¢ — ¢, ¢ + €] pour tout

k > ko. Alors pour tout
n > max {2ky + 1,2ko}  u, € [{ —¢,{ + €]

La démonstration pour une limite infinie est analogue.

2.2.2 La droite numérique achevée

Afin d’unifier les énoncés, introduisons 'ensemble noté R défini par
R=RU{-00,+00}

On prolonge de facon naturelle I'ordre de R & R en décidant que pour tout nombre
réel =, on a
-0 < r < +00

Puis on prolonge, mais partiellement, ’addition et la multiplication de R & R par
les régles suivantes, en posant que ces opérations restent commutatives et que pour

tout nombre réel x,

400 st x>0 —oc0 st x>0
1+(400) = 400, r4+(—00) = —00, = (+00) = , , T(—00) = ‘
—00 st x <0 400 st <0
et enfin que
(+00) + (+00) = +o0, (—00) + (—00) = —c0

(+00) (+50) = +00, (00) (~00) = +00, (+00) (~00) = —o¢

On prolonge aussi la notion d’inverse en posant :
1 1

—:—:0
+00 —00
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On remarquera que n’ont pas été définis la somme (+00) + (—00) et les produits

(£o00) 0. De méme ne sont pas définis les quotients

0 £oo
0 +oo
Ces différentes expressions correspondent a ce que ’on appelle les formes indéter-
minées
Enfin on dira qu’une suite u, admet une limite dans R pour exprimer qu’elle

admet (+00) ou (—o0) ou un nombre réel ¢ pour limite.

2.2.3 Opérations sur les limites

Proposition 2.2.6 Soient (u,),~q €t (vn),>, deuz suites réelles admettant respec-

tivement £ ¢' pour limites dans R

1. (Somme de limites) La suite (u, + vn),5o €st convergente et

lim (u,+v,) = lim w,+ lim v,=0+¢
n—-400 n—-4o0o n—-400

2. (Produit de limites) La suite (u,vy), 5, est convergente et

lim (upv,) = lim w, lim v, =40/
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o00

3. (Quotient de limites) Supposons que lim, . . u, # 0. Alors il existe

1
m > N tel que u, # 0 pour n > m. De plus, la suite (—) est
Un n>m
convergente et
1 1 1

lim — = = =
n—+too U,  lim, . oou, £

Si 0 =0 et siles termes de la suite u, sont strictement positifs (resp.

1
strictement négatifs) a partir d’un certain rang m, la suite (—)
Un >m

admet +o0o (resp. —o0) pour limite.

4. (Valeur absolue) La suite |u,| est convergente et

= ||

lim |u,|=| lim wu,
n—-—+00 n—-—+00
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Démonstration

1. Soit € > 0. Puisque u,, converge vers /, il existe N7 > 0 tel que

Vn > Ny, \E—unl<g

De méme, si v,, converge vers ¢, il existe Ny > 0 tel que
5
Vn > Ny, |0 —v,| < 3

Posons N = max {N1; No}. Soit n > N, I'inégalité triangulaire implique

g

(= £+ v — 0] < | — | + |€'—vn|§§—|— —c

\)

ce qui conclut la preuve.

2. (Produit de limites) Puisque v,, converge elle est donc majorée. Ainsi, il existe
M > 0 tel que
lun| < M

Soit € > 0 On cherche a majorer la valeur absolue de u,v, — ¢¢' par ¢.Pour

cela on va tout d’abord utiliser I'identite
ab—af =ab—ba+ba—af=>b(a—a)+a(d—p)
On obtient si on pose a =u, a={ ,b=wv,,3 =171
o, (wy, — ) + € (v, — )]
On peut alors majorer cette expression en utilisant 1'inégalité triangulaire

|on (, — €) + 0 (v, — )] < op] Jun — €] + || |, — £
< Mluy, =€)+ |0) v, — 1]

Exprimons alors que u,, converge vers ¢, et v, vers ¢'. Il existe un entier ¢ tel

que, pour tout entier n > ¢, on ait

3

nl <
S YT/
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et il existe un entier ¢’ tel que, pour tout entier n > ¢/, on ait

€
v, =0 < ——
| = M+ ||
Alors, si n > max (q,q¢’), on a
\upv, — 00| < M ‘4 14| c £

M + ¢

La quantité |u,v, — £¢'| est donc inférieure a € & partir d’un certain rang. Cela

montre que la suite u,v, converge vers (¢’

. Si u,, converge vers ¢ # 0 , il existe un entier m tel que, pour tout entier

n > m, on ait
4|

n_€<_
un = €] < &

En écrivant
Uy, =0+ U, — ¥

et en utilisant 'inégalité triangulaire
|a +b] = [la] — [b]]
on obtient :
4]

[n] 2 [J€] = un = €] 2 [€] = Jun — €] 2 5 >0

Donc u,, n’est pas nul si n > m. De plus, pour tout n > m

1 1‘ lun — 4] 2|u, — ¢
hull [ < ;
lunf| ]

u,

Soit alors € > 0. Il existe un entier m’ tel que, pour tout entier n > m/, on ait

(e
Alors, si n > max(m,m’), on a
1 1 <
———|<c¢
u, L

On pourra traiter le cas ou £ est infinie et le cas ou £ = 0 a titre d’exercice.
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Exemple 1

1. Soit (un)n20 une suite numérique convergeant vers ¢ € R. Appelons v, la

moyenne arithmétique (Somme dc Césaro) :

Uy + ug + .
v, = 1 2 :_Zuk

Montrer que (v,),,, converge vers £. Soit (uy,),, une suite de réels strictement

positifs convergeant vers £.
2. Appelons w, la moyenne géométrique
Wy = JULUD . . . Uy
Montrer que (wy),~, converge vers {
Solution

1. Soit € > 0, Puisque (u,),~, converge vers ¢ alors on peut trouver ny, € N tel

que
VYneN n>ng, |u,—¥¢ <=
SSoit n > nyg
1 n n 1 n
v, — ] = —Zuk—ﬁz—Zuk—néz— (up — 0)
Ly k=1 "=
1 ng n
= — Z(uk—€)+ Z ('Lbk—g)
n k=1 k=no+1
1 no 1 n
S —Z(uk—ﬁ)—l—— Z (Uk—€>
"= k=no+1
1| (n —mng)e
= n Z (we =€) 2n
k=1
1 | & €
< = _ e
k=1
On pose
1|
A, = — (up — 0)| = liIJIrl A,, = 0 une somme finie
n n—-+oo
k=1
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donc
Ve>0, Im eNVneN n>ny, |An|§%

Posons N = max (n1,n9) on a
VneN n>N, |v,—{ <e

Ce qui montre que (Un)nzo est convergente et tend vers /.

2. Posons

1 n
Tp, = lnw, = — g In (uy)
n
k=1

qui n’est autre que la moyenne arithmétique de la suite (In (uy,)),~, converge
donc vers la méme limite que la suite In (u,,) . Ainsi

lim z, = lim Inw,= lim In(u,) =1n(¢)
n—-+0o00 n—-—+o0o n—-+00

donc
In < lim wn) =In(¢)= lim w,="/
n—-+0oo n—-+00
Proposition 2.2.7 Si la suite (u,),, converge vers { alors toute suite extraite de

(Un),>o converge également vers .

Preuve : Soit ¢ une application strictement croissante de N dans lui-méme. On
montre tout d’abord par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a ¢ (n) > n.
C’est vrai pour n = 0, puisque ¢ (0) appartient & N. Supposons la propriété vraie
au rang n. On a alors, puisque ¢ est strictement croissante, ¢ (n +1) > ¢(n) > n .

Mais, puisque ¢ (n + 1) est un entier strictement supérieur a n, il est supérieur
ou égal & n + 1, ce qui montre la propriété au rang n + 1.

Soit (vn),>, une suite extraite de (u,),,~, telle que pour tout n € N, v, = ug(n)).

Soit € > 0. Comme (un)n20 converge vers £, on peut trouver N € N tel que
Vn e N, |u, — | <e
Comme pour tout n, ¢ (n) >mn,ona: ¢(n) > ¢(N)> N. En conséquence

|Un — €| = |u¢(n) — f} <e
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Remarque 2.2.8 En pratique, on utilise surtout la conséquence sutvante : si une
suite (uy), > admet deux suites extraites qui ne convergent pas vers la méme limite
alors (uy), -, n'est pas convergente. si (uy),~, est une suite divergente qui tend vers
+00 ou —oo alors toute suite extraite de(uy,), -, est divergente, et tend vers la méme

chose.

Proposition 2.2.9 Soit (u,),, une suite telle que les deuz suites extraites (uzn), g
et (uznﬂ)nzo convergent vers la méme limite £ € R. Alors (“n)nzo converge égale-
ment vers {. Autrement dit toute sous-suite extraite d’une suite convergente a la

meéme limite.

Démonstration. Soit € > 0. Comme (ug,),~q €t (U2n41),5o convergent vers ¢,

on peut trouver 2 entiers N; et Ny tels que

Vn Z Nl |u2n_€|§€

Yn > N2 |U2n+1 — 6‘ S g

Soit la suite (up)p20 constitué des ug, et us, 1. Si p = 2n alors n > N; =
p>2N; Sip=2n+1alorsn > Ny = p > 2Ny + 1.0n prend donc p >
max (2N, 2N, + 1) pour assurer la convergence des u, vers {. m

Le théoreme suivant est souvent trés utile pour montrer qu’une suite a une limite

donnée.

Théoréme 2.2.10 (Théoréme des gendarmes) 1. Soient (un),>q s (Vn),> deus

suites convergentes telles que
Vn e N Uy < Uy,

alors

lim u, < lim v,
n—-+0o n—-+o00

2. Soient (un),>q:(Vn),so € (Wn),>q sont trois suites telles que

VYn €N Uy < Uy < Wy,
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et

lim w,= lim w,=/¢€cR
n—-+o0o n—-+o0o

alors

lim v, =/
n—-+o0o

3. Soient (un),>q s (Vn),>o deur suites telles que
Vn € N Uy, < Uy,

et

lim wu, =+
n—-+o0o

alors

lim w, = +oc0
n—-4o00

Démonstration : Soit £ > 0, il existe ng tel que pour n > ng on ait :

Uy < vy < wy
lup, — ) < e
lw, — ] <€

En particulier on a
Up < Up < Wy
—et+l<u,<e+/?
—+{l<w, <e+/
Ce qui donne
—e+l<v, <e4+l&S v, — ¥l <e

Remarque 2.2.11 Soit (uy), -, une suite convergente telle que :

vneNu, >0= lim wu, >0

n—-+00
Attention : si (un)n20 est une suite convergente telle que : ¥Yn € N,u, > 0, on ne
peut affirmer que la limite est strictement positive mais seulement que lim,,_,, o, u,, >

0. Par exemple la suite (uy),~, donnée par w, = est a termes strictement

i . h 1+n
positifs, mais converge vers zéro.
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Exercice 2.2.1 1. Trouver la limite de la suite (u,),~, de terme général
w =24 sin (n)
n+2

Avec Uapplication du théoréme des « gendarmes »

2. Soit (un), o la suite définie par

_2n+1
C on+2

Un

3. En utilisant la définition de la limite montrer que lim,,_, o u, = 2.

4. Trouver explicitement un rang a partir du quel
1,999 < wu, < 2,001
Déterminer la limite de la suite (un),~, de terme général :

n + cos (n)
n — sin (n)

et trouver un entier N tel qu e si
VYn > N,on a |u, — £ <1072

5. La suite (un),~, de terme général (—1)" e admet-elle une limite ¢ Et la

. L 1
suite de terme général | —
n>0

n

6. Déterminer la limite de la suite (uy), -, de terme général vn +1—+/n.

Idem avec
cos (n) n!

et t n — ——
sin (n) + In (n) &=

7. Encadrer la suite (uy), >, définie par

1
S ey

k=1

Que peut-on en déduire ?
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Solution

1. Calculons la limite de la suite

" — sin (n)
n 4+ 2
On a
1 i 1
-1 < sin(n)<1l= — gsm(n)g
n—+2 n+2 n+ 2
sin (n)
= 22— — — <2
n+2 7 n+2 = + n+2
donc
v 2 S Up < 2+ ! w
On a
hIJP Uy, = hrf Wy, =2 = lir}rq U, =2 (théoréeme des « gendarmes»)
. .. .. . . 2n+1
2. En utilisant la définition de la limite montrons que lim,, ., o, u,, = lim,, ;o ) =
n
2.
Ve>03dn.e N Vn>n., |u,— ¢ <e¢
alors

(=2

soit € > 0 on cherche un n. € N tel que Vn > n. , |u, — 2| < e. Alors

2n+1_2 <o (2n+1)—2(n+2) <e
n+2 n—+2
donc
3 3
<eg=n>--2
n -+ 2 €
alors
3
Ne = [——2} +1
€
donc

3 3
VEEOEInE:[——Q}%—lGN,Vnz {——2]4—1, lu, —2| <e
€ €
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3. Trouvons explicitement un rang a partir du quel
1,999 < u,, < 2,001 & |u, —2| <1072

donc
3

102

Nip-2 = { —2] +1 =299

4. La suite (uy),~, de terme général (—1)" " n’admet pas une limite en effet

la suite (—1)" n’admet pas une limite. Par contre la suite de terme général

1
<—) admet pas une limite en effet
Un / >0

et la suite (—1)" est bornée donc

lim (—1)"e™ =
L (1 =0

5. Déterminons les limites des suites de terme général

|
Up=vVn—+1—+n v, = cos (n) et wn:&

sin (n) + In (n) nn

. . . 1
i o= i (VT i) = i ()

n—-+00 n—-+4oo
lim v, = lim — cos (n)

n—-+o00 n—-+oo sin (n) + In (n)

On a
—1<cos(n)<1=1In(n)—1<sin(n) <ln(n)+1, ¥n >3

alors

1 < 1 < 1

In(n)+1 = sin(n)+1In(n) ~ In(n) —1
donc
1 1
lim —— < lim < lim

n—tooIn(n) +1 = n—+toosin (n) +1In(n) = n—tooln(n) —1
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alors
lim 1 =0
n=+cosin (n) +1n(n)

et la suite cos (n) est bornée donc

cos (n)

li —
n“so sin (n) +1n(n)
n!
lim w, = lim —
n—-+oo n—+4oo NN

pour calcule cette limite on cherche a la comparée avec une suite géométrique

alors on calcule la limite de quotient Wil
Wn
(n+1)!
n . ! , 1)ln" _ n .
lim 2L~ fim Mzhm (n—i_—)ﬁ: n—nzhm
n—+oo Wy, n—-+oo n_ n——+o0o (n —+ 1>n nl n——+o0o (n -+ 1) n—-+oo 1
n'fl
donc
1
n In{1+—
. 1 ) 1 . n
lim (14— = lim exp|—nln|{1l+— || = lim exp | ————%
n—-4o0o n n—-+oo n n—-4o0o l
n

1
On pose t = — donc
n

1
In (1+ —)
NV

In(l+¢)—In(1 1
lim iy 20D —In(140) _ —1
n—-+oo l t—0 t—20 1+¢ +=0
n
d’ou
1
n In <1—i——>
lim 1—|—l = lim ex N "/ =e !
n—-4o00o n n—-4o0o p 1

n

on applique la définition d’une limite finie on obtien

W41 -1
Wn,

Ve > 0 dn. € N tel que VYn > n. ' — <e
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alors

Wpa1 _ Wp+1 _

M el <e=m —e< 2 _el<e

Wnp W,
donc

_ Wn+1 _
—e4el< T <eqet?
wn

on a w, > 0Vn € N alors
(—e+e)wy Swpr < (e+e7) wy

ansi

£

(—e+e!

>n—n5

—_1\n—n
Wn, < Wy < (7)) T w,

donc

n—ne—1 )n—ng—l

(—e+et) w,, <w, < (e+e!

W,
-1
€ .
on pose € = - on obtien

—1\ n—ne—1 n—me—1
€ 3 -1
5 Wy, < Wy < ¢ Wy,

3 n—nme—1 6_1 n—nmes—1
Q, = (56_1) Wy, et Q= <7) W,

deux suites géométriques de raison respectivement

3 4 e !
—e T <let — <1
2¢ <7

d’ou
lim @, < lim w, < lim @,

n—-+00 n—-+o00 n—-+o0o

le théoréeme des gendarmes (2.2.10) on obtien

lim w, =0
n—-+o00

3 . 671 n—me—1
= <let [ — <1
dercne ( : )

Nous pouvons généralise ce résultat par le théoréme suivant

car
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Théoréme 2.2.12 (Critére de d’Alembert) Suite comparable a une suite géométrique
Soit (un>nzo une suite tel que u, # 0 & partir d’un certain rang. On suppose

un+1

que la série ( ) est convergente et on note £ sa limite.
n>0

Up,
1. Sit <1 alors (un>nzo converge et lim,,_, | o u, = 0.
2. Sil>1 alors (un),s, diverge et lim, o |u,| = +o00.

3. Sil =1 on ne peut rien dire (on dit, dans ce cas, que c’est un cas

douteur).

1. Encadrent de suite (u,), -, définie par

1
w=2

k=1

Répondons d’une maniére générale. Soit (aj),-, une suite numérique alors

Vt,s € N inf (ax) < ar < sup (ag)

s<k<t s<k<t
donc
E inf (ag) <Y ap < sup (ag)
s<k<t s<k<t
k=s k=s k=s "—"—

on voit que inf (ay) et sup (ax) est indépendants de k en effet 'ensemble
s<k<t s<k<t

{asa As415 -+ - Qf—1, ak}

est finie. D’ou

k=t k=t
Z Sg}zfﬁ (a) = (t—s+1) Sg}zfﬁ (ag) et Zssgligt (ap) = (t—s+1) Ss<1;12t (ax)
k=s le nombre des termes k=s "="= le nombre des termes
donc
k=t
(t—s+1) inf (ap) <Y ap < (t—s+1) sup (ay)
s<k<t gl s<k<t
alors si on pose
1
= n? + k2
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donc
inf (ag) < Y ! < (ax) = < n L < L
n inf (a n sup (a —_— n|—
0<k<n T —~n?+ k2 1§k2n g n?+n? T L=tk T n?
d’ou
1 —~ 1 1
nooa4n + n
Le théoreme des gendarmes donne
1
li =0
n—1>I—|I—100 n? + k2

k=1
2.3 Suites monotones a valeurs dans R

Le théoréme suivant constitue la propriété de base concernant les suites mo-
notones. Il représente notre principal outil pour prouver une convergence. Lorsque

vous faites face & une suite, commencez par vérifier si elle n’est pas monotone.

Théoréme 2.3.1 (Convergence des suites monotones) (uy), . une suite réelle

1. (up), ey croissante et majorée donc (uy), oy converge. De plus,

lim u, = sup (u,) = sup {u,,n € N}

n—-+o0o

2. (un),en decroissante et minorée donc (uy), oy converge. De plus,

lim wu, = inf (u,) = inf {u,,n € N}

n—-+o0o

Démonstration. Notons
A={u,,neN} CR

Comme la suite (u,),oy est majorée, disons par le réel M, I'ensemble A est majoré
par M, et de plus il est non vide. Donc d’apres le théoréme (1.2.13) du chapitre sur
les réels, I'ensemble A admet une borne supérieure : notons ¢ = sup (A). Montrons
que

lim w, =¢=sup(A4).

n—-+4o0o
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Soit € > 0. Par la caractérisation de la borne supérieure, il existe un élément uy de
A tel que
{—c¢ S un S 14

Mais alors pour n > N on a
{—e<uy <u, </l wu, estune suite croissente

et donc
lup, — €] < ¢

De méme

lim wu, = inf (u,) = inf {u,,n € N}

n—-+00
Comme la suite (uy), oy est minorée, disons par le réel m, I’ensemble A est minorée
par m, et de plus il est non vide. Donc d’aprés le théoréme (1.2.13) du chapitre sur
les réels, 'ensemble A admet une borne inférieure : notons ¢ = inf (A). Montrons
que

lim w, =¢=inf(A).

n—-+4oo
Soit € > 0. Par la caractérisation de la borne inférieure , il existe un élément uy de
A tel que
12 S Un S l +e

Mais alors pour n > N on a
{—¢e<u, <uy </{+e estune suite décroissent

et donc
lu, — €] < e

On a cette remarque =
Remarque 2.3.2 dans le résultat précédent, il suffit que la suite soit croissante

(resp. décroissante) o partir d’un certain rang et majorée (resp. minorée), pour

qu’elle converge.

Proposition 2.3.3 Soit (uy), .y une suite réelle. Si elle est croissante (resp dé-

croissante) et converge vers un réel £ alors elle est majorée (resp. minorée) par (.
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Remarque 2.3.4 La réciproque est (trés) fausse : Si (uy,), oy €st croissante et ma-
jorée par un réel {, elle ne converge pas forcément vers ¢ (la preuve : tous les réels

M > { sont aussi des majorants, alors que u, a au plus une limite).

Proposition 2.3.5 Soit (uy), .y une suite réelle. Alors

1. Si u, est croissante et non majorée, on a lim,,_, . u, = 400

2. Si u, est décroissante et non minorée, on a lim, .. U, = —00

Deux exemples Soit (uy), .y la suite de terme général :

1 1 1
La suite (u,), oy est croissante : en effet
L >0
Upy] — Uy = ———
i (n+1)2
On a
1 1
n?2 =~ n(n-—1)
d’ou
"1 - 1 u 1 1
— < — - _ =
e - (1)
k=2 k=2 k=2
alors
Z”: 1 N L/, /1 L/, /1 L L
—\k—-1 k) 2 2 3 3/ 4 n—1
1
- 1-=
n
donc
. 1<1 1:>1+n 1<1 1:>n 1<2 L
k2 — n k2 — n k2 — n
k=2 k=2 k=1
finalement
"1
k=1
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Donc la suite (uy),,.y €st croissante et majorée par 2 : elle converge.

Suite harmonique

Soit (uy),cy la suite de terme général :

1+1+1+ +1
Uy = -+ =4 ...+ =
2 3 n

La suite (u,),, oy est croissante : en effet

1

>0
n+1

Up4+1 — Un =

Montrons que u, n’est pas majorée. On a si u, est majorée alors u, ) est majorée

considérons la sous-suite (ugt ),

2k 1 2k 1 2k 1
ugk—uzk-l—Z——Z ;»UQk_ugkl_Z Z “Z—
=17 o141 Y
donc
S| 1 1 1 1
u2k_u2k71:4z 3:2’“‘1+1+2k—1+2+2k—1+3+'+?
j=2k-141
on remarque que
1 + ! + L + + L
\2]471 + 1 2]{:71 + 2 2k71 + 3 e 2]{:}

2k _2k—1=0k—1 termes

et
1 1
YV p € N* tel 1<p<2Fk >
p elque L= p= ok—1 4 g = ok
donc ) .
ng—u2k7122k71?:§

lim,, .y u, = 4+00. En effet

Ugk — 1 = Ugk — Uy = Uy — Uy + Ug — Ug + UZ — Ug + .. . + Ugk — Ugk—1 >

NN

donc la suite (u,),,cy st croissante mais n’est pas majorée, donc elle tend vers +oc.
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Définition 2.3.6 (Suites adjacentes) On dit que deux suite réelles (uy), .y et

(Vn)pen SONt adjacentes si :

1. L’une est croissante, l'autre est décroissante.

2. limy, 400 Uy — v, = 0.

Théoréme 2.3.7 (des suites adjacentes) Si deux suites sont adjacentes, elles

convergent dans R et leurs limites sont egales.

Démonstration. Supposons que (), .y Soit croissante (et donc (vy,), .y dé-
croissante. Il faut tout d’abord remarquer que u,, < v, pour tout n € N. En effet si
I’on fixe ng € N, on a

vn 2 no, Up — Up Z Uny — Ung

En passant a la limite n — +o00 dans cette inégalité, on obtient
0> Upy — Uny-

Montrons maintenant que (u,),, oy €st majorée et (vy,),, oy minorée : pour tout n € N
on a

o < u, < v, < .

Donc (uy,),,cy €st majorée par vg et (vy,),, o est minorée par ug. D’apres la proposition
(2.3.1), (un),en €t (Vn), ey sONt convergentes. Notons £ et ¢’ leurs limites respectives.

Comme (v, — Uy )nen converge vers O, ona ¢ ={¢. m

2.3.1 Le Théoéme de Bolzano-Weierstrass

Nous avons vu que toute suite convergente est bornée et que (un)neN bornée et
croissante implique (uy), .y convergente. Si on laisse tomber I’hypothése de crois-
sance de la suite (uy),.y , il est facile de trouver des exemples de suites qui
convergent et d’autres qui ne convergent pas :

n

1
Un = = converge lun| = — converge

u, = (=1)" diverge ugy =1 et ugey1 =1 converges
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Une suite bornée n’est pas toujours convergente. Nous allons montrer, que de toute
suite bornée, nous pouvons extraire une sous-suite convergente. Ce résultat est trés
utile car il nous permet tout de méme d’isoler des sous-suites de (u,,), . au com-

portement favorable.

Théoréme 2.3.8 (Bolzano-Weierstrass) De toute suite bornée (uy,) on peut

neN’
extraire une sous-suite convergente (uy, ).

Démonstration. On procede par dichotomie. L’ensemble des valeurs de la suite

est par hypothése contenu dans un intervalle [a, b]. Posons ag = a, by = b, ¢ (0) = 0.
CL()"i‘b() ol CL0+b0
2 2
une infinité d’indices n. On note [aq, by] un tel intervalle, et on note ¢ (1) un entier

@ (1) > ¢ (0) tel que uyy € [ar, b1

Au moins 'un des deux intervalles {ao, ,bg| contient u, pour

r ai b1
L E =
ao bo

En itérant cette construction, on construit pour tout entier naturel n un intervalle

[an, b,], de longueur
b—a

on
et un entier ¢ (n) tel que uym) € [an,b,]. Notons que par construction la suite

(an),en €st croissante et la suite (by,), o est décroissante. Comme de plus

lim b, —a, = 0.
n—-+o0o

les suites (ay,), oy €t (bn), ey SOnt adjacentes et donc convergent vers une méme limite

£. On peut appliquer le théoréeme « des gendarmes » pour conclure que

li n =7
Jm et

d’ou le résultat m
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1. On considere la suite (u,), . de terme général u, = (—1)" Alors on peut

neN
considérer les deux sous-suites (ua),,cn €t (U2n41),en-
2. On considere la suite (vy), oy de terme général v, = cos(n) . Le théoréme

affirme qu’il existe une sous-suite convergente, mais il est moins facile de I'ex-

pliciter.

Définition 2.3.9 Soient (u,),.y € RV et @ € R, « est une valeur d’adhérence

de (un),cy 87l eviste une sous-suite extraite de (uy), o convergent vers o.

Proposition 2.3.10 Soient (u,), .y € RN et o € R, Les deux propositions sui-

vantes sont équivalentes

1. « est une valeur d’adhérence de (uy), oy

2.Ve>0,YNeNdn.y >N |u,—«a|<e

En mots, la deuxéme propriété correspond a la phrase suivante : quelque soit la
distance € > 0 donnée et quelque soit le rang N donné, il existe n. x plus grand que

N tel que u, et « soient & distance inférieure a ¢ 'un de I'autre.

Définition 2.3.11 (Limite supérieure et limite inférieure) Soit (u,) une suite

bornée. On définit la suite (v,) en posant
v, = sup {up k> n}

La suite v, est décroissante et minorée, donc convergente. Sa limite est appelée la
limite supérieure de la suite (u,) et on la note par lim u, = lim sup(u,) La
n—-4oo n—-+oo

suite définie par
w, = inf{ux, k>n}

est croisssante et majorée et mous motons sa limite, appelée limite inférieure de la

suite (u,), par lim (u,)= lim inf (u,)
n—+400 o0
I PET liminf (u,) = lim inf
im sup (uy,) lim 2125 (ug), liminf (u,,) Jm inf (ug)
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Nous insistons sur le fait que la suite doit étre supposée bornée et réelle. En
effet, les supremum de la forme supy.,, (ux) , sont finis puisque (u,), oy est majorée.
Ainsi, la suite sup,,, (ux) est décroissante. Puisque (u,), oy est minorée, la suite

Supy>, (ux) est minorée et la suite converge donc, ce qui justifie bien la définition.

Proposition 2.3.12 Les limsup et liminf sont des valeurs d’adhérence. De plus,
la limsup est le mazimum de l’ensemble des valeurs d’adhérence. La liminf est le

manimum des valeurs d’adhérence

Démonstration. Effectuons la preuve pour la limsup, la preuve pour la liminf
fonctionnant pareillement. Nous utilisons la caractérisation (1) de la valeur d’adhé-
rence. Soit € > 0 et N > 0. Puisque la suite de terme général sup;,, (ux) tend vers

lim sup (u,) et est décroissante, il existe N’ > 0 tel que pour tout n > N’

lim sup (u,,) < sup (uy) < limsup (u,) + ¢
k>n

Concentrons nous sur le casn = max {N’, N}. La caractérisation du supremum

implique existence de k > n = max {N’, N} tel que

lim sup (uy,) — & < sup (ug) < limsup (u,)
k>n

En réinjectant dans I’équation précédente, nous obtenons

lim sup (u,,) — € < sup (uy) < limsup (u,) + ¢
k>n

e (141)

est bornée mais elle n’est pas convergente. Nous avons

d’ou le résultat m

Exemple. La suite

1
1+ - n est paire
n
v, =sup{uy k>n}=
1
— <1 + —) n est inpaire
n
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et donc

I 2 = i = Lliminf (u,) = lim inf (uy) = —1
im sup (uy,) nilllw iglz (ug) ,liminf (u,,) n_{l}rloo ]}éln (ug)

Cette suite a deux valeurs d’adhérenc {—1, 1}

2.4 Suite de Cauchy.

Le défaut des critéres précédents (& I’exception du théoréme des suites adjacentes
et du théoréme invoquant I'unicité de la valeur d’adhérence) est qu'ils requiérent de
connaitre la limite potentielle avant d’entamer la preuve. Afin de remédier a cette
faiblesse, nous introduisons la notion de suite de Cauchy. ,Dans cette partie,nous

parlons des suites de Cauchy dans Q et R.
Définition 2.4.1 Une suite (uy), s, est de Cauchy si
Ve > 0,3N € N tel que Vn,m > N = |u, —up,| <e
Définition 2.4.2 Une définition équivalente a la précédente est :
Ve > 0,3N €N tel que Vn > N,¥p > 1 = |Uptp — upn| < €
La condition de Cauchy s’écrit :
A= ] =0

Pour la vérifier, il faut montrer qu’a chaque € > 0 correspond un indice n. tel
que n, m > n. entralnent que

[ty — upm| < e
c’est-a-dire que n > n. entrainent que
U, — Un1p| <€ Vp 21
autrement dit que

lim sup |u, — Upip|
n—-+00 p>1
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Exemple.
lim /n = 400

n—-4o0o

Pourtant, pour chaque p > 1

) . p
lim +/n+p— = lim ———— =0
n—-4oo p \/_ n——+oo /N —f—p—f—\/ﬁ

Le critére de Cauchy n’est quand méme pas satisfait :

SUP|Un - Un+p| = Sup |vn+p— \/ﬁ‘ = +00
p>1

p>1

Exemple.
La suite dont le terme général est donné par

T +(_1)n71
Up=1—=4+-—=-+.. . 4+ ———
2 3 4 n
est convergente. En effet,
B (_1>n (_1>n+1 (_1>n+p—1
[tn = tnp] = ntl a2 ot n+p
-1
SR rea— cu
n+1 n+2 n—+p
1 1 (—1)P !
T n+1l n+2 n+p
1 9 1
= o+ (=1
(n+1)(n+2) (=1) ((n+p—1)(n+p)

= (n+1)(n+2) - (n+1)

(en regroupant deux a deux les termes qui suivent le premier)
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2.4.1 Propriétés des suites de Cauchy

Proposition 2.4.3 Toute suite convergente est de Cauchy

Démonstration. Soit € > 0. Notons / la limite de (uy,),,-- Puisque (uy),, est

1
convergente, il existe N > 0 tel que pour tout n > N, |u, — | < 3¢ Ainsi, pour
tout n;m > N

1 1
|un—um|:|un—£+€—um|§|£—um\+|un—€]§§€+§€:8

D’une mani ere intuitive, étre suite de Cauchy signifie que les termes u,, et u,, se
rapprochent de plus en plus si n et m sont "grands". On n’affirme cependant pas
que ces valeurs de plus en plus rapprochées convergent vers un réel. La convergence
d’une suite u,, — ¢ implique clairement que la suite est egalement de Cauchy, en
utilisant I'in egalité du triangle : m

Attention! Il ne suffit pas de montrer que u,.1 — u, tend vers 0 pour montrer

qu’une suite est de Cauchy. On pourra méditer sur 'exemple de la suite

11 1
Hy=1+>+-+4.. . +=
+o gt

On a bien H,,.; — H,, = e mais

2n 2n
1 I 2n—(n+1)+1 _1
H,, — H, = - > — = > =
2 Z L= Z m m =9
k=n-+1 k=n-+1

ce qui empéche cette suite d’étre de Cauchy (appliquer la définition & ¢ < 3 pour

aboutir & une contradiction
Proposition 2.4.4 Toute suite de Cauchy est bornée

Démonstration. Soit (“n)nzo une suite de Cauchy. La définition appliquée a
e = 1 implique l'existence de N € N tel que |u,, — ux| < 1 pour tout n > N. En

particulier, I'inégalité triangulaire donne |u,| < 1 + |uy| Nous en déduisons que

lun| < M
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o M =max{|ug|, |u1|,...,|un_1],|un|}: m
L’intérét de la notion de suite de Cauchy, est que la proposition (2.4.3) admet

une réciproque :
Proposition 2.4.5 Toute suite de Cauchy de nombres réels converge

Cela permet de démontrer qu'une suite est convergente sans en connaitre la
limite.

Démonstration. Soit (u,),,-, une suite de Cauchy. Elle est donc bornée. D’aprés
la propriété de Bolzano—Weiers_trass, on peut en extraire une suite convergente
(“@("))mo . Notons /, la limite de cette suite extraite. Il reste a montrer que la
suite (uy),~o converge elle aussi vers /.

Soit £ > 0. Puisque (uy),~, est une suite de Cauchy, il existe un entier ¢, tel
que, quels que soient les entiers n et m supérieurs a ¢, on ait

£

Puisque (uw(n))mo converge vers /, il existe un entier ¢/, tel que, quel que soit 'entier
m > ¢, on ait

e
[wom) = < 3

Alors si n et m sont supérieurs & max(q, ¢/), on a également ¢ (m) > m > q, et

|t = tpmy| <

DO ™

En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient, sin > max(q, ¢/)

lup, — 0| < |U¢(m) —E‘ + {un —u@(m)‘ <enm

2.5 Suites récurrentes

Soit f : R — R une fonction. Une suite récurrente est définie par son premier
terme et une relation permettant de calculer les termes de proche en proche :En
général

ug donné
Up+1 = f (un)
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Une suite récurrente est donc définie par deux données : un terme initial ug, et une

relation de récurrence u,,1 = f (u,). La suite s’écrit ainsi :

ug, uy = f(ug) uz = f(u1) = fof (ug) wuz= fofof (uo); ... ;un= fofof...f(uo)...

n fois

Exemple Soit
flo)=1+Va

alors la récurrente est définie par

ug donné
Uny1 = [ (up) =1+ v/ Un

Fixons ug = 2. Alors les premiers termes de la suite sont :

21+V2, 1+ 1+ V2, 1+\1+1+V2;1+ 1+\/1+\/1+\/1+\/§;...,

Voici un résultat essentiel concernant la limite si elle existe.

Proposition 2.5.1 Si f est une fonction continue et la suite récurrente (“n)nzo converge

vers £, alors { est une solution de l’équation :
[y =1

Si on arrive & montrer que la limite existe alors cette proposition permet de

calculer des candidats a étre cette limite.
2.6 Exercices du chapitre 2
Exercise 2.6.1 Montrer, a partir de la définition de limite, que

3vn 3 . n?

3

1
lim , lim ==, lim 2¥") =2 lim no_
n—too dy/n+5 4 notodn? —1 4 n—too n—+oo N2 + 1

+00
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Exercise 2.6.2 Déterminer la limite, si celle-ci existe, des suites uivantes :

3 — (—2)" n—+nZ+1
Uy = ———lm vy =Vni+n+l—vVn2-—n—1liw,=—-——"
3" +(-2) n+vn?—1

n!

T Ix4x... % (3n—2)

Déterminer par comparaison, la limite des suites (un)nzo sutvantes

— (=1 n+l n
Uy = n< )n+17 Uy, = —n ( )n+1; Uy, = v/ 2 + (—1)n, Uy = 6_
+(=1) n+(=1) n
i H ( (k+1) k n 2))
Exercise 2.6.3 1. Prouver la convergence et trouver la limite de la suite

SN |
S D

k=1
2. Soit (v,),~, une suite de téreme général

n+1 e 2F
Uy = —— —
2n+1 k

k=1

(a) Montrer que
(24 n)

T S T 1)

(b) Montrer par récurrence que nv, > (n+2) Vn >4

(vp + 1)

(¢) Prouver la convergence et trouver la limite de la suite (v,),+,

3. Etablir que pour tout x > 0
72
»’U—Eﬁln(l—i-a?)ﬁx

En déduire la convergence de la suite

_kﬁl(H%)
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4. Déterminer lim wu,, et lim w, dans le cas ot :

n—-+o0o n—-400

2n? 2n? \"
Exercise 2.6.4 Soit (uy),>, une suite décroissante ver 0.On considére la suite
(S”)nZO définie par :

n

Su =Y (1) uy

k=1
1. Vérifié que les sous-suites Sop, 1, Son sont adjacentes. En déduire que (Sn>nzo

CONVeETgeE.
k

n (=1
2. Montrer que la suite D,, = Z (1)

est convergent
k=1 n

Exercise 2.6.5 Soit a € R*.. On considére la suite (uy),~, définie par :

up € R

1 a
un+1:§ un+u_

: 2
1. Montrer que, pour tout entier n vp41 = v,

Up —a

et on note v, = ———

un ++/a

2. Calculer v, en fonction de vy et montrer que |vo| < 1. En déduire que

hmngpi,oo Up = 0
3. Exprimer u, en fonction de v, et montrer que lim,,_, . u, = \/a

4. Calculer les trois premiers termes de la suite, pour a = 2 et uy = 1
Exercise 2.6.6 Soit (S,),, une suite défini par

50751 eR

1
Sn-‘rl = 5 (Sn + Sn—l)

1. Montrer que la suite v, = |S, — Sn_1| est une suit géométrique

2. Montrer que la suite (Sy,),~, est de Cauchy

Menguelti Al



2. Suites numériques 74

2.7 Solution des exercices du chapitre 2

Solution d’exercice 2.6.1

Par définition

lim w,=0&Ve>0In.eNVYn>n., |u, — ¢ <e

n—-+00
1. Pour
PR VA
n—>+oo4\/ﬁ—|—5 4
3
Soit € > 0 cherchons dn. € N tel que un—Z' < e pour tout n > n..0On a
3v/n _3 B 12y/n — 3 (4y/n +5) B 15 <.
4yn+5 4] 4 (4y/n +5) ~[16y/n+20] ~
donc
15 5\° 15 5\°
16 20> —=n>(——-- == == 1
vt ”—(165 4) [(165 4)]
2. Pour
) n? 1
lim = -
nﬂ+004n2—1 4
3
Soit € > 0 cherchons dn. € N tel que un—z' < ¢ pour tout n > n..On a
n? 1 1 -
m2—1 4| |4@2—1)|=°
donc
1 1 1 1
i’ —1)> —=n>y/—+ = n=|1/—+ | +1
(40" =1) 2 2= n 2y e+ [165 i
3. Pour

lim 27/ — 9

n—-+oo
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Soit € > 0 cherchons dn. € N tel que ‘2"/(”“) - 2} < e pour tout n > n..On
a
2n/(n+1) . 21’ <e

Rappelons le théoréme des accroissements finie soit f une fonction dérivable

sur |a, b
f)=fla)=f(c)(b—a) c€lab
On pose
flx)y=2"= f'(z)= 2*In2,b=1,a=n/(n+1)
donc 2
|27/ 9t = 2eIn2 (1 — —— )| = 2¢—
n+1 n+1
On a
<e<1=2M0H) <90 <9
n+1
alors
on/(n+1) _ ol| _ oo In2 < 2In2 <
n+1 " n+1"
ansi 212 212 21n2
St <emn> —1:1\7:{ = —11+1
n+1 € €
. Pour
. n’
lim = 400

(VA>0),(IN € N)(Vn € N) tel que (Yn>N)= u, > A

Soit A > 0 cherchons

3

n
dN € N tel Yn > N > A
el que (Yn> N) 212
On a 5 5
i > n >E>A
n2+1 " n2+n2— 2~
d’ou

n>2A= N=[24]+1
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Solution d’exercice 2.6.2

1. Pour
2 n
e [0
3" — (=2
1+(—1)"(—)
3
. n 2
en effet la suit (—1)" est borne et 3 < 1
2. Pour
2 1— 2 -1
lim v, = lm vVn24n+1—vVn2—n—1= lim nnd (n” 1 )
n——+o00 n——+oo n——+00 \/n2 +n+1+ \/n2 —n—1
(2+3)
nl|l2+—
— lim n —1
n—+oo 1 1 1 1
n o n n o on
3. Pour
_ 2 1 _ 2 1 2 1
limwnzlimn n+—lim(n n+)(n—|—n+)

nrroo n—teo {1 nteo (nt v 1) (n+ Vo2 1 1)
1

= — lim =0
n—+oo (n 4 v/n? —1) (n+ vn?+ 1)
4. Pour
n!
T, =
Ix4x...x(3n—-2)
calculons
Tppp  Ixdx...x@Bn-2)n+1)! (n+1)
Tn Ix4dx...xBn—=-2)xBn+1)n!  (Bn+1)
donc
. Tpg . (n+1) 1
lim = lim ————2 = =
n—+oo T, n——+00 (3TL — ].) 3
alors
. Tnt1 1 Tnt1 1
lim =—Ve>0dn. e N Vn>n,, — = <e
n—+o0o T, 3 Tn 3
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donc
Tnt1 1
—+ =< fed-=|-<ct+z)zn<zp1 < |+ |20
Ty, 3 3 3
alors
1 n—me n—Mme
—& + = Tn < Ty < le+-= Tn
(e+3) msmas(erg) m
d’ou
. N 1\" "™ < 1 < N 1\" "
- 5 ne S 1 < lim [ e+ = T
n—1>I-il:loo c 3 Tne n—1>I—|I—100x + n—+o0o 3 N
Ansi

lim z,,, =0

n—-4o0o

Déterminons par la comparaison, la limite des suites

1. Pour )
sin (n)
n n + (_1)n+1
On a
-1 sin (n) sin (n) sin (n) o |sin (n) 1
n+l1~ n+l = n4+(=D)"" T jn+ (=)™ T n-1 n—1
donc
lim =0et lim =0= lim %:
n—+oom + 1 n—+oomn — 1 n—-+oo p 4 (—1)”
2. Pour "
—-1"
T
n+(—1)
On a n+1
n+1 1— (_1>
. n—(-1) . n
lim wu, = lim | lim 1 =1
n—-+o00 n—+oo n 4 _]_) n—-+o0o (_1
1+
n
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3. Pour
Up = /24 (=1)"
On a
1< ()" <1I=1< {24 (-)" <3
et
lim V3= lim (3)/"=1
n—-4o00 n—-—4o0o
donc
lim u, =1
n—-+o00
4. Pour .
Up = —
nn
On a
. Upy . e"tinn . en” . e
hrf = hrf = 11111 ) = hrf N7
n—+00 Uy, n——+o00 n n n——+o0o n n——+o00
(n+1)" Ve (n+ 1) (n+1>(1+—)
n
(+3) (+3)
—nln| 1+— | +1 —nln| 1+— | +1
n n
= lim ¢ = lim ¢ =0
on utilise le théoréme(2.2.12) (critérede d’Alembert) on obtien que la suite
converge vers 0
5. Pour
1 2 1 2 1 2 1 2
U, = — — — R
2x3 3 x4 4x5 (n+1)(n+2)
On a
. 2
Uup (1 —
. nt1 : (n+2) x (n+3) . 2
lim —— = lim = lim (1-— =1
n—+00 Uy n—+o00 Up, n—+o00 (’I’L + 2) X (TL + 3)

on ne peut pas applique le théoréme(2.2.12). On pose

wy, = In (uy,)

Menguelti Al
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donc
2 2
w, = In|(1-— 1-—
(555) (-5
- 2
— n(1-
;n( (k+1)(k+2)>
on a
| (1 2
n —
(n+1) x (n+2)
alors

n

2
Zl“(“ (EDEICES)

4) (1_

4>2<5)"'(1_(n+1)>2<(n+2)>}

) Sln(l_ (k+1)2(k+2)) Sln(l_zi?,)

)Skif“(l‘ <k+1>2<k+2>) Siln(“mz@)

k=1 = =
donc
2 - 2 2
In(1-— <N 'In(1- <nlh(1-—
”( <n+1>><<n+2>>—,;“( <k+1><k+2>>—“< 2x3>
alors
2 - 2 2
li In(1-— < i In(1-— < i In(=
nirfoo”n< (n+1)x(n+2))—nirfoo . n( (k+1)(k+2))—nffoo”n<3>
d’ou
- 2
li In{1- = lim 1 - _
n=+too ; . ( (k+1)(k+ 2)) i o (i) = —o0

ansi

Solution d’exercice 2.6.3

1. Pour

lim wu, =0
n—-+o00o
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(a) Nous étudions la monotonie monotonie de la suite (uy),q

n+1 n

Z 1 1 1
Upt1 — Uy = _ =
+1 kzln—i—\/E k:1n+\/E n++v/n+1

donc la suite est croissente . De plus on a

>0

n

1 n
Uy = < <1
Zn—l—\/E n+1

k=1

Ainsi la suite est majoré et croissante et d’aprés la proposition (2.3.1)

(tn),>q est convergente

(b) Calculons la limite de (u,),,>,- On a

inf

1 1 1
< < su E——
1<k<n (n—k\/E) “n+vVEk~ 1§k1§)1 <n+\/E)

1
la suite a, = est décroissant alors
n+Vk
1 1 1
< <
n+vn T n+vVEk T n+ V1
donc
" 1 a 1 " 1
< <
k:ln—i_\/ﬁ_k:ln—{_\/g_;n—i_ﬁ
d’ou .
n < 1 n
n+\/ﬁ_k:1n+\/E n+1
Comme
li =1let 1 =1= 1 n=1
nHHJrnoon—l—\/ﬁ ¢ niinoon niinoou
2. Pour
n+1 ok
" on+l k
k=1
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(a) On a.
n+2TR2F  pn1<a 2k
Unt1 = Un = on+2 ? - on+1 z
k=1 k=1
1 +2 n+1 2k n 2k
on+1 2 k k
k=1 k=1
Donc
1 |(n+2) < 2F UL ok
n — Up — o 1 o
Upg1 — U e 5 2 k (n+ )k_1 ’
1 [(n+2) [2v  ontd " ok
= —_— - ]_ —
gl |7 9 (kzl F D (n+ )kzl K
1 [(n+2) 28 (n+2) " ok
= - on 1 il
2l 2 Ok ! (n+1) ey il

n

| n+2) (n+1) 28 (n+2) (n+1)zﬁ

n+1 - n+1
2(n+1) 2 —~k  2(n+1) 2 ~ k

Un, Un

[ (n+2) (n+2)
- _2<n+1>”"‘“"+2<n+1>]

v, + (n+2)
2(n+1)
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alors

—nu, + (n+2) N N —nv, + (n+2)
Un+1 = Up
2(n+1) i 2(n+1)

Un+1 — Un

2(n+1)v, —nv, + (n+2)
2(n+1)

= Un+1 =

N C (n+2u,+(n+2)  (n+2) (v, +1)
1 = 2(n+1) T 2t

(b) Montrons par récurrence que

nu, > (n+2) ¥Yn >4

alors .
nn+1) o= 2
gn+1 ?2(714-2)
k=1
Pour n =4
n(n+1) o= 28 4(4+1) 2" 5= 2t
g X F T gm 2 gk
k=1 k=1 k=1
5 2_|_22+23+24 _20>6
8\1 2 3 4) 37
On suppose que
nv, > (n+ 2)

et on montre pour n + 1 alors
(n+ 1) v > (n+3)

On a
(n+2) (vn+1) 20, +nv, +n+2

Doy =
(n 4+ 1) vps1 5 5

Par hypothése de récurrence

2v, +nv, +n+ 2
2

> v, + (n+2) > (n+3)

donc
(n+ 1) v > (n+3)
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(c) Prouvons la convergence et trouver la limite de la suite (v;),, .On

a
(n+1) <= 2°
TR
k=1
2k
et que la suite a;, = ? est croissante donc

(n+1) 2" _nm+1)
—> 2=2n= —>1

donc la suite est minoré. De plus on a

—nw, )
Upg1 — Up = m; (:j(tnl;— ) <0 car (nv, > (n+2))
alors la suite est décroissante donc convergente. On pose a = lim,, o Uy,
2) (v, +1
lim v,,; = lim (n+2) (vn +1)
n—-+oco n—+400 2 (n + 1)

alors

1 .
a==(a+1l)=a=1= lim v,=1

2 n—-+4o0o

3. Etablir que pour tout = > 0

22
x—?gln(l—l—m)gx

Etudions les variations des fonctions

fx) = In(l142)—=
g(z) = ln(l—l-m)—x—l—x—

2
on a )
/ _ x / — x
f)=—— @)=
On obtien les tableaus des variations
T —1 0 +00 ] n
T — 00
"z + 0 —
+00
f () /! \
g(z) | —o0 /
—00 —00
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Remarquons que les fonctions f et g vérifient

2
f(x)zln(l—l—m)—xg()etg(:v):ln(l—i-m)—:n—i-%ZOV:CEO

alors )
Ve>0, In(1+2)<zet In(l+a) Zx—% >0
d’ou
22
x—ggln(1+x)§x Ve >0 (2.1)
4. La suite (u,),, de terme générale
- k
Up = H <1 + n2>

k=1

on pose

. k
v, = Inu, = Zln <1 + ﬁ)
k=1
Nous utilisons (2.1) on obtien

kR k k
LS <1+ ) <=
n

n? 2nt —

donc

alors

=
Il 3
—
—
\/\»—'
\A*h
/\
3M| >~
N~

k2 - k u k
ZSUP—S In(l+—]< sup —
k=1 n <

1<k<n
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donc la suite
u k
v, = lnu, = g—l In (1 + ﬁ)

est borné de plus on a la suite (v,),, est croissante en effet

n+1
1
Upt1 — —Zln<1+ ) Zln(l—I— ):1n<1+n;)20

Ainsi la suite est croissante et majoré par 1 donc converge. Par conséquence
la suite (u,),,, est convergente
5. Pour la suite

Uy = —— —

7 7
Remarquons tous d’abord que cette suite est périodique

2n? _2n2}

2 2 2 8 8] 1 18 18 4
u = —— |- = —=U=—=——— |- =—Uyg=— — |—| = =
! Ol A S I I G 7T
32 32 4
u g _— _ — =
! Tol7] 7
" _ 90 50—1u—72— 72 —2u—0
5 — 7 7 _776_7 7 _777_7
alors
2 1 4
ur, = 0, Ugppr = 7o WTkt2 = 7 UThis =
4 1 2
UTk+4 = [ UTk4+5 = §,U7k+6 -
Alors I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy,),,, est
124 4
n — k/‘ > — 07— _ - = —
v sup {uy k>n} sup{ 2 7} -
124
n = inf E>n}=inf<0,-,=, - =0
w inf {ur, k>n} m{ 777}
donc
nl—l>rfoou” = nl_l)IJIrloo sup (u,) = = nliillw (un) = nl_lgloo inf (u,) =0
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Remarque 2.7.1 Méme la fonction

f (@) =z = [a]

est périodique

6. Pour la suite ~
nmw
= (1) o ()
u ( n) (=1)" + sin 1

Ia suite u,, est bornée en effet on a
1< (-1)"<let —1gsm<T) <1

alors

—(1+%)n—1§(—1)” (1+%)n+sm<%) < (1+%>n 41

Le fait que on a

On obtient

donc
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On trouve d’abord I'ensemble des valeurs de la suite (u,),, .-On a
L 1\ 8
u —=
8k Sk )
1 8k+1 k41 /5
- (1 i ( 2 k ve
Ugk+1 ( +8k,’—|—1) + sin 4—1— U ( 8/<:+1> + 5
8k+2 8k+2
U = (1+ + sin 2 +21k ) =1+ ! +1
s 8k +2 4 8k +2
1 8k+3 3 1 643 /3
= —(1 in (= + 21k | = — (1 A
Ugkt3 ( +8k+3) +sm(4+ ”) ( +8l~c+3) 5
8k-+4 A 8k+4
= |1 in|— 427k | =
ek ( +8k+4) —|—sm(4+ W) ( 8k+4>
1 8k+5 5 1 k45 /5
= —(1 in (- + 27k ) =— (1 _ve
Uak+5 ( +8k+5) +Sm(4+ ”) ( +8k+5) 5
et
8k+6 67 1 8k+6
= (1 in [ — + 21k | = (1 —1
Uk 6 ( +8k+6) +51n(4+ ”) ( +8k:+6>
8k+T 8k+7
T 1 1
1 in| —+27k) =—{1 ——V2
Ugk47 ( +8k+7) +Sln(4+ 7T> ( +8/€+7> 2\/_
donc I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,),,5,
( 1 8k 1 8k+1 \/5 A
li 1+ — lim — (1 —
kiToo( +8k) oo ( +8k+1> T
1 8k+2 1 643 /5
li 1 1,— 1 1 —
A kirfoo( +8k:+2> +5 kirfoo< +8k:+3> 2
= 1 8k-+4 1 NG
li 1 lim — (1 - —
kiToo( +8k+4) e ( +8k:+5) 2
1 8k+6 1 8T
li 1 —1, lim — (1 —=V2
\kim( +8k+6> b oo ( +8k+7) 5V2 |
alors Y Y
2 2
A—{ e,—e+-—,e+l,—e——e—1 }
2 2
donc
S V2
Jim u, = lim sup (un) =, €+ Jim (un) Jim in (un) e~
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Solution d’exercice 2.6.4
Soit (uy),>, une suite décroissante ver 0. Alors

lim w; =0 et (ug),>, une suite décroissante
k—+o0 =

On pose
n
k
Su=> (1) u
k=0
Vérifions que les sous-suites Ss, et Sa, 11 sont adjacentes. On pose

Up = SQn et w, = S2n+1

On a
2n+1 2n—1
k k
Wy, = Sont1 = E (=1)" up = E (—=1)" uk + ugn — Uznia
k=0 k=0
= Son—1 + Ugp — U2p 1 > Son—1 = Wy
~—_—
ZO(car (uk)j>qune suite décroissante )
2n 2n—2
k k
Uy = Sop = E (=) uy = g (—1)" ug, + ugy — Ugn—1
k=0 k=0
= Son—a + Uy — U2p—1 < Son—2 = Vp1
—_————
§0(car (uk)j>qune suite décroissante )
donc

Wn, 2 Wp—1 et Un S Un—1

alors (wy),,-, est croit et (vy),-, décroit. De plus
Wy = S?n—i—l - SQn — U2p+1 S SZn = Un
donc pour tout n > 0

wy < - LWy KW, SV, SV S0 <1

wo < wy, < v, < Vg
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Ainsi (wn)n21 est majorée par vy et (vn)n21 est minorée par wy. Les suites (wn)n21
et (—vy),~; sont donc croissantes et majorées. Le théoréme 2.3.1 entraine qu’elles

convergent, mettons vers S et S’

lm w,=5€¢R lim v, =5 €R

n—-+o0o n—-+oo
Enfin, on a :
S -8 = lim w,—v,= lim (—ug,1)=0
n—-+00 n—-+0o
d’ou
lim S2n+l = lim Sgn = lim Sn
n—-4o0o n—-—+o0o n—-4o0o

n—-4oo N,

1 1
La suite (—) est décroissante et lim — = 0 donc

Solution d’exercice 2.6.5

Soit a € R*. On considére la suite (u,),,, définie par :

ug € R

Up — /G
et on note v, = —\/_

1 a un+\/a
Unt1 = 5 Un+u—

: 2
1. Montrons que, pour tout entier n v,4+1 = v;. On a

Un1 — \/a 2\/a

/UTL :—:1——
1 Un+1+\/a Un+1+\/a

alors

4/a 4/au, W2 +a—2u/a  (u, —a)
Unt1 = 1= a :1_u2—|—a—|—2u \/E:u2+a+2u \/E:(u +a)’
(ot L) vaya Ve dbetRnd e,
Unp

donc

2
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2. Calculons v,, en fonction de v
2
Upy1 = U, = U

montrons que |vp] < 1. on a

|UO‘ _ |u0 _ \/a|
|uo + V/al

<1

donc

lim v, =0
n—-+o0o

3. Exprimons u,, en fonction de v, et montrer que lim,, ., u, = \/a

2V/a
un, ++/a

2 n + 1
1—vn:¢:>un:\/5<v+)
U

1—w,

v, =1-—

donc

1
lim w, = lim \/E<UR+ ):\/Ecar <lim vn:0>

n—-+o0o n—+o0o 1-— Un n—+o0o

4. Calculons les trois premiers termes de la suite, pour a = 2 et ug =1

U():l

Solution d’exercice 2.6.6

1. Montrons que v, = |S,, — S,,_1] est une suit géométrique

1 1 1 1
Sn - 5 (Sn + Sn—l) = 3 |Sn - Sn—l’ == 5 |Sn - Sn—ll = §Un

Up+1 = |Sn+l - Sn| - 9

alors
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2. Le critaire de Cauchy
Ve > 0 Ing € N tel que ¥ (q,p) € N, (¢ > no,p > ng) |S,— S, < e
On pose ¢ = m + p alors

‘Sq - Sp| = |Sm+p - Sp|
= ’Smﬂo - Serpfl + Sm+p71 - Sm+p72 + Sm+p72 - Sm+p73 + -+ Sp,1 - Sp’

donc

|Sq - Sp| < |Sm+p - Sm+p—1|+|5m+p—1 - Sm+p—2’+|5m+p—2 - Sm+p—3|+' : '+|Sp—1 - Spl

d’ou
m 1 p+m—1 1 p+m—2 1 p—1
va+k: (5) |51—S()|+ <§> |51—S()|++ <§> |Sl_S()|

k=1

15, = 5,| < [(%)H - (%)q_ll 1S, — Sl

donc si p,q — +00 on obtient 0 d’ou la suite (Sn)n21 est de Cauchy donc

convergente.
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Chapitre 3
Fonctions d’une variable réelle

L’objectif dans ce chapitre est I’étude des fonctions numériques d’une variable
réelle, c’est-a-dire des fonctions d’un sous-ensemble Dy de R (dit domaine de défi-
nition de la fonction) et & valeurs dans R. L’ensemble R pouvant étre pensé comme
I'axe des temps, ces fonctions modélisent souvent des grandeurs physiques (mesurées
dans un systéme d’unités adéquat) évoluant pendant un certain laps de temps. On
mettra en équation 1’étude de cette évolution de maniére a la fois a la prédire et a la
controler, mais il nous faudra auparavant introduire les concepts de continuité et de
dérivabilité. Cela nous donnera 1’opportunité d’associer & un phénomeéne d’évolution

un modeéle mathématique, puis ensuite d’étudier ce modéle.

3.1 Généralité sur les fonction

Définition 3.1.1 On appelle fonction numérique sur un ensemble E tout procédé
qut, o tout élément x de E, permet d’associer au plus un élément de [’ensemble R,
appelé alors image de = et noté f(x).Les éléments de E qui ont une image par f

forment l'ensemble de définition de f, noté Dy .

Exemple : La fonction
f(z) =In(z*-1)

est définie pour tout z € R tel que

22 —1>0=x €]—00,—1[U]1, +oo[ = Dy.

92



3. Fonctions d’une variable réelle 93

L’image du réel 4, est In (15) on dit que 4 est un antécédent de 4. Si f est définie
sur £ = R ou sur un intervalle I de R, I'application f est dite fonction numérique
a variable réelle. On notera par F (I,R) l'ensembles des fonctions numériques a
variable réelle définies sur un intervalle I C R et a valeurs dans R. On notera cette

fonction par
f:I—-R ou x— f(z).

On prendra soin de ne pas confondre la fonction désignée par f et 'image par f
de = qui est désignée par f(z). Soient f et g € F(I,R) et A € R, on définit de
nouvelles applications, appartenant & F (I,R), par :f + ¢ : = — f(z) + g(z), \f
x— Af(x) et fg:a— flz)g(x).

Définition 3.1.2 (Fonctions définies au voisinage de a € R) Etant donné un

réel a, on dit que une fonction f est définie ou voisinage de a i
Ve>0 DyNfa—c,a+el #2

Exemples

Les fonctions suivantes sont définies au voisinage de 0

[-1,1] - R R*—R R* — R
(1) - . g (2) - sin () (3) —
T — T — /T
T

Les fonctions suivantes ne sont pas définies au voisinage de 0 :

1
r—V—-14 2?2 x%ln(sin(—))
x

Définition 3.1.3 (Fonctions définies au voisinage de +oo) On dit que une fonc-

tion f est définie ou voisinage de +o0o (resp — o0) si il existe un reel A tel que
[A,+o0] C Dy (resp |—o0,A] C Dy )
Exemples
La fonction suivante est définie au voisinage de 400
R* - R

(1) - v i
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La fonction suivante est définie au voisinage de 400 et — o0

R—R
(2) — 1

T —
2 +1

Définition 3.1.4 (Graphe, d’une fonction) On appelle graphe, ou courbe repré-

sentative, d’une fonction f définie sur un intervalle Dy C R, l’ensemble

Cr=A{(z,f(x)) = € Dy}

formé des points (z, f(x)) € R? du plan muni d’un repére orthonormé (0,?,])

Définition 3.1.5 (Monotonie de la fonction) Soient D une partie de R et f :

D — R une fonction réelle. On dit que :

1. f est croissante sur D si

Vay, w9 € D tel que 71 < x9 = f(21) < f (22)
2. f est strictement croissante sur D si

Vay, 29 € D tel que x1 < x5 = f(x1) < f(x2)
3. f est décroissante sur D si

Vay, 29 € D tel que 1 < x5 = f(x1) > f(x2)
4. [ est strictement décroissante sur D si

Vay, 20 € D tel que x1 < x5 = f(x1) > f(x2)

Définition 3.1.6 (Fonctions minorées, majorées et bornées) Soient D une

partie de R et f : D — R une fonction réelle. On dit que :

1. f est dite minorée sur D si

dm e R, tel que Vx € D f(x) >m
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2. f est dite majorée sur D si
M e R, tel queVex e D f(z) <M
3. f est dite bornée sur D si
dM,meR tel queVre D m< f(x) <M

ou encore
M >0 tel que Vx € D |f(z)| <M

Définition 3.1.7 Soient D une partie de R et f : D — R une fonction réelle. On
dit que :

1. f admet un mazximum en a € D si
VeeD f(x)<[(a)
2. f admet un mazimum local en a € D si
dh >0, tel queVNr € D |z —a|<h f(z)<f(a)

3. On definit de maniere analogue les notions de minimum et de minimum
local. On dit que f admet un extremum (respedivement un extremum
local) si f admet un mazimum (respectivement un mazimum local) ou un

minimum (respectivement un minimum local).

Définition 3.1.8 (Parité de la fonction) Soit f : Dy CR — R une fonction

réelle sur Dy.
1. On dit que f est paire
VeeDy et —xzeDy = f(—z)=f(x)

La courbe représentative de f (ou le graphe de f) dans un repére ortho-

normeé (0, i,j) est symétrique a l'aze Oy.
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2. On dit que f est inpaire
Vee Dy et —axeDy = f(—z)=—f(x)

La courbe représentative de f (ou le graphe de f) dans un repére ortho-

normé (0, ;, ]) est symétrique par rapport a l'origine du repére

Définition 3.1.9 (Fonction périodique) Soient f une fonction réelle et T € R.

On dit que f est une fonction périodique de période T si :
fle+T) = f(x)

Définition 3.1.10 (Opérations sur les fonctions) Soient f :D —Retg D —
R deux fonctions définies sur une méme partie D de R. On peut alors définir

les fonctions suivantes :

1. la somme de f et g est la fonction f+ g D — R définie par
(f +9)(x) = f() +9()
2. le produit de f et g est la fonction fg D — R définie par
(fg) (x) = f () g ()

3. la multiplication par un scalaire A € R la fonction N f D — R définie

par

(Af) (z) = Af (2)

Définition 3.1.11 (Composition de deux fonctions) Soient f : D — J et g :
J — R deux fonctions réelles. Alors la fonction gof est la fonction composition des

fonctions f par g.

gof (x) =g (f (z))

Proposition 3.1.12 (Régle des signes) Soient f : D — J et g : J — R deux

fonctions réelles monotones,si f(D) C J,. Alors la fonction gof est monotone et
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l'on a la régle des signes pour la monotonie de gof :

I g |gof
SN S
NN
IN N
NN S

Définition 3.1.13 (Surjective) Une fonction f : D — J et dit surjective si
Yy € J,3x € D tel que y = f (z)
Définition 3.1.14 (Injective) Une fonction f : D — J et dit inrjective si

T # 29 = f(11) # f(72)

Définition 3.1.15 (Fonction bijective) Une fonction f : D — J et dit bijective

st elle est a la fois surjective et inrjective

Définition 3.1.16 (Fonction identique (ou identité)) La fonction Idp — D
définie par

Idp(x) ==z
est appelée la fonction identique ou fonction identité sur D. La fonction identité est

bijective

Définition 3.1.17 (Fonction reciproque) Si f est une bijection d’une partie D
de R sur une partie J de R, alors Ie graphe de f et de f~' sont symetriques l'un

de lautre par rapport a la premiere bissectrice
fﬁlof (37) = f(:li') Of*1 (:L') = ou fflof = fof*1 =1Ip

Définition 3.1.18 (Restriction d’une fonction.) Soit S un sous-ensemble (S C Dy)
de Dy et g : S +—— T une fonction telle que

g(x) = f(z) pour tout x € S.

On appelle g restriction de f et on la note f/S (dire : f restreinte a S)
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Définition 3.1.19 (Prolongement d’une fonction) Soit D C S. Une fonction
g : S +—— T est appelée prolongement de f si f est une restriction de g, i.e. g/ D = f

Définition 3.1.20 La partie positive respectivement la partie négative d’une fonc-

tion f Dy — R par

f () + 11 ()]

Fr@) = max(f(@),0p = LT g,

f— (33) — —min{f(a:),()}: —f(.?:)—zl-‘f(l‘” f— Df'—>R+

FEvidemment

fla)=[f"()= [ (@) et |f@)]=[f"(2)+ f ()

3.2 Limites des fonctions réelles
Soit f une fonction réelle définie sur son domaine Dy . Soit o € R tel que
Vn > 0,Ja—na+nNDs+#o

Un tel point o est appelé point adhérent de I’ensemble D;. Notons que si o € Dy ,

alors a est un point adhérent de Dy .On note souvent
‘/;7(&) :]a_naa+77[

voisinage. Pour étudier le comportement de f autour « on peut considérer les suites
(2n),>0 avec z,, € Dy qui convergent vers « et les suites (f (,)),~, des valeurs de
f- Une autre approche utilise les voisinages de « et leurs images sous f. D’abord

notons la propriété d’un point adhérent & un ensemble D.

Proposition 3.2.1 Un point a est adhérent a un ensemble D si et seulement si il

existe une suite d’éléments o, € D qui converge vers o et on note

acD
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Démonstration. Si a,, € D converge vers «, alors pour tout n > 0 il existe un

entier naturel N tel que
|, — | <n pour tout n > N

c’est-a dire
Qp € ‘/;7(&) :]a_naa—'—,r’[

Si a est adhérent a D, alors pour tout entier naturel n il existe un

1 1
nEVn = R - -
a 1) :|Oé na+n[

La suite a,, converge vers a. m
Exemple :
On pose
A=]-1,9 = A=[-1,9

on a

n—-+4o0o

1 n
xn:(1+—) €Qet lim z,=¢e¢ Q maise R
n

donc

Q=R

Définition 3.2.2 Si « est un point de D on dit que f admet une limite finie { € R
en a si et seulement si pour toute suite (,),~, de points de D convergeant vers a

on a
lim f(z,) =/

n—-+4o0o

Dans le cas particulier oul «v est un point appartenant au domaine de définition
de f, alors, dire que f admet une limite ¢ en o implique automatiquement que cette
limite £ soit égale & f(a). Lorsque « est un point de D /D, on peut aussi parler pour

f de convergence de f vers oo au point « :

Définition 3.2.3 On dit que la fonction f converge vers +oo au point o € D/D

si et seulement si pour toute suite (z,),~, de points de D convergeant vers o on a

lim f(x,)=+o0

n—-4o0o
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Définition 3.2.4 On dit que la fonction f converge vers —oo au point o € D/D
si et seulement si pour toute suite (In)n20 de points de D convergeant vers o on a

nl_{r_{loof (wn) = —00

Définition 3.2.5 On dit que la fonction f converge vers +oo lorsque x tend vers
+o00 dans D si et seulement si pour toute suite (), de points de D convergeant
vers +00 on a )

lim f(x,)=+o0

n—-4oo

Définition 3.2.6 On dit que la fonction f converge vers +oo lorsque x tend vers
+o00 dans D si et seulement si pour toute suite (ajn)nzo de points de D convergeant
vers +o00 on a

nl_lffoof (wn) = —00

On a la proposition suivante, permettant de formuler mathématiquement le fait
qu’une fonction tende vers une limite finie ¢ € R au point o € D ou vers 00 en un
point a € D/D

Proposition 3.2.7 Soit D un sous-ensemble de R, f une fonction de D dans R et

¢ un nombre réel. Alors f admet ¢ pour limite au point o € D si et seulement si :
Ve>0,In>0VeeD |z—a|<n=|f(z)—( <e
De méme, si« € D/D, f tend vers +00 au point o € D si et seulement si :
VA>0,In>0VzeD |[z—a|/<n=f(z)>A
Enfin, toujours si « € D/D, f tend vers —oo au point o € D si et seulement si :
VA>0,93n>0,VeeD |z—a|<n= f(zr)<-A

Démonstration. On se contentera de prouver

limf(z)=0|< |Ve>0,Ip>0,Vz €D |z—a|<n=|f(x)—{ <e

r—o
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( Hy = Hy). Supposons tout d’abord H, vraie et fixons € > 0 arbitraire; il lui
correspond donc d’aprés Hs un certain nombre n > 0. Si (x,),>0 est une suite de

points de D convergeant vers «, alors pour n assez grand, on a
|zn —al <n

mais alors, puisque Hs est vraie, on |f (z,) — ¢| < & pour n assez grand; comme

e est arbitraire, ceci prouve que la suite (f (z,,))n>0 converge vers ¢

lim f(z) =4

r—

On prouve que l'assertion ( H; = Hs). En utilisant un raisonnement par contra-

position. La négation de Hy s’écrit :
J>0,YVn>0,Jx €D |z—a|<net |f(zx)—{ >¢

En particulier, pour chaque n € N/ {0} , il existe x, € D avec

1
|z, —a| < —
n

la suite (z,),>1 converge vers « tandis que la suite(f(z,)),>1 ne converge pas vers

{, ce qui prouve que l’assertion

lim f(z) =4

Tr—«

est fausse. On a donc bien prouvé ainsi par contraposition que

lim f(z) =4

Tr—Q

ce qui achéve la preuve de 1’équivalence de ces deux assertions. m

De méme, si D est non majoré, on a

lim f(z) = (& Ve>0,dB>0,VeeD z>B=|f(zx)—( <c¢

T—-+00

lim f(z) = +o00<VA>0,3B>0VYzeD 2>B= f(z)>A

T——+00

lim f(zr) = -0 VA>0,IB>0,VeeD z>B= f(z)<—-A

T—-+00
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On a des équivalences analogues si D est non minoré pour les trois types de conver-

gence vers —oo

lim f(z) = (& Ve>0,3B>0,VeeD 2<—-B=|f(z)—/{<¢

Tr——00

lim f(z) = 400 VA>0,B>0,Ve €D 2<-B= f(x)>A

T——00

lim f(z) = —c0c&VA>0,dB>0,VeeD 2<-B= f(zx)<—-A

Remarque 3.2.8 Pour montrer que f tend vers ¢ en «, il faut montrer que pour
tout € > 0, il existe n > 0 tel que |v — a| < n implique |f (x) — (| < € pour tout x

€ D. Ainsi, on commencera toujours la preuve par la phrase suivante :
Soit € >0

On cherche ensuite n > 0. Aprés Uavoir défini, on écrit. Soit © € D tel que |x — a] <

n montrons que |f (x) — | < e

Définition 3.2.9 (Limite a gauche et a droite) Soit f une fonction définie sur

un ensemble de la forme Ja,aU |a, b].

1. On appelle limite a droite en o de f la limite de la fonction fjj.p en o et

on la note
lim+ f(z) ou lim f(x)
>

—
T—Q 5o
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Dire que f: D —— R admet une limite { a droite en « signifie donc :
Ve>0,In>0VeeD a<z<a+n=|f(zr)—¥ <e

2. On appelle limite a gauche en o de f la limite de la fonction fj, . en a et

on la note

lim f(x) ou 11<Hlf([E)

T o

Dire que f: D —— R admet une limite { o gauche en « signifie donc :
Ve>0,In>0VeeD a—n<z<a=|f(z)—(<e¢

Proposition 3.2.10 Soit f une fonction définie sur D alors si f est monotone
(c’est-a-dire croissante ou décroissante) sur unintervalle ouwvert |a,b[ C D (borné

ou non borné). Alors f a une limite & gauche et a droite en tout point de |a,b|

Démonstration. Ceci résulte du fait que R vérifie la propriété de la borne
supérieure. Supposons par exemple f croissante et notons, pour o € |a, b[, M(xq) la
borne supérieure de f(]a, zo[)(sous-ensemble de R majoré par f(z)). Par définition

de M (xy), il existe, pour tout € > 0, un nombre x < xq tel que
M(zg) —e < f(x) < M(xg)
mais alors, puisque f est croissante, on a
Va' €la, xo[, M(x9) —e < f (") < M(x)

on a donc
li<m f(x)=sup{f(x),z <o}

X0

tandis que (par le méme raisonnement) la limite & droite de f au point zg est

li>rn f(x)=inf{f(x),z <z}

T5x0

On écrira ce qui se passe si f est décroissante m

Exemples
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Soit f une fonction de R dans [0, 1] définie par

f(2) =2 E(x)

En tout point a € R/Z, la fonction f admet une limite égale & f(«) on vérifiera ce
fait en utilisant la définition (1.1.2) du développements décimaux d’un nombre réel
alors @ € R il éxiste une collection de chiffres {co, ...,c,,} et {di,ds,...} compris
entre 0 et 9. Les chiffres ¢; sont en nombre fini et les chiffres d; peuvent étre en

nombre infini.tel que a = ¢,, ... 2100, d1ds...d,, donc

fla) = ¢m...coc100,dvda...dy, — E (¢ . .. Caci¢o, drds...dy)
= Cp...C2C10C, dlden — Cp -..C2C1C

- O,dldg...dn S [O, ]_]

En revanche, en tout point de § € Z, la fonction f a pour limite & gauche

lim f (z) =1
<
=3
limite & droite
lim f (z) = 0.
xiﬁ

Soit f la fonction définie sur D =| — 7, w[/ {0}

D +— R
cos ()

v )= sin ()

En tout point = de D, f a pour limite f (x); en revanche, au point x = 0, f a pour
limite & droite +o00 (car # — cos (x) a pour limite 1 en 0 tandis que & — sin (z)
a pour limite en zéro a droite 0 par valeurs supérieures) et a gauche —oo (car
x — cos (x) a pour limite 1 en 0 tandis que x — sin (x) a pour limite en zéro a
gauche 0 par valeurs inférieures). Au point 7, on vérifiera que f a pour limite —oo

tandis qu’en —m, f a pour limite +oc.

Proposition 3.2.11 Soient « € R f D —— R une fonction réelle. Si f admet une

limite finie ou infinie en un point fini ou infini alors cette limite est unique
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Proposition 3.2.12 (Opérations sur les limites) Soient f et g deux fonctions

réelles de D dans R tel que
lim f(z)=/¢ limg(z)=/¢ ou (V' €R

r—« r—

alors

lim (f +9) (x) = lim f () + limg(x) =+ 0

r—

1 1
lim z) = lim f(z) limg(x) = ¢¢ lim —— == si l#0
lim (f9) (2) = lim f (&) lim g () s =7 it
li ! 0 si limf(z)==+
im = st lim f (x) = 00
x%af(l‘) T—a

lim f(z) =/ et lirrég (x) =" alors lin; gof (z) =10

T—a
Remarque 3.2.13 [l y a des situations ow l’'on ne peut rien dire sur les limites.
Par exemple si lim f(z) = +o00 et lim g(z) = —oo alors on ne peut a priori
rien dire sur la limite de lim (f+9) (£77cela dépend vraiment de f et de g). On
raccourci cela en 400 — ogﬂgst une forme indéterminée. Voici une liste de formes

mdéterminées :

0] oo
_ 0 + _ - 1+oo 0> 0
+00 — 00 o0 0| ITo 00

Enfin voici une proposition trés importante qui lie le comportement d’une limite

avec les inégalités. 1l y a une méthode qui permet trés souvent de trouver les limites
(lorsqu’elles existent) : il s’agit d’identifier les termes dominants (en valeur absolue)

et de les mettre en facteur.

Décomposition
Lorsqu’on veut calculer une limite, on est souvent ramener a une expression du

type
A+B

C+D
chaque expression A, B, C' et D pouvant étre du méme genre. Calculer les limites

lorsque = tends oo de

et — g3

[ ()

:1n|x|—|—x2—x
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On peut écrire
A=e"B=2°C=Inlz|,D=2> -2z

Ensuite on redécoupe D en (a + b)/(c+ d) en posant par exemple
a=2b=—-z,c=1 et d=0.

Calcul de chaque terme . On détermine pour chaque terme de la décomposition
sa limite (éventuelle). On identifie les formes indéterminées. Ensuite, on met en

facteurs les termes dominants.

et — g3

lim f(x)= lim

xr——+00 z—+oo In |ZL‘| —+ [L’2 — X

Au numérateur, A est dominant. Pour le dénominateur, a est dominant puis D est

dominant. On trouve donc

lim f(x)= lim

T—+00 T—+00 In |z 1
(R
x x
sl 3 _ . N ln|ac\ 1
La quantité (1 — z°e™") tend vers 1 si z tend vers +-00. De méme —— +1— —. 1l
x

reste

donc a étudier

lim — =+
T—+00 x?
Pour 2 tend vers —oco
3
. . et —x
lim f(x)= lim 5
T——00 v——co In|z| + 22 —

Au numérateur, le terme dominant devient 2® puisqu’il tend vers —oo, alors que e*

tend vers 0. Le terme dominant pour le dénominateur est encore z2. On trouve donc

61
3
e” — a? ’ <x3 1>

oo In |z| + 22 —x ey ) (ln || 1) ¥ (=) = +o0
22 [ —

Si on veut étudier la limite en 0, & ce moment le numérateur tend vers une quantité

finie 1. Le dénominateur tend vers —oo. La limite existe donc et vaut 0.
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Proposition 3.2.14 (Passage a la limite dans les inégalités) Soient(,{' € Ret a €
R et f ¢ deux fonctions réelles de D dans R telles que

flx) <g(x)
dans un voisinage de a alors si

limf(z) = ¢ limg(x)=¢ =</

lim f(z) = 4o0o= limg(z)=40cc limg(z)=—-co= limf(z)=—-00

Proposition 3.2.15 Soient f g h trois fonctions réelles de D dans R telles que
f(z)=g(x)h(z)

Si on a h est borné sur un voisinage de « et lim g (x) = 0. alors

T—

lim f(z) =0

Démonstration. Par hypothése sur h,on a
|h(z)| < M dés que |x —a| <n
soit € > 0 et soit 1.\, = /M tel que
g(x) <e/M dés que |x —a| <n
Un tel 7 existe car il_l}l(l)é g (x) = 0. Mais alors
[ @) = lg (@) h ()] < M <& dés que |z —a| <

ce qui montre que f(x) tend vers 0. m

Théoréme 3.2.16 (Théoréme des gendarmes) Soient {,a € Ret f g h trois

fonctions réelles de D dans R telles que
flx) <h(z) <g(z)
dans un voisinage de o alors si

lim f(z) =4 limg(z)={¢= limh(z)="/

r—x Tr—x Tr—Qx
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Exemple : Montrons par le théoréeme des gendarmes que

i S (x) 1
x—0 x
on a
Vo e ]O,g[, sin (z) < z < tan (z)
Comme
Vo € }O,g[, cos(x) >0
alors
Vo € }O,g[, z < tan (z) = x cos (z) < sin (x)
alors ]
zcos(x) <sin(z) <z = cos(z) < sin (2) <1
x
d’ou )
iy SR (x) _q
x—0 x

Exercices : Déterminer, si elle existe, les limites suivantes

(1) — lim  cos (1) (2) — lim x H . (3) — lim ~ M a,b>0

x—0 x x—0 x z—0q |x

cos (g cos (x))
4) — i 2 41— Va3 +1 — li

Pour .
lim z cos (—)
x—0 X
On pose
1 1 .
y=— =>x=—deplussiz -0 =y — 400
T Y
alors

1
lim x cos (—) = lim & ) =0 car la fonction cos (y) est borné

x—0 xX Yy—+00 Yy
Pour
. 1
limzx |-
r—0 x

Menguelti Al
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On a

alors pour = >0

de plus

et pour = <0
1
1§x{—}§1—x pour x >0

T
donc X
lim x [—} =1 car liml—x=1
z—0 A x—0
Pour
a8
lim — |—
e—0qa | T
On pose
b by [1 b
:E=by:>limE {—} :hm_y {_} .
z—=0qa | T y—0 a |y a
Pour
(22 +1) — /(23 + 1)
lim x(x/:c2+1—%3+1) = lim z
T—+00 T—+00 (\/372—1— 1 + \3/x3+ 1)
On a

A*— B*=(A-B)(A*+ AB + B?)
alors on pose
A= (22+1) et B= /(a3 +1)*
et
x T A3 — B3

"= (VaZ + 1+ Va3 +1) A= (Va? + 1+ Va? +1) (A*+ AB + B%)
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donc
T A3 — B3 . A3 — B3

lim A = lim =1
x—1>I—&I-1c>o (I) x—1>+oo (\/332 + 1+ Va3 + ) (A2 + AB + BZ) :E—li{loo 2 (A2 + AB + BQ)

alors

lim h(z)= lim (22 +1)° — (a3 + 1)2

T—400 T—+00 9 ((12 + 1) + (1'2 + 1) \/ _|_ \/ $3

— lim @+ 1)~ @+ 1)
%+°°2((x2+1)2+(x2+1)\/ +\/:c3+1 )

. 3at — 223 + 322
lim . .
v=to0 2 (4 4 222 + 1+ (22 + 1) Va® + 223 + 1 + Va2 + 429 + 626 + 423 + 1)

2 3
(o2
= lim
r—-+00 2 1 5 4 1
24 1+ﬁ+ 1+—2 1+—+—+ +—+—+ +

2
<3_E _> 1

2

_3

— i =

ritoo 2 1 , , 4 6 4 1 2

2 1+ﬁ+x4 1+ _6 1+E+E+E+E
Pour
cos (= cos (x) cos (= cos () cos (= cos (x)
2 2 2

lim = - - = lim — - - - = lim - =0
20 sin (sin x) z—0 sin (sinx) — sin (sin0) 20 cos (z) cos ((sinx)),

x—0
3.3 Comparaison des fonctions

Définition 3.3.1 (Vocabulaire et notations) Soient f et g deuz fonctions dé-
finies sur un domaine D, et o € R dans D ou & son bord, avec g ne s’annulant

pas en dehors de o (si o« € D). On dit que :
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1. f est négligeable devant g au voisinage de o, et on note

f=o0(g) si lim /(@)

=0
- g (@)

2. f est dominée par g au voisinage de «, et on note
f=0(g9) si f est bornée au voisinage de o
@ g

3. f est équivalente a g au voisinage de o, et on note

f~g st limf(x)

=1
a—a g (z)

3.3.1 Des propriétés élémentaires

Tous les résultats de cette partie sont élémentaires. Il faut les comprendre, et

savoir les prouver rapidement, puisqu’il n’est pas question de les apprendre.

Proposition 3.3.2 (Transitivité des comparaisons) Soient f,g,h trois fonc-

tions définies au voisinage de «

St f
Si f
Si

=o(g) et g=o(h)= f=o(h)
(9) et g=0O(h) = f=o(h)
9) et g=o(h)=[f=o(h)
Si 9) etgjO(h)éij(h)
Si (9) etg:h:fjo(h)
Sz'ij(g) etg:hiij(h)

- =
S Q °

el =l =

—

el

Q

Proposition 3.3.3 (Comparaisons de sommes et de produits) Soient f, g, u,v

quatre fonctions définies au voisinage de o € R

Si f=o(u)etg=o(u)=f+g=o(u), Si f=0(u)etg=0(u)=[f=0(u)

u

Sif~uetgrv= fgru |Sif~uetg~v= iN—

o o o o 1o g a v
Remarque 3.3.4 On ne sommes pas les équivalents et bien entendu on ne passe

pas les équivalents a [’exponentielle

Menguelti Al
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Fonctions usuelles au voisinage de +oo

On va ici comparer les fonctions de référence suivantes au voisinage de +oo,

d’abord & l'intérieur d’une méme classe, puis entre deux classes
5
s 2’ x+— (Inz)’ 2 — e By5eR

Proposition 3.3.5
Si B < B alors 2® = o (xﬂl)
+00
Si§ < & alors (Inz)’ =0 ((ln 91;)5>

Siy <~ alors e’ = o (e”’x)

+o0
Proposition 3.3.6 Lorsqu’il y a combat, ce sont les exponentielles qui [’emportent

sur les polynomes, qui ’emportent eux-méme sur les logarithmes”

¢ < 2’ <« (nz) < 27 <« °
<0 B<0 B'>0 >0

On a ici utilisé la notation f (z) < g(x) qui signifie f = o(g) (ici, c’est implicite-

ment au voisinage de +00).

Fonctions usuelles au voisinage de 0

On compare enfin les polyndomes et les logarithmes au voisinage de 07. Les

fonctions et tendant vers 1 en 0, ne nous intéressent plus.

Proposition 3.3.7
; / 8 _ Jé]
Si B < B alors x 070(35 )

Si§ <& alors (Inz)” =0 ((ln :L‘)6>

Proposition 3.3.8 Lorsqu’il y a combat, ce sont les polynémes, qui l’emportent sur
les logarithmes

2’ < (Inz)’ < 27
B<0 B'>0

implicitement, il s’agit de relations au voisinage de 0F
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3.4 Fonctions continues

Cauchy (1821) introduisit le concept de fonction continue, en exigeant que des
variations indéfiniment petites de x produisent des variations indéfiniment petites
de y f(z) sera fonction continue, si la valeur de la différence f(z+«)— f(z) décroit
indéfiniment avec celle de a. Bolzano (1817) et Weierstrass (1874) furent plus précis
la différence f(z) — f(xo) doit étre arbitrairement petite, si la différefunrce = — xq

est suffisamment petite

Définition 3.4.1 (Continuité en un point) On dit que f est continue en un

point xg € D si
Ve > 0,y >0,V €D |z — 20| <Ne ey = |f (2) = f(20)| <€

c’est-a-dire si f admet une limite en xq (cette limite vaut alors nécessairement f (zo)

Si A est un sous-ensemble de D, la fonction [ est dite continue sur A si et seulement
st f est continue en tout point de A. Si f est continue sur D, on dit que f est continue

partout

Si f n’est pas continue en xg, elle est dite discontinue en zy. La continuité
en xy est une propriété locale. Elle ne dépend que de la fonction au voisinage de
Zo. Intuitivement une fonction est continue sur un intervalle, si on peut tracer son

graphe « sans lever le crayon », c’est-a-dire si elle n’a pas de saut. Voici des fonctions
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qui ne sont pas continues en xg

u Y y
N M\ J,
xlo x x‘:’o o 1:

Définition 3.4.2 L’ensemble des fonctions continues de D dansR est noté C° (D, R).

Il existe une définition alternative de la continuité, que nous présentons mainte-
nant.

Théoréme 3.4.3 Soit f une fonction définie sur D et xy un point de D. Alors

. pour toute suite (un)n>0 QUi CONVErgevers X
f est continue en xy <= =

la suite (f(un))>o converge vers f (xo)

Autrement dit

V(tp)nso € RY tel que lim u, = z

n—-+o0o

f est continue en g <=

lim f(u,) = f( lim w,) = f (o)

n—-4o0o n—-4o0o

Démonstration. =—-On suppose que f est continue en xy et que (un)nZO est
une suite qui converge vers x, et on veut montrer que la suite (f(u,))>o converge
vers f (zo)

Soit ¢ > 0, Comme f est continue en zg, il existe un n > 0 tel que
VeeD |z—zo| <n=|f(z)—[f(z0)] <€
comme (uy,),>o est une suite qui converge vers o, IN € N tel que

vn>Na ‘Un—fofﬁﬂ

Menguelti Al
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On en déduit que, pour tout ¥n > N, comme|u,, — xo| < 7, on

| (un) = f(z0)| <€

et donc (f(un))so converge vers f (xo)

<=0On va montrer la contraposée : supposons que f n’est pas continue en
xo et montrons qu’alors il existe une suite (u,),>0 qui converge vers x, et telle
que (f(un))>o ne converge pas vers f (xo).

Par hypothése, comme f n’est pas continue en xq
de>0,Yn>0,3z €D |zv—zo| <n=|f(z)— f(xo)] >¢
On construit la suite (u,),>1 de la fagon suivante : pour tout n € N* | on choisit

dans l'assertion précédente n = — et on obtient qu’il existe (u,),>1 tel que
n >

et |f (un) = f (o) = €

|un, — 0| <

SRS

La suite (u,),>1 converge vers xo alors que la suite (f(u,))>o ne peut pas converger
vers f (zo) m

Exemples des fonctions continues.
1. Les fonctions constantes sont clairement continues.

2. La fonction identité sur D

Ip DCR+—R

xr—Ip(z)==x

est clairement continue.

3. La fonction f définie par

R+— R
1 —cos(x) .
e six#0
v f(2) =
1 S
5 six =
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est continue en 0. En effet, nous avons

donc

4. Soit une fonction yp R —— R définie par

(2) = lsizeQ
Xo W)= 0stzegQ

cette fonction est partout discontinue en effet soit z € Q et soit (u,)n>o une

suited’irrationnels tendant vers x«

lim xq (un) # Xo ( lim un)

n—-o0o n—-+00

Similairement x ¢ QQ considérons une suite de rationnels tendant vers x.

5. Par contre la fonction yg Q —— R définie par

Yo (m):{lsixé@

0size&Q

est continue (car constante). Ainsi, il est trés important de préciser le domaine
de définition.

Définition 3.4.4 (Continue a droite et a gauche) Soit f D+— R

— f est continue a drotte en xy lorsque

liin f(@)=f(x0) & Ve>0,I_,, >0,Vor €D xg <z <20+n = |f(x) - f(10)] <€

Tr—XT0

— f est continue a gauche en xq lorsque

lim f(z) = f(z0) & Ve > 0,3, ,,, Vo €D zo—n <z <20 = |f(2) — f(20)] <€

<
T—=T0

Menguelti Al
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— f est continue en xq lorsque

lim f («) = lim / () =  (xo)

T—=T0 r—>x0

Exemples de fonctions discontinues

1. La fonction

1

— stz #0

x
f(x) =

Osix=0

est discontinue en 0 en effet

lim f (z) = —o0, 1i£nf(x):+oo et f(0)=0

250 z—0

2. La fonction partie entiére
fx) =[]

est discontinue en tout point entier. En effet soit xq € Z alors

lim f(z) = lim [¢] =29 — 1 et lim f(z) = lim [z] =29 = f (z0)
< < > >
r—x0 r—x0 r—>x0 520

donc

lim f (z) # lim £ (2) = f (a0)

T—x0 =20

d’ou f est continue a droite mais discontinue & gauche

Définition 3.4.5 Si D est un intervalle de R, C° (D) désigne l’ensemble des ap-

plications de D dans R continues en tout point de D.
Proposition 3.4.6 Si f,g € C°(D) et a,3 € R alors
af+pg€C’ (D), fxgeC’(D)

Si f est a valeurs non nulles, alors

%e C% (D)

Si f € C°(D) est a valeurs dans J et g € C°(J), alors

gof € C° (D).
Si f,g € C°(D), alors |f|, max (f,g) et fT sont dans C° (D).

Menguelti Al
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Cette proposition regroupe des résultats qui sont conséquences simples du ca-

ractére local de la continuité, et des résultats de la partie précédente.

Proposition 3.4.7 Soient f D —— R : g J —— R deux fonctions telles que
f(D) C J. Sif est continue en un point xo et si g est continue en f(xq), alors

gof est continue en xg.

Définition 3.4.8 (Prolongement par continuité) Soit D un intervalle, xo un
point de D et f D/{xo} — R une fonction. On dit que f est prolongeable par

continuité en xq si f admet une limite finie en xy. Notons alors

lim f(z) =/

T—T0o

On définit alors la fonction f D — R en posant pour tout x € D

f (@) six#x
f(z) =

{  six=umx
Alors fv est continue en xq et on ’appelle le prolongement par continuité de f en xg.

Exemple

Considérons la fonction f définie sur R* par

f(z) = asin (é)

Voyons si f admet un prolongement par continuité en 0 7 Comme pour tout x € R*

o(5)
rzsin | — || <z
T

on en déduit que f tend vers 0 en 0. Elle est donc prolongeable par continuité en 0

on a

et son prolongement est la fonction fvdéﬁnie sur R tout entier

f(zx) siax#0
f(x) =
0 siz=0
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3.4.1 Propriétés des fonctions continues sur un intervalle
compact

Définition 3.4.9 (Intervalle compact dans R) Soit I intervalle de R. I est dit

compact dans R si seulement si I est un intervalle fermé et borné

Définition 3.4.10 Soient f : D —— R et xy. La fonction f admet un mazimum
en xqo St

Vee D f(x) < f(xg)

La fonction f admet un minimum en xo Si
Ve e D f(x) > f(zo)

Théoréme 3.4.11 (Bolzano-Weierstrass) Soit f [a,b] — R une fonction conti-

nue. Alors l’ensemble
f ([a,0) ={f (z) z € [a,b]}

est borné et il existe x,, € [a,b],xp € [a,b] tels que

f(@a) = inf f(z)= min f(2)

x€[a,b] z€la,b]

f(@y) = sup f(x)= max f(z)
xE[a,b} we[a»b]
Ce théoréeme remonte & Bolzano et a été utilisé par Weiestrass (1861) et Cantor
(1870).

Remarque 3.4.12 Les hypothéses de ce théoréeme sont essentielles :
* Prenons la fonction
rst 0<z<l

fle) = )
1 six=—-
2
Alors sup f(x) =1 mais cen’est pas un mazimum f est discontinue en 1

z€[a,b)
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* La fonction
1
fx)=—= avec 0 <z <1
x

n’est pas born “ee sur 'intervalle considéré. Dans cet exemple f est continue,
I’intervalle considéré est borné mais n’est pas fermé.
* Consid “erons
f(z) =exp(z) si —oo<xz<0.

On a
inf f(zr)= inf exp(z)=0

—oo<x<0 —oo<x<0
mais ce n'est pas un minimum. Ici f est continue et ’intervalle considéré est

fermé mais il n’est pas borné

Démonstration. Montrons que f est majorée, raisonnons par 1’absurde. Sup-

posons que ’ensemble
f([a,8]) ={f (z) = € [a, 0]}

ne soit pas majoré. Pour tout n € N il existe ¢, € [a, b] tel que

f(%) >n

D’aprés le théoreme de Bolzano-Weierstrass théoréme (2.3.8) il existe une sous-suite
(cgo(n)) de (¢,) qui converge vers une limite ¢. Comme a < Com) < b par passage a
la limite dans cette inégalité a < ¢ < b et puisque f est continue sur [a, b]

lim f(cpm) = f(c)

n—-+00

D’autre part, par construction

f(cw(n)) > p (n)

par conséquent,

lim f(cpm)) = +00

n—-+00
ce qui est absurde. Notons M = sup{f (z) x € [a,b]}. Par la proposition (1.2.13),

pour tout entier n > 0, il existe ¢, € [a, b] tel que

M-t<fe) <
n
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Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass théoréeme (2.3.8), il existe une sous-suite

(¢y(ny) de (c,) qui converge vers une limite z); € [a,b]. Par continuite,

lim f(cpmy) = f(onm)

n—-+o00

et par passage a la limite dans I'in “egalité ci-dessus lirf f(cpm)) = M. Ainsi

flzar) =M

fet le sup est atteint en x,;, ¢’est donc un max. La méme preuve s’applique pour le

minimum. |

Théoréme 3.4.13 (Théoréme des valeurs intermédiaires le cas ou A = 0) Soit

f [a,b] — R une fonction continue. Si

fla)f(b) <0

alors il existe ¢ € [a,b] tel que

fe)=0
Démonstration. On suppose que f(a) < f(b) et 0€ [f(a), f(b)] .On pose :
A=A{zrefab],f(r)<0}

L’ensemble A est non vide (car il contient a) et est majoré par b. Il admet donc une

borne supérieure qu’on note c¢. On a
a<c<bd

a € A et b est un majorant de A. On va montrer que f(c) = 0. On commence par
remarquer qu’il existe une suite (c,),~, de points de A tel que
lim ¢, =c

n—-+o00

Par continuité de f en ¢, on a donc

fle) = Tlim f(cn)

n—-4o00o

Menguelti Al



Menguelti Al

3. Fonctions d’une variable réelle 122

et donc, comme f(¢,) > 0 pour tout n € N, on en déduit que f(c) > 0. On suppose

maintenant que
fle) <0

et on montre que ceci est impossible. On a donc ¢ < b (car f(b) > 0). Posons
e=—f(c)>0.
Par continuité de f en c,il existe donc n > 0 tel que
Vo €fa,b] |z—c<n=|[f(z)-f(g)]<e
On a donc, en particulier, avec 5 = min(n;b —c¢) > 0
c<z<c+p=f(z)< flc)+e=0
Ceci prouve que ¢+ [ € A, en contradiction avec la définition de ¢ (qui est
¢ = sup A.
On a ainsi montré que f(c) n’est pas strictement inférieur a 0. Donc f(c) =0 m

Théoréme 3.4.14 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f [a,b] —
R une fonction continue. A et un réel compris entre f(a) et f(b). Alors il existe
c € [a,b] tel que

fle)=A

Démonstration. Si A = f(a), on prend ¢ = a et si A = f(b), on prend ¢ = b.
Donc A # f(a) # f(b). Soit la fonction

g la,b] — R
z — g(x)=[f(z)—A

La fonction g est continue sur [a,b] et
gla) = fla) =X g(b)=f(b) —A

et
g(a)g(b) <0



Menguelti Al

3. Fonctions d’une variable réelle 123

donc il existe ¢ € [a,b] tel que

9(c)=0= f(0) =X

On peut résumer le théoréme des valeurs intermédiaires et le théoréme de Weiers-

trass en ’énoncé suivant m

Corollaire 3.4.15 L’image d’un intervalle par une application continue est un in-
tervalle, I'tmage d’un intervalle compact par une application continue est un inter-

valle compact.

Théoréme 3.4.16 (Fonctions réciproques) Soient D un intervalle de R et f
D —— Rune fonction continue et strictement montone sur D. Alors f établit une
bijection de D sur lintervalle E = f(D). L’application réciproque de f, notée f=1

est continue sur E et a la méme montonie que f.

3.4.2 Continuité uniforme

Définition 3.4.17 (Continuité uniforme) Soit f D — R. On dit que f est uni-

formément continue sur D lorsque
Ve>0,3n. >0Ve,y e D, |z —yl<n=|f(x) - fy) <e
Remarque 3.4.18 La définition de la continuité en un point y est
Ve >0,y >0Vz €D |z —y|<n., =If(x)-f(yl<e
et celle de la continuité uniforme
Ve>0,3n. >0Ve,y e D,|z —yl <n=|f(x) - fy)l <e
Dans le premier cas n dépend de y et €, dans le second cas 1 ne dépend que de €.

Proposition 3.4.19 Toute fonction uniformément continue est continue.

Définition 3.4.20 (Fonction lipschitzienne) On dit que la fonctions est lipschit-

zienne sur D si il vérifie
Vo,y € D, |f(z) = f) < kle—y| keRy

Le cas au k € ]0,1[ on dit que f est contractante
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Exemple

1. Toute fonction lipschitzienne f : D —— R est uniformément continue sur D.En

effet par définition
Ve,y € D,|f(z) = f(y) < klz—y] keRy
on peut prendre 1 = % on obtien

Ve>0,Vz,ye D, v —y|[<n= [f(z)—f(y)|<e

2. La fonction f(x) = z? n’est pas uniformément continue sur R.En effet soit

x,y € R tel que

‘x —y}<5:>|x—y||x+y|<5:>|z—y|_
|z +

Il faut donc prendre

n < Vr,y € R tel que +y # 0

rE
Hélas )
inf 0
B g A=

et un tel n ne saurait étre positive. Mais la fonction f(z) = z? est unifor-
mément continue sur tout intervalle férme borné [a,b]. En effet soit =,y €
[a,b] tel que
£ 3
yl < < —
eyl = min {lztyl z4y 70}
€la,

)

{xQ—yQ‘§s:>|m—y||x+y|§6:>|x

Il faut donc prendre

3

min {jo+y| @+y 70}
z,y€[a,b]

3. La fonction f ]0,1] —— R n’est pas uniformément continue. f n’est pas

uniformément continue donc

35>07V775>07337796D7|$_3/|§77:>|f(5’7)_f<3/)’25
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Raisonnons par ’absurde. Fixons € = 1.Supposons qu’il existe n > 0 tel que
1 1
lr—yl<n=|-——-|<e=1
r oy
En particulier, y = n nous obtenons

1 1
SN
ron

alors
1

1
S<1+-
x n

Laisser z tendre vers 0 nous méne 4 une contradiction

Les contre-exemples de fonctions continues mais non uniformément continues
ne sont jamais sur des segments. Cela provient du fait que toute fonction continue
sur un compact est en fait uniformément continue, comme le montre le théoréme

suivant.

Théoréme 3.4.21 (Heine, 1872) Soit f : [a;b] — R. Si f est continue, alors f

est uniformément continue.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. Soit f : [a;b] — R non uniformé-

ment continue.
de > 0,Vn > Oazlxmyn €D, ’xn - yn| <n= ‘f(xn) - f(yn)’ > €

Prenons

’r]:

S|

~—

ot n € N. On obtient ainsi deux suites (,,)n>0 €t (Yn)n>0 qui vérifient

et |f(xn) = fyn)l = €

S|

Tn,Yn € [a; b] |xn - yn| <
En utilisant le th “eor‘eme de Bolzano-Weierstrass théoréme (2.3.8) on peut extraire
de ces suites deux sous-suites convergentes (Zy(n))n>0 €t (Yip(n))n>0-Comme

1
¢ (n)

Lo(n) — yw(n)’ <
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ont une limite commune ¢. Comme

| (2om) = f (Yotm)] > €

puisque f est continue on a

lim |f (o) — f (yso(n))‘ - ‘f( fin 913<p(n)) B f( lim. y@(n))‘ =°

n—-+00 n—-—+0o n—-+o0o

donc
0>c¢

ce qui est absurde. m

3.5 Exercices

Exercice 3.5.1 Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes d’une

variable réelle

flx)=v-z+ \/11__96,9(93) = /tan (2), h (z) = \/cos (22), k (z) = log (1 + )

l1—=z

Exercice 3.5.2 Soient f et g deux fonctions définies sur Ry tel que

. f(z)
VeeR, g(z) >0 IETOO e

— (40

Montrer que
lim f(zr)=0« lim g(z)=0

T—+00 T—+00

Montrer que si £ > 0

lim f(z)=+c0< lim g(x) =400

Tr——+00 Tr——+00

Exercice 3.5.3 En utilisant la définition d’une limite, montrer que :

r—35

: : 1 : 2 . z?
hné (3z — 2)sin Br=2) =0, gl;lg(l) —( L) = Q,IEIJPOO gl +00
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Exercice 3.5.4 Soit (a,b) € (Ri)Q calculer les limites suivantes

Do VrHl—V1—2z . a4+ 1l—y1—am  3z+1-2 . 1 1 ,
lim ,lim , lim Jim (| —= 4+ ——=— ) sin ()
2—0 T 2—0 " e—1 yJr—1 a0\ Yz  sin(2x)

2 2 =
ot _ e T4\ z 1
b ot () VTV i (4 ))

lim (2 sin (v/z) 4 v/zsin (é))x

z—0

Exercice 3.5.5 Etudier les points de continuité des fonctions suivantes :

r—1 2
: 2
e six#1 z” + 2|z siz 40
T
f(z)= g(z) =
1
— stx=1 2 stx=0
n

Exercice 3.5.6 Soit f la fonction definie sur R*par :
1
Fo=a|]

x
1. Quels sont les points au f est continue ?.
2. Donner les Itmites a droites et a gauche en un point de discontinuite de
f-
Exercice 3.5.7 Soit f la fonction réelle a valeurs réelles définie par
r stx<l
f)=< 22si1<2<4
8x si >4
1. f est elle continue ¢

2. Donner la formule définissant !

Exercice 3.5.8 Soit f [a,b] — R une fonction continue. Prouver que,si on a

f (@) + f o) + f(w3) + ...+ f ()

n

X1 T2, T3 ... %, € [a,b] = 3o € [a,b] tel que f(xo) =
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Prouver que ’équation

(1 —x)cos(x) =sin(x)

T
admet au moins une solution dans }0, 5[

Exercice 3.5.9 FEtudier la continuité uniforme des fonctions suivantes dans les

tervalles donnés

y=Vo zell,too[,y=2" z€]-5,5

3.6 Solution des exercices

Solution d’exercice (3.5.1)

1. Precisons 'ensemble de difinition des fonctions suivantes

F @) =V g () = Vi (@), b (x) = Veos (20) k() = 5D

f est bien définie si

—xz>0etl—x2>0
donc

Dy =]—00,0]N]—o00, 1] = |—00,0]

2. g est bien définie si
tan(z) >0 = x € [knr, g—i—kw[ kekZ

donc

D, = [lm, g+lm[, keZ

3. h est bien définie si

cos (22) > 0 = 2z € [—%ka, g—i—Zkﬂ[ kel

donc

T T
D, = [—Z—I—lm, Z+lm}, ke’
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4. k est bien définie si
r>—-letr#1=xe|-11U]|-1,+o0]

donc

Solution d’exercice (3.5.2)

Montrons que si on a

VeeR, g(x) >0 lim /(@)

=/
TR

alors

lim f(z) = 0 < lim g(x)=0

Tr—-+00 T—-+00

lim f(z) = 4o lim g(x)=+o0

Tr—400 T—+400

Par définition on a

lim /(@) ={&Ve>0,dB>0,Vr e D szi‘f(x)—f'gs
z—+o0 g () g(z)
donc
(o< ® iy
g9 (x)

Comme Yz € R, g (z) > 0 nous obtenons que
(l—e)g(@) < f(z)<(e+0)g(x) VeeRy
Si maintenant nous considérons

lim f(z)=0= lim g(z)=0

T——+00 T——+00
et si

lim g(z)=0= lim f(z)=0

T—+00 Tr—-+00
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donc
lim f(z)=0<« lim g(z)=0

Tr——+00 Tr——+00
de méme si
lim f(z)=+o00= lim g(z)=+o0

z—-+00 -
et si
lim g(z) =+4oc0= lim f(z)=+4o00
T—-+00 T—+00
d’ou

lim f(z)=+oc0< lim g(x) =400

r—-+00 T—+00

Solution d’exercice (3.5.3)

En utilisant la définition d’une limite, montrons que :

. . 1 . 2 . x2
hl’% (3.’13' — 2) S1n m = 0, hH(l) - 1~ — 2’ 1151_’1 ﬁ = 400
T3 o (1 + e_ﬂ) re
Pour

lim (32 — 2) sin (m) — 0

T—3

3

Soit € > 0 . )
oo =20 ()| < o (-5 =
alors
(-Dlsi
3 3
donc
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Soit e > 0
1
2 %¢ 1
2| = || <2 Bl <2fef <&
<1+e 7|) 1+e o
alors
€
2] <5
2
donc
€ € 2
Ve>0,In==>0,VeeD |z|]<=-= ~ — 2| <e
<1+e~’f|)
Pour
. z?
lim =400
r—too T + e %
On a
x? x?
> = — car x> e * au vosinage de + oo

r+e* T x+w
Soit A > 0 tel que
> A

|8

alors
2

> A

r+e T

VA>0,dB=2A>0,Ve € D = >2A =

Solution d’exercice (3.5.4)

Calculons

hm\/x—i—l—\/l—x:hm (Ve+1-vV1-2)(Voe+1+V1-2)

z—0 x z—0 v(Vz+1+v1-2)

2
= lim =1
x—0

(Vo +1+VI—2)

Calculons

VIl —T—am (Ve +1-yV1—am) (Vam+1+/1—a™)
lim = lim
20 " 70 o (Vir 141 —a7)
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alors
0 st m>n

lin(l)xm_”: lsin=m
xr—
0f si+o00, 07 st —o0 pour m<n

Calculons

lim@:hm (\/m_ )(m+2)(\/_+ 1)
ve-lo e (Ve TH2) (Ve - ) (Va1

r—1

33 Werl) L 3G+l 3
xa(¢§:f+2ﬂx—n x4(¢§:_+@ 2

Calculons

lim (\;_ ﬁ) sin (r) = glcli% (SH;/(;) + 2(:01 (a:))

x—0

1 sin(xz) 1 . sin(z) . =
- gl T =g i Sl — gl 9

Calculons
2

alors ,
1 — A

b T
1_ x
lim LV N el T R
X

a

Nous pouvons donc calculer

1—h* 1—ht 1 eth®
t

2 t—0 t t—0

_ tin(h ‘
= —Inhe —o =

lim
z—0 €x

Menguelti Al
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et de la méme maniére on a

lim (L= 2:lnh2
(25—

x—0 x

Aprés substitution, nous obtenons

fope @0 b —lh -1 1 1
z—0 x—0 (am _ bm)Q o (ln h)2 o Inh o b o ] E
In(2 n
2(2) ()
Calculons .
, a® +b*\z 1 a® + b*
lim = limexp [—In
z—0 2 z—0 x 2
On pose
f(m)zln(a —Z{—b ) :1n<1+a —2|—b —1)
On a (14t
T G
t—0 t
donc il existe un fonction
o) 2t
tel que
In(1+1¢)=tp(t)
alors
o= (S50 1) (S5 - 1) = (T 1) e e v @)
2 2 2 z—0
Conséquemment,
) 1 a® 4 b* ) 1 (fa®+ "
Jim exp {;1’“ < > )} = limexp [; < > 1> W’)}
L (a® + 0" — 2)
= lim exp [ 5 ¥ (z)
Nous allons donc premiérement déterminer
THbH—2 1 1 1
i{l})% =3 (a® +b" — 2)"0 =3 (Ina a® +1nb b*)|, = 5 (Inab )
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En substituant ceci dans I’expression

. (a® 4+ b — 2) B 1 B
glclir(l)exp Tw (r)| =exp 5 (Inab )| = Vab
Calculons
lilil Va2 +x—+vVr+3
On a

A*— B*=(A-B)(A*+ AB + B?)
onpose A= vr2+zet B=+r+3
(22 +2— (z+3) Vo +3)

lim Va2 +2—+vVr+3= lim

oo roteo ((m)ﬁ (Va2 +z) (Vo +3) + x+3>
, (a* + 223 + 2% — (2% + 92 + 272 + 27))
= lim

T—-+00

(3 (22 +2)* + (V22 + ) (\/x—i-?))-l—(x—i-?))) (22 + 2+ (z+3)Vz +3)

_ lim ot + a3 — 822 — 27w — 27
votoo (Vat+ 203 + 22 + Va2 + avr + 3+ (z +3)) (22 + 2+ (24 3) Vo + 3)

B — 8x2 — 27w — 27
m_)%o 4/3 3 7/6 3 1 1 3 :
4381+ — +—+x/ 1+— 1+ + (z +3) 1+;+ P v +3
T
B 1—1—3:1— — 27x~ 27:1:_4)
m—>+oo B s 1 1 3\
210/3 31 + + _ + 1/6 31 + 41 + + —1/3 +31'_4/3) 1 _|_ + + —
. x? . 2
= Hm g = lim w8 =00
Calculons )
lim (In(14e®))=
Jm (In (1 +e7))
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Sachant que

on peut le reformuler ainsi
In(1+1¢)=tp(t)

pour une certaine fonction ¢ qui vérifie

lim g (1) =1
donc
In (1 + 6_m) =e “p (e_"”)
alors
: —z 1 : —x —x 1 : 1 — —z
i (0 () =t (e () = o [ ()
_ 1t i e
= e |1 e
donc .
: —x\\z — ,—1
i (14 =
Calculons N
lim (2 sin (\/5) + /x sin (1))
r—0 x
On pose
g () = 2sin (v/z) + /xsin (é)
alors

lim <28in (V) + Vasin @)) — lim exp v In (g (+)]

on peut reformuler
In(1+4+¢
lim M
t—0 t

=1

par
In(1+1¢)=tp(t)
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Ainsi

lim exp [z 1n (g (2))] = }:lir(l) exp[zln(1+ g (z) — 1)] = limexp [2* (g (z) — 1) ¥ (z)]

x—0 x—0

avec
U () = o (g (x) — 1)) tel que lim: (2) = 1
donc x
;lcii% (2 sin (\/5) + /x sin (%)) =1
Solution d’exercice (3.5.5)

Pour la fonction

—1
° six#1
" —
f(x) =
— stx=1
n

on la réstriction de la fonction f sur R/ {1} est continue en effet cette réstriction est

une composition et somme et multiplication des fonctions continues sur R/ {1}. On

a
n—1
A" — B — (A _ B) <Z An—k—lBk>
k=0
alors ) )
T .
T R L
S TS
k=0 k=0

donc la fonction est continue sur tout R

Pour la fonction

2
2
Lm siz#0
T
g(x) =
2 six=0

on la réstriction de la fonction ¢ sur R/ {0} est continue en effet cette réstriction est

une composition et somme et multiplication des fonctions continues sur R/ {0} . On
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a
2
2
lim g(x) = lim T lim r+2=2
xz—07t x—07t x z—0t
2
-2
lim g (z) = lim ~ L lma—2=-2
z—0~ z—0~ X z—0~

alors la fonction g n’est pas continue en point 0 en effet

lim g (z) # lim g (x)

z—0t z—0—

Solution d’exercice (3.5.6)

Soit f la fonction définie sur R*par :

Siz>1, alors

et
f(z)=0

La fonction f est donc continue en tout point de [1, +00| . Soit k£ € N* sur I'intervalle

bl
F+1k

donc f coincide avce la fonction
f () = ha?
qui est continue. A droite du point o la fonction coincide avec

f(z)=(k—1)a®

donc
lim+f(x): lim (k—1)2?=- — =

~
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1
A gauche du point T la fonetion coincide avec
f(x) = ka?

alors
1

li = -

im _f(z) =+
(%)

. . . . 1

La fonetion est donc discontinue en tout point de la forme z

Solution d’exercice (3.5.7)

1. Soit f la fonction réelle a valeurs réelles définie par

r stx<l1
f@)=< 2?2si1<ax<4
8Vx si x> 4
On a
lim f () =1=lm /()= £ (1
r— r—1-
et

li =16 = i =f4
Tim f (r) =16 = Tim [ (r) = f (4
alors f est continue en 1.et 4 d’oul la continuité de la fonction f.

2. Donnons la formule définissant f~!. On a
fof ™ (z)=x
alors

Yy = x st r<l=z=y siy<l

y = :1:232'1§x§4:>x:\/§5i1§\/§§4:>x:\/§sz’1§y§16

¥ Y Y
y = 8\/552'13>4:>x:6—4si6—4>4:>x:6—43iy>16

Menguelti Al



Menguelti Al

3. Fonctions d’une variable réelle 139
donc
r str <l
Fl(z) = Vasil<az<16
2
T
Sl 1
6 st x> 16
Solution d’exercice (3.5.8)
Soit f [a,b] — R une fonction continue. Montrons que, si on a
X1 T2, T3 ... %, € [a,b] = 3o € [a,b] tel que f (o) = fx) + flae) + fws) +.. .+ @)
n
On pose
M = max{f(:cl),f(xg),f(xg),...,f(:vn)}
m = min{f(Il),f(ZEQ),f(ng) DI 7f(xn)}
On a alors
m < fxg) <M 1<k<n keN
donc
k=n k=n k=n
ZmSZf(xk)SZM
k=1 k=1 k=1
d’ou
k=n
nmﬁZf(a:k)<nM
k=1
alors
1 k=n
m< =Y flz) <M
k=1
Il existe donc
k=n
Jxg € [a,b] tel que f(x9) = — Zf (k)
k=1
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T
admet au moins une solution dans }O, 5 [ On pose

g(x) =(1—x)cos(x) — sin (z)

on a
g(0)=1 etg(%) =—1
donc .
9(0)g (§> <0
:Hae}o,g[ tel que g (o) =0
g est continue sur ]0, g[
d’ou

aae]o,g[,u—a)cos(a) — sin (@)

Solution d’exercice (3.5.9)
Soit f D — R. On dit que f est uniformément continue sur D lorsque

Ve>0,3, >0Ve,y e D,z —y| <n=|f(x)— f(y) <e

Alors pour
y=+z €l +o0]
o syl _ eyl
xr — xr —
!f(@—f(y)\:!f—m:ﬁfﬁs L <e
donc

Ve >0,3dn. > 0,Vz,y € D, |z —y| < 2 = ’\/E—\/gﬂ <e
alors f est uniformément continue sur [1, +oo[. Pour
y=a" z€]-p0]
on a
[f (@) = fl = |o® = ?| = lo —yllo +yl <o -yl (] + |y]) < 28|e —y| <e

donc

Ve > 0,3, > 0,Vo,y € D, |z — y S%i |332—Z/2| <e€

alors f est uniformément continue sur |-z, 3].

Menguelti Al
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3.7 Dérivabilité en un point et sur un intervalle

Les applications les plus simples (hormis les applications constantes) sont les

applications dites affines, c’est-a-dire de la forme
fix—ar+0b abeR

le graphe d’une telle application est une droite et I’on peut prédire immédiatement
la valeur en un point x intermédiaire entre deux points distincts z; et x5 dont on

connait les images par :

[ (2) — f (1)

Lo — T1

f(z)= (. —m1) + f (71)

Il est donc important de savoir “approcher” une fonction f quelconque par une
fonction aussi simple, au moins prés d’un point xg du domaine de définition de f.

C’est ceci qui nous conduit a la notion de dérivabilité en un point z.

Définition 3.7.1 Soit f une fonction définie dans un voisinage V' d’un point xq de
R (c’est-a-dire au moins dans un intervalle ouvert |zg — 1, xo + 1| contenant zy). On
dit que f est dérivable au point xy et admet comme nombre dérivé en xy le nombre

a(xg) si et seulement si on peut écrire, pour h € |—n,n[ avec |xg —n,x0 +n[ CV
f(@o+h) = f(20) +alzo) h+he(h)

ot la fonction e définie dans |—n,n[\ {0} par

f(xo+h) — f(20) —a(wo)h

e(h) = :

est telle que

lllii%e (h)=0 (3.1)

La limite (3.1) signifie qu’au voisinage de ¢ la fonction f ne différe de la fonction

affine © — f (z0) + a (z0) (x — x9) . En effet on pose

h = (x — xo)
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on a

lime(h) =0= lim e(x —x9) =0

h—0 T—xQ

on obtient alors

lim & (z — 25) = 0= lim f (@) = f(w0) —a (o) (x — x0)
T—T0 0 T—T0 (ZL’ — $0)

=0

La fonction
x> f(x) = f(z0) — a () (¥ — x0)
est négligeable par rapport & |z — x| lorsque x se rapproche de zy. La définition

(3.3.1) perme d’écrire pour un tel terme
z+— f(z) = f(z0) — a(zo) (x — z0) = 0|z — 2o|)
On a une définition équivalente & la définition (3.7.1)

Définition 3.7.2 Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle |a,b|, et soit

xo € |a,b[. On dit que f est dérivable en xq si le rapport

Jim f(fﬂ‘gi - io(l’o) = a(xp) = dfgo) — (o)
f(x) = f (x0)

Le rapport est appelé taux d’accroissement de f en xg.

T — X9

Exemple. Soit f définie par

flz) =a"
De l'identité
k=n—1
(x—fo) § : l’kl‘n_k_l
) prd k=n—1
0 — ( — ] = ol R qvec x # g
r—x T —
0 0 P
on déduit que f est dérivable en tout point x
k=n—1 k=n—1
. f(x) = f (2o . —k— — _
hm—() ( ):hm E xkxgklz E xglznxgl
T—T0 T — o T—T0
k=0 k=0
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Définition 3.7.3 Lorsque [ est définie au moins dans un intervalle semi-ouvert
[0, To + [, on dit de méme que f admet une dérivée a droite en xy avec pour dérivée

a droite en xq le nombre réel a, (o) si et seulement si pour h € |0, 7]
f(@o+h) = f(x0) +as (o) h+ h ey (h)

ou la fonction £, (h) définie dans |0, n[ par

f (o +h) = f(x0) —ay (wo) b

g4 (h) = A

est telle que

lim Ex (h/) =0

h—0+
ou de maniére équivalente

lim L@ =S @)
:c—wa' T — T

Définition 3.7.4 Lorsque [ est définie au moins dans un intervalle semi-ouvert
[xo — 1, x0[, on dit de méme que f admet une dérivée a gauche en xy avec pour

dérivée a gauche en xy le nombre réel a_(xq) si et seulement si pour h € |—n, 0]

f(wo—h) = f (o) —a_(xo) h—h e (h)
ou la fonction e_ (h) définie dans |—n,0[ par
f(@o —h) — f(x0) —a_ (o) h

_(h)=
= (1) ;
est telle que
li _(h)=0
g == )
ou de maniére équivalente
lim f(m)_f(wo) - a_ <£E )
T—xy r — Tg
Proposition 3.7.5
| est dérivable au point xy < lim /(@) = J (@) =1l f (@) = J (o) = 1" (z0)
Ty Tr — To T—wd T —Zo
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Définition 3.7.6 (Dérivée en un intervalle) Soient D un intervalle ouvert de
R et f: D+ R une fonction. On dit que f est dérivable sur D si f est dérivable

en chaque point de D. On obtient alors une fonction

ff:D—R
df o
v @y =

dériée de f sur D.

Proposition 3.7.7 Soient D un intervalle de R et f : D —— R qu’on suppose
dérivable en un point xo de D. Alors le nombre dérivée de f en xy représente le

coefficient directeur de la tangente de f en xg.

Proposition 3.7.8 (Equation de la tangente) Soient D un intervalle ouvert de
R, f: D —— R une fonction dérivable en xy et My = (xq,yo) sur la courbe de f.

L’équation de la tangente T au point My est

y = f"(x0) (x — o) + f (w0)
Exemple. Soit f définie par

1
L’équation de la tangente T" au point My = (1, §) est y=x— 3
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Si les dérivées a gauche et & droite existent et sont différentes, ils existent alors deux
demi-tangentes & la courbe Cy au point (zo, f(zo)) dit point anguleux , comme on

peut le constater sur le graphe ci-dessous

f@) = s 4]

Proposition 3.7.9 (Rapport avec la continuité) Soient D un intervalle ouvert

de R, f: D v+— R une fonction dérivable en xq alors [ est continue en xg.

Démonstration. Si f est dérivable en x alors,

f(xo+h) = f(x0) + f (x0) h + h e (h)

tel que
}lbii%e (h)=0
On pose h = © — xy on obtien
f (@) = f(20) + ' (20) (x — @) + (z — 20) € () (3.2)
et
lim e (z) =0

On fait tendre x vers zo dans (3.2) on obtient donc

lim f(z)= f ()

Tr—T0

d’ou f est continue en x, m
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Remarque 3.7.10 La réciproque est fausse. Prenons, par exemple, la fonction :

f(x) = |z

La fonction est bien continue en 0. f n’est pas dérivable en 0. Par contre, on peut

dire que f est dérivable & droite en 0 avecf)(0) =1 et dérivable & gauche en 0 avec

f1(0) = 1.

3.7.1 Calcul des dérivées

Théoréme 3.7.11 (Théorémes généraux) Si [ et g sont dérivables sur D et
st A € R alors les fonctions f + g, fg ,i (g(x) #0Vz € D) sont dérivables
g

sur D avec les formules :

Somme (f _|_g)’ =f+q

Produit (f9) = flg+ fd

Quotient <i> _ flg;lef
9 g

Théoréme 3.7.12 Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors gof est

dérivable en x de dérivée
gof (x) = f'(x) gof (v)

Corollaire 3.7.13 Soit D un intervalle ouvert. Soit f : D —— J dérivable et
bijective dont on note f~*J —— D la bijection réciprogque. Si f' ne s’annule pas sur
D alors f~! est dérivable et on a pour tout x € J

—1\/ o 1
U 0= 7

Démonstration. Notons ¢ = f~! la bijection réciproque de f . Soit yy € J et

xo € D tel que yo = f (z9). Le taux d’accroissement de g en yq est :

9w —9Wwo) 9 —9w)
Y—Yo fg () — [ (o)
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Lorsque y — yo alors ¢ (y) — ¢ (yo) = xo et donc ce taux d’accroissement tend vers

Ainsi

9 0) = Fag =9 W= T

finalement on obtient .

I = =y

V0= )

Il peut étre plus simple de retrouver la formule & chaque fois en dérivant 1’égalité
fog(x) =

ol g = f~! est la bijection réciproque de f. En effet a droite la dérivée de x est 1;

a gauche la dérivée de
fog(z) =g’ (x) f'og (z)
L’égalité fog (z) = x conduit donc a 'égalité des dérivées
g (z) flog (z) =1
Mais g = f~! donc
1

LR L)

Exemple : Soit f : R —— R la fonction définie par

on a

on a

Menguelti Al
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donc
(@) = (2) = (In(2)) @ =1 = (In(2)) z = 1

alors

Exemple : Soit f : R —— R la fonction définie par
f(z) =22 + .

Etudions f en détail. Tout d’abord
1. f est dérivable car f est la somme de deux fonctions dérivables. En particulier
f est continue.

2. f est strictement croissante car f est la somme de deux fonctions strictement

croissante.

3. f est une bijection car

lim f(z) =4occet lim f(z)=—o0

T——+400 T——00

on a
fl(r) =242 #A0Vr € R

4. Notons g (z) = f~'(z) la bijection réciproque de f. Méme si on ne sait pas
a priori exprimer g, on peut malgré tout connaitre des informations sur cette

fonction : par le corollaire ci-dessus g est dérivable et 'on calcule ¢’

,( ) B 1 B 1
T T @) 21 209
comme

flg(@) =z=2g(x)+M =g
alors

€29 — g — 29 ()

Cela conduit a
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Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules & connaitre, x

est une variable. Le tableau de droite est celui des compositions u représente une

fonction
Fonction f | Dérivée f’ Domaine de déf. de f’
x® ar® (o € R) Ry (a>1) RY (a<1)
1

_ R*
\/E 2\/5 +
e’ e’ R
1 ! R*
nx —

- -
cos () — sin () R
sin () cos () R

1
tan (z) 1+ tan?z = R—{E+k’7rk:€Z}
cos? ()

3.7.2 Accroissements et dérivées

L’application principale de la notion de dérivée est ’étude des accroissements

d’une fonction.

Définition 3.7.14 Soit D un intervalle ouvert. Soit f : D — R une fonction
dérivable en xq € D
— On dit que xo est un point critique de f si f'(xo) = 0.
— On dit que f admet un mazimum local en xo (resp.unminimum local en xy)

s’il existe un intervalle ouvert J contenant xq tel que
Vee JND f(x)< f(xg) resp.VereJND f(x)> f(x)

— On dit que f admet un extremum local en xq si f admet un maximum local ou

un minimum local en ce point.

Proposition 3.7.15 (Caractérisation des extrema par la dérivée.) Soit D un
intervalle ouvert. Soit f : D —— R une fonction dérivable en xo € D telle que f

admet un extremum local en xq, alors

f,<$0> = 0

Menguelti Al
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Remarque 3.7.16 Prétez attention au fait que la réciproque est fausse comme nous
le prouve ’exemple
f(x)=2"en 0

vérifie f'(0) = 0 mais xo = 0 n'est ni maximum local ni un minimum local.
f'(z0) = 0 % toujours que f (xg) est un extremum local

Dire que f a un mazimum local en xo signifie que f(xo) est la plus grande des
valeursf(x) pour les x proches de xo. On dit que f : D — R admet un maximum

global en xo si pour toutes les autres valeurs f(z), x € D on a

f(@) < f (20))

(on ne regarde donc pas seulement les valeurs de f (x) pour x proche de xy). Bien

str un mazimum global est aussi un mazximum local, mais la réciproque est fausse.

y /—\
mazximum

global

MINIMums

local <

mazximumslocal

Démonstration. De la proposition (3.7.15) . Soit z¢ tel que f admet un maxi-
mum local en zy (le cas d’'un minimum est identique). Puisque f(x) < f(xy) Vx €

|zo — m, xg + 1| nous avons

<0 stxg<ax<x9+7

f(x) — f(20)

r — X9

est

>0sixg—n<x<x

La limite est ainsi positive et négative, et donc nulle. m
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Théoréme 3.7.17 (Théoréme de Rolle) Soit f : [a,b] — R telle que

1. f est continue sur [a,b]

2. f est dérivable sur ]a,b]
3. f(a) = f(b)

Alors
Je € |a, b tel que f'(¢) =0

Démonstration. Tout d’abord, si f est constante sur [a, b] alors n’importe quel
¢ € |a, b convient. Sinon il existe xy € [a,b] tel que f(zg) # f(a). Supposons par
exemple f(xg) # f(a). Alors f est continue sur Uintervalle fermé et borné [a,b],

donc elle admet un maximum en un point ¢ € |a, b[. Mais

f(e) = f(xo) = f(a)

donc ¢ # a. De méme comme f(b) = f(a) alors ¢ # b. Ainsi ¢ € ]a,b] . En ¢, f est

donc dérivable et admet un maximum (local) donc f/'(¢) =0. =

Théoréme 3.7.18 (des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R telle que

1. f est continue sur [a,b]

2. f est dérivable sur ]a,b]

alors
Je € Ja, b] tel que f(b) — f(a) = f'(c) (b—a)

Démonstration. On pose la fonction :

g(@)=f(x) - fla) - LU )

La fonction g est continue sur [a, b] et g est dérivable sur |a,b[. On a
g(a)=0et g(b) =0

On est donc dans les conditions du théoréme de Rolle, il existe donc un ¢ € Ja, b| tel

que
g (c)=0

Menguelti Al
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on a

d’ou :
7@~ LU= o pe) — fa) = 1) 0

Le théoréme des accroissements finis n’est en fait qu’une application du théorémede
Rolle & une fonction g bien choisie. C’est le cas de nombreux théorémes, comme
nous le verrons plus tard dans le cours avec 1’égalité de Taylor-Lagrange et la regle

de I’Hopital par exemple. m

Corollaire 3.7.19 Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,bl.
Alors

1. f est constante sur [a,b] si et seulement si
Va € la,b] f'(z)=0
2. f est croissante (resp. décroissante) si et seulement si
Va € la,b] f'(x) >0 (resp f'(z) <0)

Démonstration. Commencons par le sens direct. Soit f croissante et soit zy €

Ja, b[ Nous avons alors
F@)— f @)

T — I -

0

pour tout x € [a,b] ce qui implique [’ (zo) > 0. Soit = € ]a,b[, f est continue sur
[a,z] et f est dérivable sur |a,x[ donc on peut appliquer le TAF & f sur [a,x]. Il

existe donc ¢ € [a, z] tel que :

f@)=f(a)=f(c)(x—a)

Mais f’ (¢) = 0 d’ou f(z) = f(a), la fonction est donc constante sur [a, b] .
(=)On suppose que f est croissante (on peut faire la méme démonstration pour
f décroissante). Soit xy € |a, b,

T—T0 xr — CCO x%xS’ xr — .ZU(]
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(<) Soient x1,z9 € [a,b] tels que x; < z5. On applique le TAF & f sur [z, x9] il

existe ¢ € |z, 23], tel que

f@a) = f (1) = f(c) (w2 = 21) 2 0
ce qui implique que f (x2) — f (1) > 0 et donc f est croissante sur [a, b] .On fait un

raisonnement analogue si f strictement croissante ou strictement décroissante m

Corollaire 3.7.20 (Inégalité des accroissements finis) f : D —— R continue

sur et dérivable sur un intervalle D ouvert. S’il existe une constante M tel que
VeeD |f'(x)| <M
alors

Ve,ye D |f(x) = fy)l < Mz —y|

Parfois, cette inégalité est réécrite ainsi
[/ () = f ()] < max[f* (@)] |=—y]
Démonstration. Fixons z,y € D, il existe alors ¢ €|z, y[ ou |y, z[ tel que

f (@) = f W)l =1 ()] |z =yl

et comme
VeeD |f ()] <M
alors
|f(x) = f ()| < M|z -y
Ce théoréme est trés important car il posséde une généralisation pour la notion de
différentielle que vous verrez ’année prochaine, tandis que ce n’est pas le cas de

I’égalité des accroissements finis. m

Exemple : Soit
f(x) = sin (z)
Comme f'(x) = cos (z) alors |f' (x)] < 1 pour tout x € R. L’inégalité des accroisse-

ments finis s’écrit alors :

[sin () — sin (y)| < |z —y|
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En particulier si 'on fixe y = 0 alors on obtient
|sin ()] < |z
ce qui est particulierement intéressant pour x proche de 0.

Corollaire 3.7.21 (Prolongement des fonctions dérivables) Soient zg € [a,b] et

f i |a,b] — R. Supposons que

1. f est continue sur [a,b]

2. f est dérivable sur]a,b]/{xo} et

lim f'(z) =4 zo#x

T—xo

alors f est dérivable en xq et f' (xq) = ¢

3. Si f' a une limite infinie quand x tend vers xq, f n’est pas dérivable en

xo et le graphe de f admet une tangente verticale au point xg.

Démonstration. D’aprés le théoréme des accroissements fini, f est continue

sur [z, x] et dérivable sur |xg, z[ donc il existe ¢ € [z, z] tel que

f (&) = f (o)

T — 2o

= f'(c)

Lorsque x tend vers xg, ¢ tend vers xg, et f’ tend vers ¢ lorsque x tend vers xy, nous

obtenons que
@) )

T—xp T — g

f'(xg) existe et vaut (. m

Remarque 3.7.22 Ce corollaire est particuliérement utilse pour calculer la dérivée
de fonctions qui ont été définies par prolongement par continuité. En effet, il suffit
de dérwer la fonciton en dehors du point qui pose probléme, et ensuite de prendre

la limite.
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3.7.3 Les régles de L’Hospital.

Proposition 3.7.23 (Reégle de 'Hospital) Soient [ et g deux applications de
D dans R et xy € R. un point adhérent a D. On suppose qu’il existe un
voisinage V' de xq tel que f et g soit dérivable sur D NV et que Yx € DN
V\A{zo}; ¢’ (z) # 0.0n suppose en outre que

lim f(z)= lim g(z)=0

r—+00 r——+00
wlors R @)
Si lim p =/ alors lim =/
T—T0 g ([]j) T—T0 g (3;‘)
Démonstration.

— Pour simplifie on considéré la cas ou D = [a,b] . Fixons a € D\ {zo} avec par
exemple a < x(. Soit
h:D+—R

définie par
h(x) = g(a)f(x) = f(a)g(2).
Alors h est continue sur [a,xo] C D.
— h est dérivable sur |a, zo|
— h(zg) = h(a) = 0.

. Donc par le théoréme de Rolle il existe ¢, € Ja, xo[ tel que

h'(cy) =0
Or
W(x) = g(a)f'(z) = fla)d' (z)
donc
9(a) f'(ca) = fla)g'(ca) =0
Comme

cela conduit a
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Comme a < ¢, < xg lorsque 'on fait tendre a vers xy on obtient ¢, — xg.

Cela implique
lim _f(a) = lim fle) =

li =/
a—zo ¢ a) a—xo g’(ca) Cal_rgo g’(ca)
|
Exemples
lim i In(x+1) lim x — sin (x) - 1 — cos (x)
20 (x+1)" =170 /x '2-0 z? a=0  tan ()
alors
. . 1 1
im - = lim — = —
1
1 1 2
z—0 \/E z—0 1 z—0x + 1
2\/x
lim £ sin () — lim 1 — cos (z) 1
z—0 a3 z—0 3x? 6
1—
lim 1=cos(@) im () _ lim sin () cos? (x) = 0
z—0 tan (1}) z—0 1 x—0
cos? (z)

Proposition 3.7.24 (Régle de "'Hospital au point infini) Soient f et g deur
applications de D (+oo adhérent a D) dans R. On suppose qu’il existe un voisinage
V' de +o0 tel que f et g soit dérivable sur DNV et que Ve € DNV ; ¢’ (x) #0.0n
suppose en outre que

lim f(z)= lim g(z)=0

r——+00 T——+00
alors )
S lim f/ (z) =/{ alors lim /() =/
a—+oo g (2) z—-+oo g ()

Démonstration. On pose D NV = |b, +oo[ b > 0 et on définit

u(t):f(%) etv(t):g(%) pour 0<t<%.
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[ et que l'on a :

S| =

Il est clair que u et v sont dérivable sur }O,

(1) =~ f (/1) et of (£) = 50 (11

Maintenant

xlirg u(z) = mlirgi v(z)=0

1
et v’ (z) ne s’annule pas sur } 0, b [ .On a

lim ~ (x) =/
=0t v ()

donc d’apres le théoréeme précédent :

=/

1i
zi%l-F (v (x)

c’est & dire
lim —f (z) =

a—+00 g (1)

Ce résultat reste bien évidemment valable en —oco =

Proposition 3.7.25 (Reégle de "'Hospital généralisée) Soient f et g deux ap-
plications de D dans R et xy € R un point adhérent & D. On suppose qu’il existe un
voisinage V' pointé de xq tel que f et g soit dérivable sur DNV et queVr € DNV ;
g'(z) # 0. On suppose en outre que

lim g (z) = +o0

T—T0

alors

S tim 2 i L) R
Ay T R @)

Remarque 3.7.26 (Mise en garde) Il est tres important, pour ne pas se trom-
per, d’appliquer avec grandes précautions les régles de I’Hospital. Les erreurs les plus

fréquemment commises consiste & appliquer ces régles dans le mauvais sens (c¢’est
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!
dire de penser que si — a une limite alors = a la méme ) ot d’oublier une des condi-

tions d’application (par exmple d’oublier de vérifier que f tend vers 0). Illustrons ces

remarques. Montrer que si

P =atsin(1) gt =
e TG T, xsin< ):
o g(z) st z
mas /(@)

1 1
lim = lim ( 2z sin — — cos — | n’existe pas
z—07F g/ (CL’) z—07F T T

C’est le cas ou l’on applique dans le mauvais sens la régle. Toutefois on peut dire la

chose suivante : Si f et g sont deux applications qui vérifient les hypothéses de la

régle de [’Hospital et que lim /(@) =/{ alors
lim f/ (z) existe = lim f, (z) =/
A g (@) A g @)

Soient
fx)=x+1let g(z)=2x
/
lim /(@) # lim f/ (z)
o g(z) 7 e g (2)
Le probléme vient ici du fait que 'on a pas supposé que [ tendait vers 0 en 0.

3.7.4 Dérivées Successives.

Définition 3.7.27 Soit D est un intervalle ouvert. Soit f D —— R une fonction
dérivable et soit f' sa dérivée. Si la fonction f' D —— R est aussi dérivable on note

"= (f") la dérivée seconde de f . Plus généralement on note :

f(O) = f f(l) = f O =g f(n) _ (f(n—1)>’

Si la dérivée n-iéme existe on dit que f est n fois dérivable
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Définition 3.7.28 L’ensemble des fonctions de D dans R n fois dérivable est noté
D" (D,R).

Définition 3.7.29 L’ensemble des fonctions de D dans R n fois dérivable et telles

que f™ est continue est noté C"(D,R). Dans ce cas, f est dite de classe C™.
Remarque 3.7.30 f est de classe C™ si et seulement si f' est de classe C"1.

Définition 3.7.31 Une fonction infiniment dérivable C*° est une fonction de classe

C™ pour tout n.

Théoréme 3.7.32 (Formule de Leibniz) Soit f,g : D — R n fois dérivables

alors fg est n fois dérivable et

k=0

Démonstration. Montrons la formule de Leibniz par récurrence sur n.
H, :” Pour tout f,qg de classe C" (fg)(n) = ZCﬁf(k)g(”’k)
k=0

Hy est évident. Supposons H,, et montrons H,, . Soient f et g de classe C"!

(79)" = [(r9)] = [ZCk n- ’f>] - [anq’i (f(‘“)g(”““))']

n n

Crlf (f(k+1)g(n—k) + f(k)g(n+1—k))] _ Z Cz:f(k—l—l)g(n-i-l—(k—&-l)) + Z Cﬁf(k)g(nﬂ—k)

k=0 k=0

k=0
n+1

_ch 1fk:+1 n+1k+20kf (n+1—k)

n+1

_ f(k+1)g+g(n+1)f+ZCﬁf(k) (nt+1-k) _ Z +1f n+1 k)

k=1
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Théoréme 3.7.33 (Taylor-Lagrange a ’ordre n) Soit f : [a,b] — R . Suppo-
sons que f est de classe C™ sur [a,b] et n+ 1 fois dérivable sur|a,b|. Alors il existe

c € |a,b[ tel que

£+ )

(k+1)! (o)

k=

o

Démonstration. Soit = € [a, b] tel que = > a et posons pour tout ¢ € [a, b]

[a,b] — R
" flk)
b om=rw - ey
et _—
ho =90~ (222) gt

remarquons que h est continue sur [a, x| , dérivable sur |a, x| et
h(a)=h(z)=0

D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ € |a, x| tel que

Or on a

W) = g'<t>+<n+1>(

n (#) )
_ Z K fk' (t) (= 1) ( k;lt) FED ()
k=0 ) )
+(n+1)(xia) (z— )" g(a)
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—

n (k) n— T — k T — n
Z (g — (12;)‘ (I N t)kfl N Z ( k‘t) f(k-i-l) (t) _ ( n't) f(n-‘rl) (t)

+(n+1)< )n+1(:c—t)”g(a)

On pose k' = k — 1 dans la prmiére somme on obtien

1
r—a

n—l  (k/41) . n-l Y. o
= l;) f(}f—/)‘(t) (x — t)k‘ _ kZ:O ( k!t) f(k+1) (t) — %f(nﬂ) ()
+(n+1) (xia)n (x —t)" g (a)
donc : .
v == ey () e

alors pour tout t € Ja, z|

(0 =) [— S 1 (@) 49 a)

=0

/ o (Q} - C)n (a B C)n+1 n+1
i) = (1) [— I 0 g a)

Donc il existe ¢ € ]a, z[ tel que
((l - C)ﬂ—i—l

9(0) = G T )

c’est a dire I'égalité attendue. Cette formule il s’agit d’une généralisation de la

formule des accroissements finis en effet au rang n = 1, est exactement 1’égalité des

accroissements finis de plus cette formule permet de minorer (resp. majorer) f sur

[a, b] par une fonction polynémiale dés lors que f+1

[a,b] . =

est minorée (resp majorée) sur

Exercice 3.7.1 On considére la fonction polynomiale
P(z)=2"+ar+0b

avec n > 2 et (a,b) € R?. Montrer que la fonction P posséde au plus trois racines

réelles distinctes
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