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A vant-propos

L’ objectif premier de cet ouvrage est la réussite aux concours et aux examens.

Pour cela, nous avons tenté de rendre intelligible et attrayante une petite partie des mathématiques : celle du pro-
gramme.

Dans cette optique, nous souhaitons que ce livre soit un outil de travail efficace et adapté aux besoins des enseignants
et des étudiants de tout niveau.

Le cours est agrémenté de nombreux Exemples et Applications.

Les Exercices aident I’étudiant a tester sa compréhension du cours, lui permettent d’approfondir sa connaissance des
notions exposées... et de préparer les oraux des concours.

Les Exercices résolus et TD sont plus axés vers les écrits des concours.
L’algorithmique et le calcul formel font partie du programme des concours.
De nombreux exercices prennent en compte cette exigence ainsi que des TD d’Algorithmique entierement rédigés.

Les auteurs
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Séries
numeériques

ntio uehis)

Archimede (environ 287-212 av. J.-C.) étudie [’aire
délimitée par un arc de parabole et la corde qui le
sous-tend. Il introduit alors la série :

1 1 1 1 1
I+ I+-4+— 1+-+—---
4 4 16 4 16
et détermine sa limite 3

Le XVI¢ siecle apporte un double progrés : un
effort de symbolisme mathématique rend les calculs
plus aisés et la notion de fonction se dégage de son

origine géométrique.

Vers 1660, soucieux d’exprimer des fonctions (ainsi
In(1+x) et (1+x)%) comme somme de séries, les
mathématiciens s’intéressent a l’étude
systématique des séries.

Toutefois, la définition rigoureuse de la
convergence

et certains outils ci-dessous exposés n’apparaitront
qu’au début du X1X° siecle, avec Abel, Cauchy et
Gauss. Les travaux de Dedekind, Weierstrass et

Cantor, a la fin du X1X° siecle, permettront de

compléter la théorie.

Ce chapitre vous présente, dans le langage
mathématique d’aujourd’hui, cette définition et les
techniques qui en découlent. De plus, nous verrons

que ces outils peuvent éventuellement étre mis en
ceuvre pour déterminer la nature d’une suite
donnée, laquelle est alors transformée en une série.

OB]ECTIFS

Notion de série convergente.
Somme et reste d’une série convergente.

Comparaison de séries a termes positifs

pour en déterminer la nature.

Séries de Riemann.

Comparaison a une intégrale.

Regle de d’ Alembert.

Ecriture décimale d’un réel positif (PSI).
Critere de Cauchy des séries (PSI).
Critere spécial des séries alternées.
Séries absolument convergentes.

Produit de Cauchy de séries absolument

convergentes.
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Dans ce chapitre, I’appellation « série » désignera uniquement des séries a
termes réels ou complexes. K est R ou C.

I Généralités

I.1. Définition d’une série

Soit u = (u,) une suite d’éléments de K. On pose, pour tout n de N :
n

S, = Z uy. La suite ainsi définie S = (S§,)) est une suite d’éléments de K,
0
appelée série associée a la suite u. On la note Z u, ou Z u,, s'ilyaun

n
risque de confusion sur I’indice.

n

L’élémentde K: §, = Z uy est appelé la somme partielle d’indice n de

0
la série E Ug.

. 1 . . 1
Exemple : La série de terme général <z) , c’est-a-dire la série Z © est

appelée série harmonique.

I.2. Convergence et divergence d’une série
La série de terme général uy; est dite convergente si la suite (S,), ol
n

S, = Z uy, converge dans K. Sinon, elle est dite divergente.
k=0

Notation

Lorsque la série Z uy converge, la limite de la suite (S,) des sommes par-

oo (oo}
tielles est appelée somme de la série et notée E u, ou E Uy.
n=0 0

Théoreme 1
Si la série E u, converge, son terme général tend vers 0.

Démonstration

Le terme général de la série est: u, = S, — S,—1.

Une série dont le terme général ne tend pas vers 0 diverge. Elle est dite série
grossierement divergente.

Exemple : Une série géométrique est une série associée a une suite géomé-
trique. La série E a" converge si, et seulement si, |a| < 1. Plus générale-
ment, pour |a| < 1, p fixédans N et ¢ fixé dans C, la série géométrique

B Il arrivera que la suite u ne
soit définie qu’a partir d’un cer-
tain rang, le plus souvent k = 1
ou k = 2. La série ne sera alors
définie qu’a partir de ce rang.

B En pratique, connaissant
(uy,), la suite (S,) des sommes
partielles de la série
définie par la formule :

n
Vn Sn = Z U.

0
Réciproquement, si la suite (S,)
est connue, le terme général u,
de la série est déterminé par
So = up et:

Vn e N* Sn_1.

Lasuite u estalors parfaitement
déterminée et unique.

Zuk est

Up = Sn -

Rapport Mines-Ponts, 2003
« De trop nombreux étudiants
confondent la notion de série et
la somme d’une telle série quand
elle converge. Plus généralement,
on déplore un amalgame entre les
notations :

+00 n
E un,g un,g u, et E Up. »
k=0

n>=0 n=0

Il faut bien distinguer la série
o0

E u;, de la somme, E Uy,

0
de la série qui n’est définie que

lorsque la série converge.

Deux séries qui different par un
nombre fini de termes sont de
méme nature, ¢’est-a-dire sont si-
multanément convergentes ou di-
vergentes.




de terme général (c ak) y>p, COnvergeeta pour somme :
=
oo
¢ ca’
E ca” = .
l1—a
k=p

Lorsque |a] > 1 et ¢ estnon nul, la série est grossi¢rement divergente.

Théoreme 2

La suite (u,) converge si, et seulement si, la série g (Upe1 — Up)
converge.

Démonstration

Soit u# = (u,) une suite numérique. La somme partielle S, de la série E (Up+1 —Un)
est:
n
Sp = E (U1 — Uk) = Uns1 — Uo.
k=0
La série converge si, et seulement si, la suite # converge.

» Pour s’entrainer : ex. | a 4.

. 1
Exemple : Nature de la série Z —
n

1
e Lasuite (S,) des sommes partielles de la série Z — est croissante, ainsi
n
1
lle, (T;,), de la séri .
que celle, (7)), dela série Zn(n+1)

De plus :

vnz2 — <L 1
nn+1) n?2 " nn-—1)

On en déduit : i
T, —=<8,—1<T,_.
3 1

Les suites (S,) et (7,,) sont donc de méme nature.

1
e La convergence de la suite <—> entraine celle de la série Avec Maple
n

1 1 1
Z (n 1 ;) , donc celle de la série Z m, puis

1

lle de la séri E —.

celle de la série .
Enfin :

_— Y N _, !
== 2 (o a) = e

1 1

1
La série Z . converge donc vers 1.
nn

I1.3. Reste d’une série convergente

Lorsque la série E up converge, on peut alors, pour n fixé dans N, définir

R,=8—-S,, oi S estlasomme de la série Z Up.

R, est appelé reste d’ordre n de la série Z Ug.

1. séries numériques

La somme d’une série géomé-
trique convergente est donc obte-
nue par la formule :

premier terme
1 — raison

Rapport Centrale, 2001
« Il est tres courant de manipuler
des séries ou des intégrales alors
que ce ne sont encore que des sym-
boles. »
Cauchy, en 1821, écrivait :
« J'ai été forcé d’admettre diverses
propositions qui paraitront peut-
étre un peu dures; par exemple,
qu’une série divergente n’a pas de
somme ».

Rapport E4A, 2002
« Quelques erreurs trop souvent
rencontrées : si le terme générique
de la série tend vers 0, alors celle-
ci converge; u(n) est équivalent
a 0, donc la série converge. »

> Sum(1/(n*x(n+1)),n=1..1000)=
sum(1/(n*(n+1)),n=1..1000) ; >
Sum(1/(n*(n+1)),n=1..infinity)=

sum(1/(n*x(n+1)),n=1..infinity) ;
1000

n=1

Z 1 ~ 1000
n(n+1) 1001
Z# -1

o nn+1)
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Théoréeme 3

Soit Z uy une série convergente et (R,) la suite des restes de cette
série. Alors :

e lasuite (R,) tend vers O ;

o0
e pourtout n, ona R, = E up

n+l

oo
e pour tout n, Z”k =S,+R,.
0

En calcul numérique, majorer |R,| = [S—S,
en approximant S par S,.

, c’est majorer I’erreur commise

|.4. Linéarité

Théoréme 4

N

L’ensemble des séries convergentes a coefficients dans K est un K -
espace vectoriel et I’application qui, a une série convergente, associe sa
somme, est linéaire.

e Si les séries E u, et E v, convergent, alors la série E (u, + vy,)
converge.

e Si la série E u, converge et la série E v, diverge, alors la série
E (un +v,) diverge.
e Si les séries E u, et E v, divergent, on ne peut rien dire, a priori, de

la série Z(un +v,).

1
Les séries Z(n+2—”> et

E n divergent, mais la série

1
E [(n + 2—n> — n] converge
1
et la série E {(n + 2—n> — 2n]

diverge.

A pplication 1

, . . 1
Etude de la série harmonique Z p

1) Montrer la divergence de la série harmonique
par la comparaison a une intégrale. YA

2) En utilisant la comparaison a une intégrale, don-
n

ner un équivalent de S, = Z

k=1
3) Donner un développement asymptotique a deux
termes de S,,.

1
-

4) En utilisant ce résultat, montrer que la série

1 B
Z m converge et calculer sa somme. n
n n

1) Montrons la divergence de la série.




. 1 .. .
La fonction f : ¢ +— — est positive, continue et

décroissante sur R**.

n+l n
dr 1 dr
On en déduit : / —g—g/ —.
n t n n—1 t

Sommons cette inégalité de k =1 a n:
n+l n n
dr 1 dr
— < - <1+ —.
/1 o Z k= /1 t
k=1
En calculant les intégrales, on obtient :

In(n+1) < S, < 1+In(n).

Donc, S, tendvers +oo quand n tend vers +oo,
la série harmonique diverge.

n

In(n)

2) On obtient méme, plus précisément, que

admet pour limite 1, c’est-a-dire que :

S, ~ In(n).

Avec Maple :

> Sum(1/n,n=1..10000)
=evalf ((sum(1/n,n=1..10000))) ;
1n(10000.) ;

10000

> ~ = 9.787606036

n=1

9.210340372

3) On pose, pour tout n > 1

n

a,,:z%—ln(n) et bn:Z%—ln(n+1)
1

et on établit que les suites (a,) et (b,) sont adja-
centes. En effet :

e la suite (a,) est décroissante;

e la suite (b,) estcroissante;

1

e a,—b,=In(n+1)—1In(n) =In (1 + —) tend
n

vers 0.

On note 7y leur limite commune. y =~ 0,57. Le
nombre y est appelée la constante d’Euler. A ce
jour, on ignore si la constante d’Euler est rationnelle

Oou non.
n

Z% =Inn+vy+o(l)

k=1

1. séries numériques

4) Remarquons tout d’abord que :

1 -2 1

= +
@n+1yn 2n+1 n

et calculons la somme partielle Sy de la série.

N
-2
Sy = ; S + (V) +y +o(D).
De plus :
N 2N+1 N
-2 1 1
- 2 Z 1 _
= 2n + 1 ; n = 2n
= 2(In2N+D+y+o(l)+2
+(In(N) + v + o(1)).
Donc :

1
Sy =—2In <2+ ﬁ) +2+o0(1).

Finalement, nous pouvons conclure que la série

—— converge et que sa somme est :
> Qn+ n gectq

> 1
 _ om2+2
Z(2n+l)n net

LOGARITHMOTECHNIA:

SIVE

Methodus conltruendi

LOGARITHMOS

Nova, accorata, & facilis;
SCRIPTO
Antchic Communicata, Anno Sc, 1667.
Nouis Augufii : Cui mune accedit.
Vera Quadratura Hyperbolz,
&

Invemio Susuma Logarichmoram,
Auctone NICOLAO MERCATORE
Hollara, ¢ Societace Regia.

HUIC ETIAM JUNGITUR
MICHAELIF ANGEL! RICCH  Exercitatio
Ceometrica de Maxdmis S Minimis ¢ bic ob Argumenti
pexltantism & Exemplarion raraten reouis.

LONDING,
Typis Guiliclei Godbid, & Impenlis Mafe Fint Biblinpatr, in
vieoveigh vocare Litvde Brieain,  Anna M. 5. LXVTIL

Nicolaus Mercator (1620-1687), mathématicien alle-
mand. Il a défini le logarithme népérien comme primitive
de la fonction x +— —. C’est lui qui, le premier, a
comparé la série harmc)zique et le logarithme. Ses tra-
vaux concernent la trigonométrie sphérique, 1’astrono-
mie, la cosmographie. A la fin de sa vie, il participa &
la construction des jeux d’eau de Versailles.
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2 Séries a termes positifs

2.1. Premiers critéres

Théoreme 5

La suite (S,) des sommes partielles de la série a termes positifs Z Uy
est croissante.

Corollaire 5.1

Une série E u, de réels positifs converge si, et seulement si, la suite

(S;) des sommes partielles de cette série est majorée et, dans ce cas :

oo
E u, = lim S, =supS,.
0 n—+o00o I’IGN

Théoreme 6

Soit (u,) et (v,) deux suites réelles telles que, a partir d’un certain rang
ng, on ait :

VYn > ng 0<u, <v,
Si:
° Z v, converge, alors Z u, converge;

° Zun diverge, alors Zv,, diverge.

Exemple : Etude de la série Z sin (11'\/ 4n? + 2)

Remarquons que :

21

u, = sin (17\/ 4n? +2 — 2n1'r) = sin (7> .
Van? +2+2n

2 . ™
Pour n > 2, ——————— est compris entre 0 et —, donc u, est
- V4n? +2+2n 2
positif.

Rappelons I'inégalit¢ —x < sinx < x, due a la concavité de la fonction
. o
sinus sur {O, —} .
2
Nous en tirons :

2 1 1
=2 = >0
Vian? +2+2n 2n+1 " n+1

2
un>_
™

1
Or la série Z 1 diverge. Donc la série Z u, diverge.
n

» Pour s’entrainer :ex. 5a 7.

L’étude suivante s’applique éga-
lement a des séries a termes
négatifs, en adaptant les énon-
cés. Plus généralement, elle s’ap-
plique a toute série réelle dont les
termes sont de signe constant a
partir d’un certain rang.

Rapport Centrale, 2001

« Ce n’est pas parce que les sommes
partielles d’une série sont bornées
que celle-ci est convergente; dans
le cas envisagé, cet argument suffi-
sait parce que la série est a termes
positifs, mais encore fallait-il le
dire et justifier la convergence de la
série avant d’écrire l’inégalité. »

Ay
1,6

1,4
1,2

1
0,8
0,6
0,4
0,2

P» X

0 02040608 1 1214

Doc. 2. Inégalité de concavité de la
fonction sinus.



2.2. Régle de comparaison

Théoreme 7 : (Regle de comparaison)

Soit (u#,) et (a,) des suites de nombres réels positifs tels que

u, = O(a,), alors la convergence de la série Z a, implique celle

de la série E Uy.

Démonstration

L’hypothese u, = O(w,) se traduit par :
IMeR™ VneN 0<u, < Ma,.

Le théoréme 6 permet de conclure.

Corollaire 7.1

Soit (u,) et (v,) des suites de nombres réels positifs telles que u, ~ v,.
Alors les séries Zun et Z v, sont de méme nature, c’est-a-dire
qu’elles sont simultanément convergentes ou divergentes.

» Pour s’entrainer : ex. 8 et 9.

s 3
Exemple : La série Z\/n2+n+1—\/n3+an2+bn+c

. 3
Soit uy, = Vn2+n+1—vVnd+an2+bn+ec.

Modifions I’expression de u, afin de pouvoir préciser la nature de la série.

Pour que la série converge, il est nécessaire que :

3 15
== e b=—.
a=3 ¢ A
. . 3 15 1 .
Réciproquement, si a = ) et b = 3 alors u, = O o) et la série

E u, converge.

2.3. Les séries de Riemann

P . 1
On appelle série de Riemann toute série de terme général —, ol a estun
n

réel fixé.

Théoreme 8

. . 1 . .
La série de Riemann E — converge si, et seulementsi, a > 1.
n

1. séries numériques

Par contraposée

Soit (u,) et («a,) deux suites
de nombres réels positifs tels que
u, = O(a,), ladivergence de la

série Z u, implique celle de la
série Z .

Rapport Centrale, 1997

« La regle des équivalents ne s’ap-

plique qu’aux séries a termes réels

de signe constant. Le jury a trop
n

souvent entendu u, ~ ,
n

donc E u, converge.»

A L’hypothese « u, est de signe
constant » est indispensable. Consi-

. =" 1
dérez la série E [ + —
vn n}

pour vous en convaincre.

Nous démontrerons simplement
avec les séries de Fourier que :
o0
Y%
—n> 6 ’

etque:
o0

> 5
— n* 90
Pour p entier naturel non nul,
on sait prouver que :
=1

2p
— = 1T X
zl: n2p g

ol ¢ est rationnel, mais on
ignore actuellement ce qu’il en

o0
1
est de Z Py pour p > 2.
1
Apéry a démontré, dans les an-
o0
< 1
nées 1970, que la somme Z P}
1

est un irrationnel.
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12

Démonstration

e Pour a < 0, lasérie est grossierement divergente.

e Pour b > 0, lasérie de terme général u; = kel

1\’ b

. ‘s 1 .
Ainsi, pour b > 0, la série E T converge, ce qui nous donne la convergence de

converge.

1
Or = Try

. . 1
la série de Riemann E T lorsque a > 1.
1 1 . . . 1
e Pour @ dans ]0,1], — = O | — | . Ladivergence de la série harmonique E —
n n¢ n

entraine celle de la série de Riemann E —.
n

Exemple

1
n® + Arctan (n)’
Si a <0, lasérie est grossierement divergente.

Etudions la nature de la série E ol a estun réel fixé.

Si a > 0, alors:
1 1
ne + Arctan (n)  n9’

1
La série ——— converge si, et seulement si, a > 1.
Z n® + Arctan (n) &

» Pour s’entrainer : ex. 10.

2.4. Comparaison a une intégrale (PSI)

Théoreme 9

Soit f une application de [0,+o0o[ dans R*, continue par morceaux,
positive et décroissante.

n
La série de terme général u, = / f()dt — f(n) estconvergente.
n—1

Démonstration

Puisque f est décroissante, positive, on a :

k
Yk e N’ f<k></ Fyde < flk— 1),
k—1

donc : .
OéukZ/ f@yde — fk) < ftk—1) — f(k).
k—1

La série est a termes positifs, étudions la somme partielle S,.
Si= <30 (fl= 1= fH)) = £O) = f) < F(O).
1 1

Les sommes partielles de la série sont majorées donc la série converge.

Bernhard Riemann (1826-18606),
mathématicien allemand, éléve de
Gauss, renouvela profondément les
mathématiques de son temps.

Peu satisfait de la présentation trop
intuitive de ’intégrale, il en donne
une construction rigoureuse, paral-
lelement a Cauchy.

D’autres théories de [l’intégration
(Lebesgue...) verront le jour plus
tard.

Son travail en Analyse (1851) le
conduit a considérer des fonctions
de la variable complexe, souvent
définies comme sommes d’une sé-
rie.

Les notions qu’il introduit en Géo-
métrie différentielle (1854) permet-
tront a Einstein de développer la
théorie de la relativité générale.

YA

. I

k=1 k k+1 Tt
Doc. 3. Comparaison avec une in-
tégrale.

Rapport Mines-Ponts, 2003

« Les encadrements demandés pour
S, s’appuient sur la technique
de comparaison série-intégrale, ils
posent des difficultés a un nombre
important de candidats. »



Théoréme 10
Soit f une application de R* dans lui-méme, continue par morceaux,
positive et décroissante. La série E f(n) converge si, et seulement si, la

n
suite ( / f (t)dt) admet une limite finie lorsque n tend vers +oco.
0

Autres écritures possibles de u, :

. un:/ LF() — f)dr ;
n—1

n

e Lorsque f estde classe 6', U, = — t—n+1)f(dtr.

n—1

» Pour s’entrainer : ex. I I.

1. séries numériques

Rapport Mines-Ponts, 2003

« Le jury a été peiné de voir que cer-
tains candidats ne parviennent pas
a obtenir un équivalent simple de

R
2k +1
k=1

A pplication 2

pour donner une condition nécessaire et suf-
fisante de convergence des séries de Riemann

1
2) Lorsque la série de Riemann Z — converge, —a+1
n

donner un équivalent du reste.

. 1 . ..
1) La fonction f : ¢t — a est définie, positive,

continue et décroissante sur [1,+oo].

oo

n tend vers +oo.
o Sia#l: ;*““
n ndt 1 (o) 1
Ndt = i —a+1_1 _ L
| o= [ > L«

n+l

qui admet une limite réelle lorsque n tend vers Soit -
+00 si, et seulementsi, —a+1 < 0. ’

e Sia=1:

/n f(t)dtz/nﬂ:lnn
1 1

qui tend vers +oo lorsque n tend vers +oo. On en déduit

a—1

R, ~

Les séries de Riemann, encore et toujours...

1) Utiliser la comparaison avec une intégrale En définitive. la série de Riemann Zl
b ka

converge si, et seulement si, a > 1.

Z 1 (@ > 0) 2) Supposons a > 1. Ona, pour tout n > 2 :
n¢ '

[(l’l + 1)—a+1 _ n—a+l]

/"+'dt< 1 </" dr
Yol ar
n ¢ n4 n—1 ¢

1

s 1 [n7a+1 _ (l’l _ 1)7a+1]

1
Donc la série Z @ converge si, et seulement si, Or, la série Z[(n + 7ot — pmatl converge car
n . —a+l .
la suite (/ f(t)dt) admet une limite lorsque la suite ((n+1) ) tend vers 0. Donc:
1

[(k+ 1)—a+l _ k—a+1] g Rn

=

Z — +1[k—a+1 —(k — 1)—a+l].
n+l a

(n + 1)7a+1 n7a+1

<R, <

a—1
—a+l

a—1"
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2.5. Régle de d’Alembert

Théoreme 11 : Regle de d’Alembert

Soit Z u, une série a termes réels strictement positifs telle que la suite

Un+1
converge.
Un

. . Up+1 L.
e Si lim = < 1, alors la série est convergente.
n—+o0o U,
o 0 Up+1 2o .
e Si lim > 1, alors la série est divergente.

n—+00 Uy

Démonstration

Soit E u, une série a termes réels strictement positifs.

Un+1

e Supposons que lim =L<1.

n—+oo Up

Fixons € >0 telque L+¢e <1

INeNVa>N “1:—“e]L—s,L+s[.

Donc, pour tout n > N, up1 < (L +&)u,.

Une récurrence simple nous donne alors :
V>N 0<un < (L+e) Nun).

Par conséquent, a partir du rang N, les termes de la série sont majorés par ceux d’une
série géométrique de raison (L +¢), positive et strictement inférieure 2 1. Ceci assure
la convergence de la série.

Un+1

e Supposons que lim =L>1.

n—+oo Up
Fixons € >0 telque L —& > 1. De méme :

Ul €L —e, L+¢g[.

Un

INeNVn >N

Puis :
V>N (L—e" Yuy) < un.

Le terme général de la série tend vers +oo, donc la série diverge.

Exemple

Un+1 ]
=¢c .

L. n! )
La série E — est telle que lim Donc, elle converge et son
n

n—+00 U,
terme général tend vers 0. Nous retrouvons, n! = o(n").

Remarques

. . Up+1

e Si lim =&
n—+00 Uy,

rien dire, a priori, concernant le comportement de la série.

= 1, laregle de d’Alembert ne s’applique pas. On ne peut

11 suffit de considérer les séries de Riemann pour s’en convaincre.

Un+1 Un+l

e Si — 17 ousi

un uﬂ
(un) croit et la série est donc divergente.

> 1, alors u, netend pas vers 0, car la suite

» Pour s’entrainer : ex. 3.

Jean Le Rond d’Alembert (1717-
1783), mathématicien frangais,
fut un pionnier de [’étude des
équations différentielles et de leur
utilisation en physique. Il tente
de fournir, en 1746, la premiere
preuve du théoreme fondamental
de I’Algebre. Mais celle-ci n’est
pas exacte. Gauss, en 1799, donne
une démonstration rigoureuse.
Corédacteur de [’Encyclopédie,
d’Alembert 'y définit la dérivée
d’une fonction comme la limite du
taux d’accroissement (volume 4,
article « Différentiel »).



3 Exemples d’études de séries

3.1. Utilisation de I’inégalité de Taylor-Lagrange

Rappel

Vous avez étudié, en Premiere année, I’'inégalité de Taylor-Lagrange. Si f est
une application de classe @"*', d’unintervalle / de R dans R, alors :

Pour tout (a,x) de I, ennotant J = [min(a, x), max(a, x)] :
’()C o a)n+1’

(p)
fp() (n+1)!

£~ fl@) - Z o

Exemples

B La fonction exponentielle est de classe €™ sur R et (exp)” = exp.

Donc, pour tout réel x ettout n dans N*, ona:

n n+l‘

xP ’x

e =) —| < ——=ell.

] ]
pr p! (n+1)!

Fixons un réel x :

. xP
lim |e* — E — | =0.
n—+00 !

VxeR e = —

B Les fonctions cosinus et sinus sont de classe € sur R. De méme :

n )C2p+1 ‘x2n+2’
N Y <
St ;)( T S Gnro)
et
2p |x2n+l|
— H? < .
cosx ;}( ) (2 S Qne )
Nous en déduisons :
9 x2p+1 2p
Vx eR sinx = (—1))»——— et cosx = (-1 )p
; Cp+D! Z 2p)!

sup | f"*(@)] .
teJ

1. séries numériques

Rapport X, 1997

Les aventures de E. et C., I’Exami-
nateur et le Candidat.

« Le soleil se leve timidement sur le
lac. C., une agréable candidate qui
tombe sur le calcul exact de plu-
sieurs sommes de séries, ne s’af-
fole pas. Elle remarque les télesco-
pages, écrit avec soin les premiers
termes, fixe calmement les indices
de ses sommes partielles. E. pense
a tous les candidats qui ont pani-
qué pour écrire une double somme,
réindicer une sommede k a n—k
ou pour savoir si la somme s’arré-
taita n, n—1 ou n+1, alors
qu’une petite vérificationen n = 0
ou 1 permet en général de fixer
sans erreurs ces détails. C. a sem-
blé perdre du temps, mais elle en

gagne... »

Rapport Centrale, 1997

« Il est regrettable de perdre de
précieuses minutes avant de recon-

(= 1)"

. »

naitre la somme E
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|
3.2. Les séries de Bertrand Z

n?(In n)®
3.2.1 Etude de la nature de la série lorsque a = |
Lafonction f :t +— W est positive, continue et dérivable sur |1, +oo[
n
et:
Int+b
!/
=————.
f ( ) t2(ln t)b+l

Donc, pour ¢ > e’ 1a fonction f est décroissante.

La nature d’une série étant indépendante de la valeur des premiers termes, la

1 n
série Z m converge si, et seulement si, la suite ( /2 f(@) dt) ad-

met une limite (programme PSI).

e Si b=#1, ona,enposant u =Int :

n ln(n)du 1
1dt = — =
[ roa= -0

qui admet une limite réelle en +oco si, et seulement si, —b+ 1 < 0.

e Sib=1:

n n 1 In(n) du
/ () dt = / — dr= / =2 In(In(n)) — In(In 2).
2 2 tInt In2 u

1
n(Inn)®

((nn)~"*' — (n2)~"*")

Donc, la série de Bertrand Z converge si, et seulement si, b > 1.

3.2.2 Etude de la série lorsque a # |

1

— a une série de Riemann.
n“(Inn)

On va comparer la série de Bertrand Z

e Sia>1

Alors :

1 1
nanny O\ n@2 )

1

La convergence de la série de Riemann E —_—
nla+D)/2

_ 1
n¢(lnn)®”

permet alors de conclure

a la convergence de la série de Bertrand E

Joseph Bertrand (1822-1900), ma-
thématicien frangais, suivait, a 11
ans, les cours de préparation a
I’Ecole Polytechnique. Ses travaux
portent sur la géométrie différen-
tielle et les probabilités. Il conjec-
tura, en 1845, ’existence, pour tout
entier n > 3, d’un nombre pre-
mier compris entre n et 2n — 2.
Ce résultat fut démontré, en 1850,
par Tchebychev et amélioré, en
1931, par Breusch. Pour tout entier
n > 48, il existe un nombre pre-

9n
mier compris entre n et R

L’étude des séries de Bertrand
nous permet de mettre en ceuvre
des techniques « classiques »
d’étude de séries a termes po-
sitifs. Toutefois, les conditions
de convergence de ces séries ne
sont pas au programme. Il est
par contre indispensable de sa-
voir, soit dans le cas général, soit
avec des valeurs particulieres de
a et b, déterminer si une telle
série converge.

Rapport TPE, 1997
« Rappelons que si un résultat hors

programme (théoreme de Césaro,
Regle de Bertrand, constante d’Eu-
ler) est utilisé, I’examinateur peut
en demander la démonstration. »



e Sia<l:
a  atl 1
2
1 1
Alors : pah/2 = o <na(lnn)b> :
1
Puisque la série Z e +1) 7 diverge, il en est de méme de Z ey

3.3. Développement décimal d’un nombre réel positif
(PSI)

3.3.1 Bref rappel sur les entiers

Chacun sait, depuis 1’école primaire, que 1’écriture (en base 10) n = 17025
signifie que :

n=5+2x10+0 X 100+7 x 1000+ 1 x 10000.

Si ro,r1,...,r—1 sont les chiffres de 1’écriture en base 10 de n :

k=1
n= erle
j=0

La méthode suivante permet de calculer les chiffres (r;)og;j<k :

rj E{O,...,g}

n
r;est le reste de la division euclidienne par 10 de la partie entiere de o

3.3.2 L’approche expérimentale

Lorsque on écrit m = 3,1415926..., on est certain que :
1 4 1 5 1 4 1

e T S T < R T
+707 700 T 1000 T 10000 ~ M S TSI 5+ 700 To00 T 10000

Une version moderne, en anglais, pour retenir les premieres décimales de  :

=3,1416.

« How I want a drink, alcoholic of course, after the heavy lectures involving
quantum mechanics. All of thy geometry, Herr Planck, is fairly hard... »

La proposition suivante va nous aider a comprendre cette notation.

Théoréme 12
Soit (ax)ken- une suite d’entiers compris entre 0 et 9. Alors :

o la série numérique E ay est convergente ;

1
10%
e sasomme s estinférieure ou égaleal;
e pourtout n de N*, ona:

n

- l10'<\s\210k

1. séries numériques

Rapport ENS Cachan, 2000

« Confusion entre les o() et les O()
pourla convergence de séries. »

| Wﬁm

Les nombres sont étudiés par Eu-
clide (environ 640-546 av. J.-C.)
dans les livres 7, 8 et 9 des El¢é-
ments. Il y formule de nombreuses
propositions arithmétiques. La di-
visibilité est étudiée dans le livre
7, et le livre 9 nous fournit la dé-
monstration (encore enseignée de
nos jours) de I’existence d’une in-
finité de nombres premiers.

Ce systtme de numération, dit
de position, nous vient de 1’Inde,
en passant par les savants arabes
pour arriver en Occident au
Moyen-Age.

Voir le site : « A history of Pi»
a l’adresse :
www.groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/.
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Démonstration

La série Z T est une série a termes réels positifs et, pour tout & :
9

1
0<a— < —.
BTN

Majorée par la série géométrique convergente Z 108 elle converge.

= _ 9 1
De plus : <Y 9102 —— =1,
© s S\EI: 101101
Enfin, puisque la série Z ak Tox est a termes positifs, sa somme s vérifie pour tout
n de N*:
. 1 . 1 > 1
Do qor S5<D_aqgr+ D o qor-
k=1 k=1 k=n+1
. . 1 .
En utilisant ax < 9 et la convergence de la série Z 9 108 on obtient :
S
“10% S 10F ~ 10m11—10-" 10"
k=n+1 k=n+1

3.3.3 Deux suites distinctes peuvent-elles représenter le méme
nombre?

Soit (a,) et (b,) deux suites distinctes de {0, 1,..., 9}N* .
L’ensemble {k € N* | a; # by} est une partie non vide de N* et admet
donc un plus petit élément que nous notons N.

Pour simplifier la rédaction, supposons ay < by.
Alors quatre cas sont possibles :

1) by > 1+ay. Danscecas:

[} a N—1 a a +00 a +00 a +00 9 1
k k N k k
- = _t — ; — K —
Z 1()k Z 1 k loN lok r Z 10k lok loN
k=1 k=1 k=N+1 =N+1 k=N+
00 N—1 N—1 00
(2773 ay an 1 bk bN bk
Donc Zﬁg 1k+1N+1N< 10k+10N<210k'
k=1 k=1 k=1 k=1
, — — by
D'on > 107 <2 Tor
k=1 k=1

2) by = l+ay etilexiste m >0 tel que by, >0

Vous montrerez de méme que :

3) by =1+ay et (k>0 by=0) et Gm>0 aym <9).

La conclusion est identique.

4) by =1l+ay et Vk>0 by =0 et ayy =9).

Comment apparut la notation  ?

Oughtred, en 1647, utilisa le sym-
bole d/m pour noter le quotient du
diametre d’un cercle a sa circonfé-
rence.

David Gregory, en 1697, nota w/r
le rapport de la circonférence d’un
cercle au rayon.

William Jones, en 1706, écrivit le
premier le symbole m avec sa si-
gnification actuelle.

Euler adopta ce symbole en 1737.
11 devint alors rapidement une nota-
tion standard.

w est la premiere lettre du mot grec
signifiant « périmetre ».

Ainsi, par exemple :
0,1234599999... = 0,12346000...
Ici: N =5.

0,12345abc...
car:
0,12345abc... < 0,1234600...
< 0,12347def ...

< 0,12347def ...,

0,12345abc... < 0,12346..1..., car:
0,12345abc... < 0,12346000...
< 0,12346..1...

0,123458... < 0,1234600..., car:
0,123458... < 0,123459...
=0,1234600..




+00
9 1
Dans ce cas, 1’égalité k_ZN:H T0F = 10V permet de conclure que :

En conclusion, les deux suites distinctes (a,) et (b,) représentent le méme
nombre si, et seulement si :
e cenombre x estundécimal: x = by, b;...b, ;
Vk<n—1 by=a;
e lasuite (a,) estdéfinie par : b,=1+a,
Vk>n a,=9
La représentation x = ag,ay.....a,999.... est appelée représentation déci-

male illimitée ou impropre de x. Tout nombre décimal admet donc deux
représentations décimales, dont I’une est impropre.

3.3.4 Un nombre réel non décimal admet une représentation
décimale

Soit x unréel, nondécimal, de ]0,1] et a; lereste de la division euclidienne

de E(10°x) par 10.

On montre par récurrence que, pour tout i de N*:

i—1
10/ x = Zak 107  +a; +r;, 1 €[0,1[.
k=1
o0
c . . ‘o ak
Tout réel admet donc une représentation décimale x = Z — ou:

10%
1

a; estle reste de la division euclidienne de E(lOix) par 10.

» Pour s’entrainer : ex. 14.

Séries de nombres réels
ou complexes

4.1. Convergence des séries complexes

Théoreme 13

Une série E u, de complexes converge si, et seulement si, les séries
réelles E Re (u,) et E Im (u,) convergent.

1. séries numériques

On retrouve :
0,1234599... = 0,1234600...

Avecla TI :
a; = Mod(Floor(10™ i *xx), 10)
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Démonstration

Soit E u, une série de complexes et S la suite des sommes partielles associées.

Zuk = ZRe (ug)+1 Zlm (ug).

La convergence de la suite complexe (S, ) equlvaut ala convergence des deux suites

réelles :
<ZRe (uk)> et <Zlm(uk)>,

Pourtout n de N, ona S, =

k=0 k=0

donc a la convergence des séries réelles Z Re (u,) et Z Im (up).

s1n(n)

Exemple : Nature de la série Z

cos(n)

Introduisons la série E et considérons la série complexe :

Z <002S,(,n) o sm(n)) Z =

i
b . 9 2z z , . . e
Il s’agit d’une série géométrique de raison 7

(D._..

Or 1, donc les trois

0|

séries convergent. Vous calculerez leurs sommes.

4.2. Critére de Cauchy (PSI)

Une suite (x,) de réels ou de complexes est appelée suite de Cauchy lors-
qu’elle vérifie la condition :

Ve>0 INeN V(p,k) e N (p=2N = |xpu—xp|<e

Théoreme 14 : Critere de Cauchy pour les séries
La série de terme général (uy) converge si, et seulement si :

n+p

Zuk <e

k=n+1

Ve>0 INeN Ym,p)eN? n>N =

Démonstration

Soit E u, une série a termes réels ou complexes. La série converge si, et seulement
si, la suite (S,) des sommes partielles converge, donc si, et seulement si, c’est une
suite de Cauchy, c’est-a-dire :

Ve>0 INeN YV, p)eN? n>N = [Sup— S| <e
La formule demandée en découle.

» Pour s’entrainer : ex. I5.

4.3. Séries alternées

Une série réelle, de terme général u, , est dite alternée lorsque la suite
((f 1)”un) est de signe constant.

20

Nous admettons provisoirement
qu’une suite de Cauchy de réels
ou de complexes converge. Ce ré-
sultat sera abordé dans le cha-
pitre 2, dans un cadre plus
général.

Rapport Mines-Ponts, 2001
« Questions de cours auxquelles les
étudiants n’ont pas su répondre :
...critere de Cauchy pour la conver-
gence des séries numériques... »

Rapport X-ESPCI, 2001

« Le critéere de Cauchy est rarement
utilisé ou cité spontanément pour
étudier la convergence d’une suite
ou d’une série. »

Rapport X-ESPCI, 2001

« Utilisation abusive du critére des
séries alternées ainsi E (—l)kxk

méme lorsque x <0 .»



Théoreme 15 : Critere spécial des séries alternées

Soit Zun une série alternée telle que la suite (|u,|) tende vers O en
décroissant.

e Alors la série E u, converge.

e De plus, sa somme est comprise entre deux sommes partielles consécu-
tives.

oo
e Pourtout n, R, = Zuk estdu signe de u,41 et |R,| < |ups1]-

n+l

Démonstration
Soit Z u, une série alternée telle que la suite (|u,|) tende vers 0 en décroissant.

Supposons, pour la démonstration, que les termes u, soient positifs et les termes
U+ négatifs (doc. 4).

+uy
+uy
N
>
u0+u1=SWS2 =S,
+u,

Doc. 4. Critere spécial des séries alternées.

Considérons les deux suites (S2,) et (San+1) -
La suite (S2,) est décroissante, car :

Sons2 — Son = Uops + Udpsl = |u2n+2| - |M2n+l| <0.
La suite (S»,+1) est croissante, car :
Sonsl — Son—1 = Uzns1 + Uy = |Uz| — |u2n41| = 0.

Son+1 — S = uzns1, donc la différence tend vers 0. Les suites (S2,) et (Sa.41) sont
adjacentes. Par conséquent, la suite (S,) des sommes partielles converge et sa limite
S esttelle que :

VneN Sy < S < Su.

Les deux premiers points sont démontrés.

L’inégalité obtenue se traduit immédiatement sur les restes par :
[e o)
Vne€N S— Ry <Y w=S<5~ R
0

Donc :
Vn €N Ry <0< Rt

R, estdonc dusigne de uni1 et |Ry| < |une].

R
R2n+l RZn
S2n -
L
0 Szm\V Soni2
Tyt

Doc. 5. Critere spécial des séries alternées.

1. séries numériques

Résultat effectif de majoration
du reste d’une série convergente,
cette inégalité est trés importante
pour les calculs numériques.

Rapport Mines-Ponts, 2003

« Beaucoup de candidats pensent
que la somme d’une série alternée
convergente est toujours du signe
du premier terme ou que la valeur
absolue de son n-ieme reste partiel
est toujours majorée par la valeur
absolue du premier terme négligé,
cela sans s’étre assuré que le cri-
tere spécial était vérifié. »

Rapport Mines-Ponts, 2000

« Le critere spécial sur les séries al-
ternées est souvent cité mais 1’hy-
pothese de la décroissance a par-
tir d’un certain rang du module du
terme général de la série est ou-
bliée ou n’est pas vérifiée! L’en-
cadrement qui en résulte n’est pas
donné. »

Le théoreme s’ applique a une sé-
rie Zun qui ne vérifierait le
critere qu’a partir d’un certain
rang N. Les inégalités concer-
nant sa somme et son reste ne
sont alors vérifiées qu’a partir du
rang N.

21
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A pplication 3

Exemple

In(n)

vers 0 en décroissant.

(=" 1
La série Z converge, car elle est alternée et la suite <m> tend

» Pour s’entrainer : ex. 6.

Série de Riemann alternée
1) Donner nla nature de la série Z u,, avec 1)”t”+' i< /' gy < 1
-1 3 1+t 0 n+2
U, = et a estun réel.
(n+1)* Donc :
2) Lorsque o = 1, calculer la somme de la série.
D"+ n
3) Donner la nature des séries Z ( (n)+ 1)"7’ (—-: )1 / L dt — In(2).
(=)' +1 n
P
Avec Maple
1) Cette série est alternée. > Sum((-1)"n/(n+1) ,n=0..100)
Pour a < 0, le terme général ne tend pas vers O. =evalf ((sum((-1) "n/(n+1),
La série est grossierement divergente. n=0..100))) ; > evalf(ln(2)) ;
Pour a > 0, la suite (Ju,|) tend vers O en dé- 101y
croissant. Le critere spécial des séries alternées per- Z L) = .6980731694
met d’affirmer la convergence de la série. n=0 1
o0 71 n )
2) Calcul de la somme Z St} . GBI IILY
Tont 1 s
Ona: 3) La série Z o 1) apparait comme la
2L (1) _ ! « somme d’une série convergente et d’une série di-
Z k+1 Z (=0) di vergente, elle diverge.
=0 k=0
—1)'n+1
I L1yt La série Z % apparait comme la
_ n
- /0 1+7¢ de+ 0 1+7¢ ds. somme de deux séries convergentes, elle converge.

4.4. Séries de nombres réels ou complexes absolument
convergentes

4.4.1 Définition

Une série E u, estdite absolument convergente lorsque la série E |14

converge.

Théoreme 16
Toute série absolument convergente est convergente.

oo oo
Zun < Z|u,,|
0

0

De plus, on a alors :

22

Rapport Centrale, 1997
« Démontrer que la suite (Sy)
des sommes partielles d’une série
Z u, estbornée ne suffit pas pour

pouvoir affirmer que la série est ab-
solument convergente. »




Démonstration

Soit E u, une série a termes réels telle que la série E |un| converge.
Remarquons que : —|u,| < un < |ua|. Nous en déduisons : 0 < up + |un| < 2|unl,
puis la convergence de la série E Un.

Une série convergente, mais non absolument convergente, est dite semi-
convergente.

(-1

n

Ainsi, la série E est semi-convergente.

» Pour s’entrainer : ex. 17 et 18.

Exemples : Trois séries

. =1)" . . . . .
B Lasérie E ( \/_) . Elle vérifie le critere spécial des séries alternées, donc
n

converge.

B La série Z\/%
o+ (—

Dy (1+ <1>">é
JirChr n n

=1y 1 1
= 2wentO (_/)

. =" 1 =" (1) 1
Les séries Z \/ﬁ’ ZW’ Z m— \/ﬁ +2n3/2
convergent.
La série Z _e» converge en tant que somme de séries convergentes.
N
-1y

(G N <1+<—1>")‘
v+ (=1 \/n NG
(=" 1 1
= z”(ﬁ)*

(="
NG

permettent de conclure a la divergence de la série Z

. . . 1
La convergence de la série E , et la divergence de la série E —
n

(="
i+ (=1

4.4.2 Exemples classiques
4.4.2.1 La série géométrique

La série E 7" est absolument convergente si, et seulement si, |z] < 1 sa

somme est alors

-z
En outre, si |z] > 1, la série diverge grossiérement. Cette série n’est jamais
semi-convergente.

1. séries numériques

Pour démontrer la convergence
absolue de la série Z u,, nous
disposons de tous les outils
étudiés plus tot concernant la
convergence des séries a termes
positifs et, en particulier, la reégle
de d’Alembert, le théoreme de
comparaison de séries a termes
positifs et la comparaison avec
une intégrale.

Rapport Mines-Ponts, 2000

« Pour des séries dont le terme gé-
néral n’a pas un signe constant, il
n’y a pas que la convergence abso-
lue ou le critere spécial des séries
alternées : par exemple il est pos-

sible d’utiliser un développement

asymptotique du terme général. »
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4.4.2.2 La fonction exponentielle complexe

ooxn
VxeR e = —
n!

0

x2p+1

oo o0 x2p
Vx€R sinx=)» (-1)’———— et cosx=)» (1)
- Q2p+1)! - @2p)!

n
L. Z L
La série E u est la série réelle convergente de somme el?l. Pour tout

complexe z, la série complexe Z — est absolument convergente. On peut
alors définir la fonction exponentlelle

C — C -
n
0

En particulier, pour un réel quelconque x, calculons e'*

c9 2 p+l

Z 1x) Z( 1)"’(2 ) +1Z( m = cosx +isinx

0

Ceci justifie la définition introduite en Premiere année :

Vx eR e* =cosx+isinx

4.4.2.3 Séries de Riemann alternées

1!

Il s’agit des séries de la forme E Up, AVEC U, = ( ”
n

> (a € R).

La série E u, est absolument convergente si, et seulement si, a > 1 et,
dans ce cas, en séparant les termes de rang pair et les termes de rang impair :

_l)n_l >~ ) By
Z 21:_“_ 21: 2p)a -2 )Z_

1

Elle est grossierement divergente si a < 0, et semi-convergentesi 0 < a < 1,

zeN 2

ce que nous avons déja établi en utilisant le critere spécial des séries alternées
(doc. 6).

4.4.3 Produit de deux séries absolument convergentes

On appelle produit de Cauchy de deux séries Z u, et Z v, la série de
terme général w, = Z up,vy. (doc.7.)

prq=n

24

a<0 O<a<l a>1

1 1
T 1

. 0 .
divergence Semi- absolue

N

grossicre  convergence  convergence

Doc. 6. Séries de Riemann alter-

nées :

(—1y!
D

ptg=n




Théoreme 17
Soit E u, et E v, deux séries numériques absolument convergentes

desommes U et V. Alors,lasérie Zw,, définie par w, = Z Up Uy

p+q=n
est absolument convergente et de somme U V.

Démonstration

Etape 1: Un préliminaire sur les indices

n n k
E Wi = E E Ui Vg—i = E Ui Vj
k=0

k=0 i=0 i+j<n

Etape 2 : Le cas des séries a termes positifs

Si (a,) et (B,) sont deux suites de réels positifs, et A et B deux parties finies de
N’ telles que A C B, ilestclair que : Z ai B = Z a; B . On en déduit la

. )HeB i, )eA
double inégalité :

dowbi< Y

i+j<n (i, )E[0.n]?

aiﬁj_<zai) Zﬁj < Z a; B @
i=0 =0

i+j<2n

k
Si I’on note alors yx = Z a; Br—i, l'inégalité (1) et la premiere étape permettent

i=0
n

d’écrire, en posant S, = E ug, pour toute suite u :
k=0

Sn(y) g Sn(a) Sn(ﬂ) g S211(7)~

On en déduit aisément que, si E a, et E Bn sont deux séries convergentes a

termes positifs, alors la série produit de Cauchy de ces deux séries, notée Z YVn, est
convergente et, de plus, pour les sommes :

() E) -5

Etape 3 : Convergence absolue de la série produit

Les deux séries complexes E u, et E v, sont supposées absolument conver-
gentes.

n
VneN 0< |wn| <Z|Mi||vnfi|:')’n 2
i=0

ou l’on a noté 7y, le terme général de la série produit de Cauchy de Z |un| et de

S lul

D’apres la deuxieme étape, la série Z v est convergente et 1’inégalité (2) prouve
que la série Z |w,| converge. Donc la série Z w, est absolument convergente.

Etape 4 : Valeur de la somme de la série produit

(£ (5) -

0

Il reste a prouver que :

c’est-a-dire que  lim [S,(u)S,(v) — S,(w)| = 0.
n—+00

1. séries numériques

Rapport Mines-Ponts, 2001

« Tres mauvaise connaissance du
produit de Cauchy de deux séries. »

L ’hypothese de convergence ab-
solue est fondamentale.

En effet, considérons les séries
de termes généraux u, et v,
avec :

(=n"
u = = —
! " vn+1
Ces séries sont semi-

convergentes. La série produit

de Cauchy est la série an,
avec :

w, = E Upvy

_ MZ_” (~1) (1)

. 1
= X ST

p+q=n

1
En utilisant : ab < E(a2 +b%),
on en déduit :

2
> -
[won] = Z p+q+2

p+q=n

N n+2 n+2

prq=n

La série E w, est grossiere-
ment divergente.

25
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On peut écrire :

0 < |Sn(M)Sn(U) - Sn(w)|

(£0)(£0) 3

Jj=0 k=0

/N

k
Ui Vk—i
i=0

E Ui v; — E u,-vj‘:‘ E Ui Vj

. DELonP B G, )HETONT?
n<i+j
< D> ullvl
(i, Helon]?
n<i+j

Refaisant le travail inverse sur les indices, on peut écrire :

0 <1800 Suw) = Suw)| < D il Jug] = > i [y

(i, Helon]? i+j<n

n
et, en notant |u,| = an, |va| = Bn et Z |ti| [vn—i| = yn, cecidevient :
i=0

0 < [Su(u) Sa(v) — Su(w)| < Su(@) Su(B) — Su(y) -

s Ladeuxieme étape permet de conclure.

» Pour s’entrainer : ex. 19.

Exemple : La fonction exponentielle complexe

Nous avons prolongé a C la fonction exponentielle réelle. Montrons que :

’

V(z,7)) € C? & =¢fef

oo oo

. . " . " .
Onsaitque e° = E — et e = E — etque ces séries sont absolument
n: n.
0 0
convergentes. Donc, leur produit de Cauchy converge. Calculons-le.

En conservant les notations du théoreme :

n
P 7 1 n! 1 n _ (z+7H)"
Wy = g - :; E pZ,q:_' E szln p:T.
! teg\p !

p! ? plq! ¢ n
p+q=n p+q=n

D’ou le résultat.

A pplication +

Transformation de —————— en somme de séries
(1 — z)p+1
1) Montrer que, si z est un complexe de mo- 2) Montrer que, si « est un réel > 0 fixé, pour tout
dule < 1 et p un entier naturel, la série complexe 7 de module < a, ona:
n+

Z ( p) 7" est absolument convergente, de o

P | 1 Z (l’l + p) Z”

—_ \(p+l) T (p+n+l1) -~

—_ a—z o

somme 1= oy ( ) 0 p

26




1) Soit z telque |z| < 1 et p un entier naturel.

. n+
Montrons que la série Z ( P ) 7" estabsolu-
p

ment convergente de somme —— .
(1 _ Z) p+1

Procédons par récurrence sur p.
.- 1
Pour p=0cet |z|]<1: =
p |z > -
0
Supposons que, pour un certain p > 0, et pour

tout z de module strictement inférieur a 1, on ait

n+
la série Z ( p> z" absolument convergente
P
1

de somme ——.
(1 _ Z)p+1

. n+
Les deux séries Zz” et Z( p) Z" sont
p
absolument convergentes, de sommes respectives
1 1

et .
11—z (1 —z)r+!
théoréme et en déduire que la série produit de Cau-

+
chy de Z 7" et Z (n p p) 7" converge abso-
1

lument vers

Nous pouvons appliquer le

(1 _ Z)p+2'

Calculons-la, en appelant w, son terme général :

202 ()

i+j=n i+j=n

1. séries numériques

11 p=4

21|

13 3 [1]

1 4 6 [4] 1

1 5 10 [10] 5 1

16 1520015 6 1

17 21[35 35 21 7 1
n=5>1 8 28 [56] 70 56 28 8 1

1 9 36 84126126 84 36 9 1

Doc. 8. Le triangle de Pascal.

Vous vérifierez, par récurrence sur n que, pour
tous entiers naturels n et p :

n+p+1) " (j+p)
( p+1 Zj ‘ p ’
et en déduirez :

<n+p+1) ;
w, = z".
p+1

La récurrence est achevée.

2) Plus généralement, si @ € C*, pour |z| < a:

&0 n
1 _ n+p Z
(a — 7)P*D - Z ( p ) a(pHn+l)
0
En effet, soit z tel que |z] < «, alors on a :
z . . .
‘—‘ < 1, eton peut appliquer le résultat précédent.
o

4.5. Etude de suites a I'aide des séries. La formule de

Stirling
4.5.1

On pose u, = x, —X,—1.

La suite (x,) converge si, et seulement si, la série E u, converge.

Comment montrer que la suite (x,) converge?

James Stirling (1692-1770), ma-
thématicien britannique, publie, en
1730, Methodus differentialis. 11 y
traite des séries, des sommations
en utilisant des méthodes différen-
tielles.

4.5.2 Comment montrer que la suite réelle (x,) converge vers

£#£01

En posant & = sgn({), au-dela d’un certain rang, on doit avoir &x, stricte-
ment positif. II suffit de montrer que la suite (In(ex,)) converge.

Pour cela, étudions la série de terme général :

u, = In(ex,) — In(ex,_;) = In ( all

Xn—1

La suite réelle (x,) admet une limite ¢ non nulle si, et seulement si, la série

converge.

()

» Pour s’entrainer : ex. 20.
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A pplication ;

La formule de Stirling

On pose :

1
U, = _nn+1/2
n!

—n

et:
Wy = 1n(”n+1) - ln(un)

1) Etudier la série Z w,y,.

2) En déduire que la suite (u,) converge vers un
réel a > 0.

3) Déterminer a en utilisant la formule de Wallis :

22n+1/2(n |)2

™~ —
V2n +1(2n)!
4) Etablir la formule de Stirling :

n! ~V2mn" 2,

En déduire que In(n!) ~ n In(n).

1) Calculons w,,.
wn:ln(u'm)
Uy
1 1
—l+(n+<)In(1+—
(3)m (1+3)
=—1+ +] ! ! + 0 !
o " 2 n  2n? n3
1

Donc la série E w, converge.

2) La convergence de la série entraine I’existence
d’une limite L pour la suite (In(u,)). Donc la
suite (u,) admet aussi une limite (par continuité
de I’exponentielle) et cette limite est e = a > 0.

3) lim u, =a se traduit par:

n—+oo

1 _
n! ~ _nn+1/2e n
a

Substituons, dans la formule de Wallis, les équiva-
lents obtenus pour n! et (2n)!. On obtient :

et:
n! ~ V2mn" /2"

4) Puisque n! tend vers +co, on peut écrire :

In(n!) ~ In(v2mn"*/2e=m)
Or:

In (\/ﬂn””/z e_”) =1In (\/ﬂ)
+ <n + 5) In(n) — n ~ nln(n).

Fobannis Wallifii, $s.Th.D.
GEOMETRIZ PROFESSORIS
SAVILZed N1 in Celeberrimi

Academia OXONIENSI,

ARITHMETICA
INFINITORVM.

SIVE

Nova Methodas [nquirendi in Curviti-
ncorum Quadratiram, liaq; difficiliora
Mathefios Problemata.

'

oXoNITI,

Typis LEON: LICHFIELD Academiz Typographi,
impentis THO. ROB INSON. “ume 1656,

John Wallis (1616-1703), mathématicien britannique.
Dans son Arithmetica infinitorum (1656), il calcule les
"3 "3
intégrales / cos" tdt, / sin"tdt et en déduit un
0

0

développement de T en produit infini :
m™_2:2:4.4.6-6
2 1-3.3-5.5.7

Théoréeme 18

Formule de Stirling :

n! ~ V2w n"/2e "




1. séries numériques

Bl FICHE METHODE __

@ Pour montrer qu’une série a termes positifs Z u, converge,on peut :

e montrer que la suite (S,) des sommes partielles est majorée ;

e chercher une suite (v,) telleque:( Vn u, <v, et Z v, converge);

e chercher une suite (v,) atermes positifs telle que : (u, = O(v,) et Z v, converge);

e chercher une suite (v,) telleque: (u, ~ v, et g v, converge);
e calculer un développement limité de u, ;
e comparer u, a une intégrale de fonction positive décroissante ;

e utiliser la régle de d’ Alembert.

@® Pour montrer qu’une série a termes positifs g u, diverge, on peut :

e montrer que la suite (S,) des sommes partielles n’est pas majorée ;

e chercher une suite (v,) telleque: (0 < v, <u, et Z v, diverge);

chercher une suite (v,) atermes positifs telle que : (v, = O(u,) et Z v, diverge);

chercher une suite (v,) telle que: (u, ~ v, et Z v, diverge);

e comparer u, aune intégrale de fonction positive décroissante ;

utiliser la regle de d’ Alembert.

@® Pour montrer qu’une série a termes complexes E u, converge,on peut :

e si la série est alternée, regarder si elle satisfait le critere spécial des séries alternées ;
e regarder si la série est absolument convergente (voir méthodes ci-dessus appliquées a Z ltn] )
e calculer la somme partielle S, et étudier la suite (S,) ;

e regarder si la série vérifie le critere de Cauchy des séries.

+0o0o
@® Pour majorer la valeur absolue du reste R, = E u; d’une série convergente :
k=n+1

e si la série est a termes positifs de la forme u, = f(n) avec f décroissante, alors :

N+1 N
lim f<R, < lim/ f
n

N—+00 n+l N—+0c0

e si la série est alternée et vérifie le critére spécial, alors |R,| < |uy41

>

CI""+1

(1=r)

e si u peut étre majorée par une suite géométrique (cr”), avec r €]0, 1[, alors: |R,| <

29

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit



Analyse PC-PSI

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

xNercice réspln

Procédé d’accélération de convergence

ENONCE -
1
Le but de cet exercice est le calcul d’une valeur approchée de S = Z —-
n
"1 1 |
Nous noterons S, = Z ek et R, = Z ek
1 n+l
1) Majoration du reste et premiére approximation de S
a) Mont tout n > 1 1<R i1<l 1)
ontrer que, pour tout n > 1, <R, = 5 ST
que.p n+1 " k2 " n

b) En déduire une valeur approchée de S a 107> pres.

2) L ’accélération de la convergence, le principe

1 1 1 1 1
Des inégalités (1), nous déduisons: R, ~ —, donc: R, — — = o(—) , soit (S—S,)——= 0<—>.
n n n n n

- . 1 . . 1
Ainsi, alors que S, fournit une valeur approchée de S avec une erreur de I’ordre de —, la quantité corrigée S, +—
n n

) 1
nous donne une valeur approchée de S avec une erreur négligeable devant —.
n

En ajoutant un terme correctif a S,,, nous avons « accéléré » la convergence.

L ’expérimentation
w2
Nous admettrons, dans cet exercice, que la valeur exacte de S est —. Ce résultat sera utilisé pour comparer les

vitesses de convergence lors du calcul de S par S, etpar S, + —.
n

1 2
a) Calculer {S,,, S, + —, %} pour n =10, 100 et 1000. Que constatez-vous ?
n
La majoration de ’erreur
b) P Ry — fj ! )
rouverque: R, — — = —_—
a n K2k — 1)
k=n+1
1
En déduire que S, + — est une approximation par exces de S (que dire de S, ?).
n

. . 1 .
¢) Montrer que I’erreur commise en approximant S par S, + — est majorée par — In (1 — —) - —.
n n

1 1
En déduire que, pour n > 2, ‘S — (S,, + —)‘ < -
n n

. L. 1
d) Déterminer un équivalentde R, — —
n

30



CONSEILS

Les formules suivantes seront utiles.

"”dt< L _ koar
% tz\kz\k_ltZ.

Sur la TI, Z <

et presser la touche « Diamant »
avant « Enter » pour lancer le calcul
numérique.

Lk, 1, n) — S(n)

1 54 F3v Y Fyv F5 F&
- @ Algebra|Calc|Other|Prgnl0|Clear a-z.

L

.

2
-{szfm c2fp\+l Ll-nnnn\

oy Fev  Trew Y P TP T e
vi—|ﬁlgebr‘a|Ca1c,|l3t.her:|Pr~ngO|Clear a-z...

il 2(r) s.2')-i~i -ﬁ > testin) Doney
15(\"1) (4g) " 3 j'r SLinS vory
® test(10)
{1.54976773 1.64976773 1.644934073
= test(100)
£1.63498390 1.64498390 1.64493407%
= test(1000) o .
1.64493457  1.64493407 3

{1.64393457

AT

Penser que :

1 /" dt
—— < [
K2k — 1) w1 2@ —1)

1. séries numériques

SOLUTION

1) a) Pour tout entier k > 2

1 1 /k“dt 1 /" dr 1 1
- — <= - - - _
k  k+1 . 12 k2 w1 12 k—1 k

P 1 1

On en déduit : <R, < —.
n+1 n
1
b) D’ <S-8 < —.
) D’apres a), 1001 1000 S 7000

Le calcul de Sjgp0 = 1,6439...

Ce calcul donne une valeur approchée de S a

prend 12 secondes environ sur la TI.
1073 pres.
2) a) Les deux écrans ci-contre confirment que, pour n = 10, 100 et

1000, S, approche S avec une précision de —

1 1
— —)l~5-1073 — ~5-107°
‘S (S]()+ 10)‘ 5 077, ‘S (S]()()+ 100)‘ 5 0,

1
— ~5-1077.
‘S (S] 000 + 1000)‘ 5-10

. De plus,

0o oo 1 1 00 1
2ot () Sy
+1 k=n+1 k=n+1

1 1
Donc: S — <S,1 + —> < 0. Ceci prouve que (Sn + —) est une approxi-
n n

mation par exces de S. De plus, la suite (S,) est croissante, donc S, est
une approximation par défaut de S.

1 > 1

c) ‘Rn — ;’ :;m Pour tout entier k > 2
1 </k dr AT k

< % nl1-2 Z
K2k — 1) ltz(t—l) t t
1 > 1 1 1
1 —27 w11y L
n Kk -1 n n

1
Pour conclure : Vx € [O, 5} In(1 —x)+x +x2>0.

Ainsi : ‘Rn —

L’inégalité

1 1
S — (S,l + —>‘ < — en découle.
n n

k+1
dr 1
d) L’inégalité
) 1negale/k tz(t—l) kz(k D

ln<1—l>+l<Rn—l<In<l— ! >+
n n n n+1 n+

Cet encadrement permet de démontrer que :

R, —— |~
n

, est immédiate et entraine :

—1
2n?’
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Exercices

1,, Etudier la convergence et calculer la somme des séries
de terme général suivant :
2
1) u, = Arctan =
n

n

2) up = ———.
) u n*+n2+1

o

20"
%‘ Montrer que Z (5n+] _ 4n+1)(5n _ 4)1) =4

?w’ Donner la nature et, en cas de convergence, calculer la
somme des séries de terme général :
1
) ——————
Vn+vn+1

2) u, =In (cos(za—n)) ac ]0,%[ .
L

T Nature et somme de la série de terme général :
/2
u, = (—1)" cos" xdx.

0

#5*,,‘ Soit (u,) une suite a termes positifs telle que :

lim

Y
Up = —.
n—+00 2

Montrer que la série E u, converge.

.. On considere deux séries E u, et E v, a termes

#“‘
strictement positifs et on suppose que E v, converge et que,
Un+2 Un+2
pour tout n, ona —— < ——.
Un Un

Montrer la convergence de E Un.

z,‘ Montrer que la série Z(nl/ "—1)" converge enla com-

parant a une série géométrique.

1y

§w' Nature de la série E Uy, AVEC U, = (71" .
n+(—1) T
nn

2_, Nature des séries de terme général :

1 1\ /2
1) sin (—) R 2) Arccos (1 — 7) .
n n

/LQ En les comparant a des séries de Riemann, indiquer la
nature des séries :

1)2“‘7:;

3
» > (“"1’2’) .

2)2'2—2”;

/I/I Donner la nature de la série de terme général :

r“ oo
Du=3=

l)un:Z%.

n+l

/L,..‘Z ~ Nature des séries de terme général :

an

1 (n+1)

(@ €R); 2)(’;)512" (@ €R);

" b>0; 4@t D" ).

ﬁ(l +bY
1
12

[ Nature de la série : Z

N —4 N
Donner sa somme a 10"~ pres.

nntl

1
3+l L op 4 1°

/!'é:« (PSI) 1) Ecrire, sous forme rationnelle, le réel :
x = 0,123456456456 . .. que nous noterons 0,123 456.

. 4 L .
2) Donner le développement décimal de 7 et vérifier qu’il est
périodique.
3) Montrer qu’un nombre réel non décimal est un rationnel si, et

seulement si, sa représentation décimale est périodique a partir
d’un certain rang.

/15,.,/ (PSI) 1) Montrer que, si (u,) estune suite décroissante
1

telle que la série converge, alors u, = - .

. S converge, alors uy ()

2) La réciproque est-elle exacte ?

o
gence ; préciser
encadrement de

="

2n + 1

Pour chacune des séries suivantes : justifier la conver-

n tel que [S, — S| < 10
S de longueur 1072

2 o
; en déduire un

="

T N

1) Uy = 5 2) Un

/L,,....; Soit E a, une série a termes complexes absolument
convergente.

4.5 2
Montrer que la série E a, est absolument convergente.



/Léw Etudier les séries de terme général :

- 1 3n - 3 n
n+1 n+a*)

1 . .
——— (discuter suivant z).
1+2z8

1) u,

2) u, =

/!‘g.» Montrer la convergence et donner la somme de la série

1
p>(n—p)

n
de terme général w, = E
1

O o - <7N)
. Soit u, = 1+—.
20 111+
Etudier la suite (\/ﬁ un) , puis la série Z Up.
%"‘"* Soit (u#,) une suite ;ie réels > 0.
n

0 - .
NPOSe U = A+ ). (L +un)

Montrer que :

1) la série E v, converge et calculer sa somme ;

oo
2) Zvn =1 si, et seulement si, la série Z”" diverge.
0

Zﬁ Soit une suite (a,), atermes > 0, telle que la série
Zan diverge.
On note (S,) la suite des sommes partielles.

1) Montrer que la série Z Z,—" diverge.
n

. a
2) Montrer que la série Z S—'; converge.
n

5 B inx
e
% On considere la série ——,x étant un réel fixé
Z;v"" Z n
de 10, 2[.
1) Montrer que cette série converge.
2) Calculer sa somme.

3) En déduire la convergence et la somme des séries :
cosn x sinn x
E — et E _—.
n n

% Soit (u,) une suite strictement croissante de réels

> 0, divergente, telle que la suite (1,41 — u,) soit bornée.

Uf—

n
T —
Montrer que E e ~ In(uy,).
Uk
1

2-5, Préciser la nature de la série de terme général :

(_1))1

W, en fonction de a et b.
n —1)n

n =

1. séries numériques

=3
Z'w,..w 1) Soit Z u, une série a termes positifs, conver-

oo
gente et R, = Zuk.

n+l

Montrer que les séries E nu, et E R, sont de méme na-
ture.

2) Lorsque ces séries convergent, donner une relation entre les
sommes.

ij% 1) Montrer la convergence et calculer la somme de la
T e

(2k +1)
2) En déduire la nature de la série de terme général :

n (71)](
Uy = In tanz m
0

(_]))‘l
n+(—1y+ \/n

série :

Hok
Z.g Montrer que la série Z

—
On note S sa somme.

Déterminer N pour que |S— Son+i| < 10~2. En déduire une
valeur approchée de la somme a 2 - 1072 pres.

Z;ﬂg" 1) Montrer que, pour tout n dans N, I’équation
tanx = x aune unique racine x, dans ’intervalle :

]lm T n [
> ’17,2 .

2) Donner un développement asymptotique de x, a trois
termes.

Comparer avec le développement fourni par Maple.

™ P L.
3) On pose u, = — +nm — x,. Etudier la nature des séries

> un, Y (=D'uy (@>0) et Y cos"(x,) (m €N

%k
339,, Soit (u,) une suite positive. On pose :

Up + Uns1 + - -+ U—1

Uy =
n

et on note S,(u) et S,(v) les sommes partielles des séries

Zun et Zvn.

1) Montrer que, pour tout n, il existe 2n — 1 réels de [0, 1]

tels que : .

Suw) = Z Qe n Uk -
k=1

En déduire que, si la série E u, converge, alors la série

E Up converge.

1
2) Prouver que : Vk € [l,n]l arn > =

> —.
2

En déduire que les séries E u, et E v, sont de méme na-

ture.

33
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éy,,, (D’apreés Navale, 1992.)

1) Soit (a,) une suite de réels > O telle que la série Z a
diverge et (b,) une suite de complexes. Onnote S,(b), S.(a)
les sommes partielles des séries Z b, et Z an.

a) On suppose que b, = o(a,). Montrer que :
Sn(b) = o(Sn(@)).

b) Les b, sontdes réels
supposées équivalentes.

> 0 etles suites (a,) et (b,) sont

Montrer que les suites (S,(b)) et (S.(a)) sont équivalentes.
1
En dédui équivalent d —.
¢) En déduire un équivalent de Z X

2) a) Montrer que, si (u,) est le terme général d’une série po-

9.5 Un+1
sitive et que, pour n > 1,

=1——+uv,, ou v, estle

Up n
terme général d’une série absolument convergente, alors :

Un+1 A
In{ — ) =——+w,,
Un n

ol w, estle terme général d’une série absolument conver-
gente.

A
b) En déduire qu’il existe A >0 tel que u, ~ —.
n

¢) Etudier la série de terme général :

_1:3...2n—1)
T 2-4--2nQ2n+2)

Z_* *

é"‘"’ Soit Z u, une série convergente a termes posi-
tifs, de somme S.

Etudier :

n

. 1
1) la série E Vn, avec v, = — E ur. En cas de conver-
n

1
gence, donner la somme ;

n
2) la série an, avec w, = ﬁ;kuk ;

n

n ||uk

1

3) la série E Xn, avec X, —

bk + 1)
(On pourra calculer H 1 et considérer (n + 1) x,.)
1



Espaces vectoriels
normes

Iy

La démarche que nous vous proposons est illustrée
par cet extrait de ’introduction de la these
de Stefan Banach (1920) qui fonde la théorie des
espaces vectoriels normés :
«L’ouvrage présent a pour but d’établir quelques
théorémes valables pour différents champs
fonctionnels, que je spécifie dans la suite.
Toutefois, afin de ne pas €tre obligé de les
démontrer isolément pour chaque champ
particulier, ce qui serait bien pénible, j’ai choisi
une voie différente que voici : je considere d’une
facon générale les ensembles d’éléments dont je
postule certaines propriétés, j’en déduis des
théoremes et je démontre ensuite de chaque champ
fonctionnel particulier que les postulats adoptés
sont vrais pour lui. »
Vous avez défini, en Premiere année, la structure
d’espace vectoriel qui englobe aussi bien R" que
des espaces de suites et de fonctions. Vous avez
également étudié les suites et les fonctions a
valeurs réelles ou complexes.
Dans le but d’étendre les notions de convergence et
de limite a des suites et des fonctions a valeurs
vectorielles, nous allons, dans ce chapitre et les
suivants, introduire différentes notions.

OB]ECTIFS

B Etude des propriétés fondamentales des es-
paces vectoriels normés.

B Notion de suite convergente.

B Comparaison des normes sur un espace
vectoriel.

B Etude du cas particulier d’un espace vecto-
riel normé de dimension finie.

B Suites de Cauchy (PSI).
B Quelques notions topologiques.

B Comparaison des suites.

35

(© Hachette Livre - H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit



Analyse PC-PSI

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C et E, F sontdes espaces vecto-
riels sur K.

I Norme et distance

I.1. Définition d’'une norme

Une application N du K -espace vectoriel E dans R vérifiant les quatre
propriétés suivantes est appelée norme sur E .

1) VxeE Nx)>=0

2) VxeE Nkx)=0= x=0g

3) VIoL,x) KX E N(Ax)=|AN(x)

4) Vx,y)eEXE Nx+y)<Nx)+N(©)

Un espace vectoriel E muni d’une norme N est appelé espace vectoriel
normé et noté (E, N).

Une norme sur un espace vectoriel E sera parfois aussi notée || ||. L’espace
vectoriel normé est alors noté (E, || |)).

Si F estun sous-espace vectoriel de E, la restriction de lanorme N a F
munit F d’une structure d’espace vectoriel normé.

Un vecteur de norme 1 est dit unitaire.

X s
Pour tout vecteur x nonnulde (E,| ||),le vecteur — est unitaire.

x|

» Pour s’entrainer : ex. | et 2.

1.2. Quelques exemples de normes
1.2.1 E = €([a,b],K)

b
Pour tout f de E, on définit || f|| :/ | f(t)|dz. L’application || |1
est une norme sur E. a

En effet, | f| est une fonction continue et positive, I'implication
(I flli =0= f =0) endécoule.

1.22 E=K"

Pour tout x = (xq,...,x,) de E, onpose:
Nl(x):Z\xi\ et Noo(x) =max{|x;], 1 <i<n}.
1

Les deux applications N; et N, sontdes normes sur K". Nous vous lais-
sons le soin de le controler.

De plus, si K =R, vous avez vu en Premiere année que 1’application :

ExXE — R

@y = (xly) =) xw
1

est un produit scalaire sur E.

36

Rapport X-ESPCI, 2000
« Quant a U'emploi de l’inégalité
triangulaire, il s’accompagne sou-
vent de “raccourcis incorrects”,
voire d’erreurs. »

Une norme N sur E vérifie
donc la propriété :

V(x,y)€EEXE

IN(x) = N()| < N(x — y)

Cette inégalité et I’inégalité 4) ci-
dessus généralisent la propriété
bien connue :

« Dans un triangle, la longueur
de chaque coté est inférieure a
la somme des deux autres cO-
tés et supérieure a leur différence
(doc. 1 et2).»

La propriété 4) est appelée inéga-
lité triangulaire.

Xy

Y

Doc. 1.

Doc. 2.



2. Espaces vectoriels normés

La norme euclidienne associée a ce produit scalaire est :
No(x) = v/ {x | x).

De méme, lorsque E = C", 1’application ¢ définie par :

<0((x1,.-.,xn),(yl,.-.,yn)) = Zn:fi Vi
1

est appelée le produit scalaire canonique de C".

La norme associée a ce produit scalaire est :

Na(x) = /(x| x)

Au VI°® siecle av. J-C, dans les cités grecques d’Asie Mineure

apparait une forme de pensée nouvelle. Dans un effort d’expli- -/‘?"‘ —
cation du monde, hors des mythes et de la religion, la science _xr';ﬁ J_’“‘“ i W"’”"’;‘;@’”t":""
grecque se construit, nourrie des connaissances du monde an- “",7 (,,3;_,.{,,‘;..-
tique L i
que. w,,,;.;,sb,)_fw
Ainsi, Thales (environ 640-546 av. J-C), commercant habile et L ij e i
grand voyageur, consacra la fin de sa vie a 1’étude de la philoso- ﬁ}fj“":‘y .;_:z ..?' _’i o ;{

. . . . &M (= -

phie, de I’astronomie et des mathématiques. ﬂ s _.r?"fﬁ, 2‘5: i
L . . . o Lo~ J,_u;..&c,.éar.;
Trois siecles plus tard, Euclide d’Alexandrie (environ 365-300 ;;:i’f; ,ﬂ% i

av. J-C) introduit les notions de définitions, axiomes, postulats ol WTE I LA

et propositions. Son livre Les Eléments est le premier traité lo- ; s e LubFTT
gique de mathématiques. Il rassemble les résultats mathéma- ¥ by
tiques de son temps, les structure en une science déductive et sl ; e AT
apporte nombre de découvertes nouvelles. Ltjiz

o L . . : b CgEen
La geometrlfa eucllqlenne est la' géométrie fondée sur les axiomes me o ‘J. ,;" Ty fos L1 T 0
et postulats introduits par Euclide. {:.b (s T, Lz “""“”;ﬂé"’

B STV Sy P
bl Gl Lty S Tl

Ll beslt = l:r;-’wjffév—" ir
‘_JUL'LJJ.U-F& ] 73q]
r"’-“v;ﬁ’_u;—}-“’
! = =% J:.j_lz._n,
Abrégé des Eléments d’Euclide. (Manuscrit arabe)
1.2.3 E = C([a,b],R)
On pose, pourtout f de E, || flleoc =sup{|f(@®)|, t € [a,b]}. Rapport Mines-Ponts, 2003
Cette définition est justifiée par le fait qu’une fonction continue sur un segment ~ « Les normes de fonction prétent
[a,b] et avaleurs réelles est bornée. souvent a confusion, et l'écriture

| f(x)||so est souvent la preuve que
le candidat ne comprend pas bien

1.2.4 E=Mp,y(K) ce qu’il fait. »
La calculatrice TI propose dans le menu « Maths, matrix, normes »

(, , , ) , trois normes sur I’espace vectoriel M,,,(K) des ma-

trices réelles ou complexes.

L’application || ||, estune norme sur E .
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En notant A = (a[j) I<i<m » C€S normes sont : o TR s = =
I<j<n + = |Alachbra|Calc|Other |PramI0|Clear a—=..
m n
_ 2
norm(A) = ZZ\azﬂ .[1 a ]_}aa [1 a
i=lJj=l 1 3+ 1 3+4il
" B parml aa) z-[3
colnorm(A) = 1??%(” Z |a; ;| ® colMarme 550 1o
i=1 B proborml asl Jid+ 1
rownorm(A) = max i: ai | FRIH FAD AUTH FURL 4758
1<i<m —
1.2.5 E=K[X] n
Soit P un polyndme de degré inférieur ou égal a n: P = Zak x*. On
pose: 0 Rapport TPE, 2002
n n « Certains candidats ne connaissent
Ni(P) = Z la| Ny(P) = Z |ax|* Noo(P) = iug‘ak‘ pas la définition d’une norme et
0 0 S

Vérifiez que N;, N, et N sontdes normes sur K[X].

1.3. Complément

Notons :

confondent norme, norme eucli-
dienne et produit scalaire. »

N(K) = {(un) e KV, Z |u,| converge } et (K) = {(un) e KN, Z |u,1\2 converge } )

1.3.1 L’ensemble /'(K)

e //(K) estle K -espace vectoriel des séries absolument convergentes.

o0
e L’application N, définie sur ¢'(K) par N;(u) = Z|u,,|, est une norme
sur £1(K). 0

e De plus, pour toute suite u de ¢'(K), ona:
(oo}

> un
0
1.3.2 L’ensemble (2(K)

e Si les séries Z |u,1|2 et Z \v,1|2 convergent, alors la série Zun Uy

<Y fual = Niw).
0

1
converge absolument. En effet, |u, v,| < 3 (|un \2 + \v,1|2).

e /*(K) estun K -espace vectoriel.

e ('(K) est un sous-espace vectoriel de (*(K), carsi |u,| < 1, alors
2
lun|” < Jun| -

e Lapplication ¢, définie sur A(K) x (2(K) par o(u,v) = Z Uy Uy,
si K= C, estun produit scalaire sur A(K). 0
Si K =R, onprendra ¢(u,v) = Z Uy V.

0

e Lanorme N, associée a ce produit scalaire est Np(u) =

» Pour s’entrainer : ex. 3 et 4.



|.4. Distance

G étant un ensemble non vide, une distance sur G est une application de
G x G dans R telle que :

1) Vx,y)€GxG dx,y)=0

2) Vx,y )G xG dx,y)=0 < x=y

3) Vx,y)€GxG dx,y)=d(y,x)

4) V(x,7,20€GxGxG dx,y)<dx,2)+d(z,y)

Théoreme 1
Soit (E, || ||) un K -espace vectoriel normé. L’application :

d:ExE — R'
(x,y) = dx,y)=|x—yl

est une distance sur E. Elle est appelée distance associée a la norme
||| sur E.

» Pour s’entrainer : ex. 5 et 6.

2 Boules d’un espace vectoriel normé

Dans ce paragraphe, (E, | ||) estun espace vectoriel normé et d la distance
associée a cette norme.

2.1. Définition d’une boule
2.1.1

x étantun pointde E et r un réel strictement positif, la boule ouverte de
centre x et derayon r estl’ensemble not¢ B(x,r) ou BO(x,r) et défini
par:

Boule ouverte

BOG,r)={y € E|lly—x| <r}

2.1.2 Boule fermée

La boule fermée de centre x et de rayon r est notée BF(x,r) et définie
par:
BF(x,r)={y € E||y—x[<r}

Exemples
B E=R])

La boule ouverte de centre x etde rayon r estlintervalle |x —r,x +r[, la
boule fermée de centre x et derayon r estl'intervalle [x —r,x +r].

B E=R>x=0gr=1.

E est muni des normes :

No(x,y) = /x2+y%

Noo(x, y) = max(fx

Ni(x,y) = [x[+]y] 3 v

s

2. Espaces vectoriels normés

L’intérét de la notion de distance
provient du fait que, si ’on se
restreint 2 une partie non vide
A de D’espace vectoriel normé
(E,|| |]), la restriction de la dis-
tance d a l’ensemble A X A
définit toujours une distance sur
A, sans que A soit nécessai-
rement un sous-espace vectoriel
de E. Aucune structure algé-
brique n’est nécessaire pour par-
ler d’une distance sur un en-
semble, alors que, pour parler
d’une norme, il faut un espace
vectoriel.

Ona: |x|| =d(0g,x).

=V

By (0.1)

By (0,1)

Doc. 3. Trois boules dans R?.
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A pplication 1

40

Les boules By, (0,1), By,(0,1),

On constate que les boules obtenues dépendent de la norme choisie.

By__(0,1) ont été représentées.

» Pour s’entrainer : ex. 7.

2.2. Parties bornées

Une partie A de I’espace vectoriel normé (E, || ||) est dite bornée si :

JKeR VxeA |x|<K.

Théoréme 2

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) A estune partie bornée de (E, || ||

2) llexisteunréel M tel que: V(x,y) € A> |x —y|<M

3) La partie A est incluse dans une boule de 1’espace vectoriel normé

(E,[[1D

Exemple

Toute boule est bornée. Un sous-espace vectoriel non réduita {Og} n’est pas
borné.

2.3. Suites et fonctions bornées

Une suite (x,) d’éléments de I’espace vectoriel normé (E,
née si :

) est dite bor-

dJKeRVpeN x| <K

A étant un ensemble non vide, une application f de A dans I’espace
vectoriel normé, (F, N), est dite bornée si :

JKeERVxE€A N(fx)<K

On note B(A, F) I’ensemble des applications bornées de A dans (F, N).

L’ espace vectoriel B(A, F)

Soit (F,N) un espace vectoriel normé.

1) Montrer que B(A, F) est un sous-espace vec-
toriel de F*.

(E,N).
2) Pour tout f de B(A,F), onpose :

1) B(A,F) est une partie non vide de F* (la

| flloo = sup N( f(x)).
xXEA

Lorsqu’on parle de suite ou de
fonction bornée, une référence
implicite est faite a une norme.
Que se passe-t-il si I’on change
de norme ?

YA

_1/2

SN
+
A
=y

(G-2)2)

Doc. 4. Une partie bornée de R* .

Il revient au méme de dire que
I’ensemble {x,, p € N} est
une partie bornée de (E, || |).

Il revient au méme de dire que
Iensemble { f(x), x € A} est
une partie bornée de (F, N).

Montrer que || ||oo est une norme sur B(A, F).

3) Définir une norme sur l’espace vectoriel B(E)
des suites bornées de l’espace vectoriel normé

fonction nulle est bornée).

Rapport X-ESPCI, 2000

« La notion de fonction bornée est
souvent mal comprise. »




Si f et g sontdeux fonctions bornées sur A et
a, B deux scalaires, alors :

Vx €A

N((a f+Bg)x)) = N((af(x)+Bgx)
la| NCf(x)+[B] N(g(x))

<
<laf Ky + Bl K

avec K, et K, deuxréels tels que :
VxeA N(f(x) <Ky et Ngx) <K,

B(A, F) est donc stable par combinaison linéaire,
¢’est un sous-espace vectoriel de F*.

2) Si f est une application bornée sur A, I’en-
semble {N(f(x)); x € A} est une partic non
vide, majorée de R*, elle admet donc une borne
supérieure, notée || f|oo-

Considérons I’application :

T { B(A, F) — R*
< f el flls

2. Espaces vectoriels normés

Les propriétés 1), 2), 3) de la définition d’une norme
sont simples a vérifier.

Soit f et g deux applications bornées sur A.
Alors: Vx € A

N((f+8)x)=N(fx)+gx))

SN () + N(g))
< flloo + l1glloo

Donc :
| f+8llo = sup N ((f+gx))

< N fllso + 118 lloo-

D’ou la propriété 4).

3) Enprenant A = N et F = E, I’espace vec-
toriel B(N, E) n’est autre que 1’espace vectoriel
des suites bornées B(FE). Les résultats de la ques-
tion 2) s’appliquent et I’application || ||oo, défi-

nie sur cet espace par ||u|loc = sup N (u,), est

neN
une norme.

Suites convergentes, normes

équivalentes

3.1. Suites convergentes

Une suite (x,) d’éléments de I’espace vectoriel normé, (E, || ||), est
convergente dans (E, || ||) (ou encore converge pour la norme || [|) si:

A L’ordre des quantificateurs est
fondamental.

Jx€EVe>03INeNVpeN (p=N)=(|x, —x|| < e

Théoréeme 3

Soit (x,) une suite convergente d’éléments de I’espace vectoriel normé,
(E,|| |D- Alors, I’élément x de E tel que lim |[[x, — x|| = O est
p—+0o0

unique.

Il est appel€ la limite de la suite (x,) et noté:

x = lim x,.
p—+00

41

(© Hachette Livre - H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit



Analyse PC-PSI

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

Exemples

1
B E—€(0,1],R) munidelanorme || f|; :/ | f@)ldr.
0

1
n+1
Donc la suite de fonctions ( f,,) converge vers la fonction nulle relativement
a |l i

Soit la suite ( f,,) définie par f,(t) =". Alors || full1 =

B Une suite de Ramanujan
On considere la fonction f définie sur R* par: f(x) = x(x +2)

et la suite (u,) définie par :

up = f(), ur=+1+712), uzs=1/1+2/1+4+103)

et, pour tout n >3 :

Uy = 1+2\/1+3\/l...\/1+(n1)«/1+f(n)

Calcul des premiers termes :

Uy =upr =3 =uj

fxX)=x+v1+x+1)(x+3).
V1+ f(n)= \/l+n\/1+f(n+l).

Pourtout x > 0:

Donc, pour tout n > 3 :
Et u, = u,y-

La suite (u,) est constante, égale a 3.

3.2. Propriétés des suites convergentes

Théoreme 4

L’ensemble des suites convergentes d’éléments d’un espace vectoriel
normé, (E, | ||), estun sous-espace vectoriel de E et I’application qui,

a une suite convergente (x,) , associe sa limite, lim x,, est linéaire.
p—+00

Autrement dit, si les suites (x,) et (y,) convergent:

V(a,B) €K*  lim (ax,+By,)=a lim x,+B lim y,.
p—+00 p—+00 p—+00

Théoréeme 5

Si (x,) est une suite convergente de I’espace vectoriel normé, (E, || ||),
de limite x, alors toute suite extraite de (x,) converge aussi vers x.

Théoreme 6

Toute suite convergente d’éléments d’un espace vectoriel normé, (E, || ||),
est bornée.

42

1) Montrer que la suite (x,)
converge vers Op équivaut
a montrer que la suite réelle
(|lxp]) tend vers 0.

2) Montrer que la suite (xp)
converge vers x équivaut a
montrer que la suite (x — X))
tend vers Og.

Rapport Mines-Ponts, 1997
« Quand on étudie une suite (ou
une série), il peut étre utile d’obser-
ver le comportement des premiers
termes. »

Oc6l—4L88}

IND/IA POS7AG.

SRINIVASA RAMANUJAN

Ramanujan (1887-1920), mathé-
maticien indien, autodidacte, est un
des grands mathématiciens du XX°
siecle. Son extraordinaire intuition
lui fit découvrir de nombreuses for-
mules mathématiques, dont beau-
coup restent a démontrer. Citons :

3 3
1 1-3
1-3-5\°
l3<2-4-6> +

la justification n’est pas évidente.

2
- = — dont
iy



3.3. Suites divergentes

Une suite (x,) d’éléments de I’espace vectoriel normé, (E,
converge pas, est dite divergente.

), qui ne

Ceci peut se traduire par :

VxeE Je>0VNeN3IpeN (p=N et |x,—x| >e)

3.4. Définitions de normes équivalentes

Sur un méme espace vectoriel, on peut utiliser plusieurs normes, et a chaque
norme correspond un ensemble de suites convergentes.

Le probleme qui se pose alors est : a quelle condition deux normes sur un
méme espace vectoriel donnent-elles les mémes suites convergentes ?

Théoreme 7

Soit E un K -espace vectoriel et N; et N, deux normessur E. Les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1) 4 aeR™ Vx e E Ny(x) < a Ni(x) .

2) Toute suite (x,) d’élémentsde E quiconverge vers Og relativement
alanorme N; converge aussi vers Or pour la norme Nj.

Démonstration

e On suppose 1). Soit (x,) une suite d’éléments de E qui converge vers O pour la

norme Nj. Alors: lim Ni(x,) =0.
p—r+oo

Donc lim Na(x,) = 0. La suite converge vers Og pour la norme N.
p—+o0

e Raisonnons par contraposée. La propriété 1) n’est pas vraie.
Vn €N Jx, €E Na(x,) > nNi(x,)

Nous en déduisons que N»(x,) > 0, puis que x, # 0g etque Ni(x,) > 0.

Posons alors :

1
n = 7xﬂ
Y n Ni(x,)

Par construction :

1
N2(yn) = N2(xn) > I;Nl(yn) - Nl(-xn) = ;

1 1
n Ni(x,) n Ni(x,)

Donc, la suite (y,) ne converge pas vers Og pour lanorme N,. Mais elle converge
vers Or pour lanorme Nj.

Deux normes N; et N, sur le méme espace vectoriel E sont dites
équivalentes si :

J(a,b) e R™)? Yx € E aNi(x) < Na(x) < b Ni(x).

2. Espaces vectoriels normés

En pratique, pour établir qu’une
suite diverge, on utilisera fré-
quemment un raisonnement par
contraposée et les théoremes du
paragraphe précédent.

Rapport Mines-Ponts, 2003
« Savoir tracer les boules unité
dans R* ou R® permet de mieux
comprendre ce que sont des normes
équivalentes. »
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A pplication 2

Soit E =K" et, pour x = (xy,..

3 Ma(x) =

Nix) = |xi
1

Noo(x) = max {|x;

, 1<i<n}
Montrer que ces normes sont équivalentes.

e On peut écrire :
Ni(x) < z”: Noo(x) = nNoo ().
1
Et, si ip esttel que |x;| = Noo(x), alors:
Ni(x) = i |xi| = |xiy| = Noo(x)
1

Donc :

Vx €K' Noo(x) < Ni(x) < n Noo(x)

s Xp), POSONS :

Cas de K"

Les deux normes N; et N sur K" sont équi-
valentes.

e Avec N>, on aaussi:

Na(x) < | Y N2 () = Vi Noo(x)
1

De méme si |x;,| = Noo(x) :
Nz(x) 2 |xio|2 = |xi()| = Noo(-x)

Donc, les normes N, et N, sur K" sont équi-
valentes.

e On en déduit :
1
Vx e K" p Ni(x) € Neo(x) < Na(x)
< VN Noo(x) < v/ Ni(x).

Les normes N; et N, sontdonc équivalentes.

Théoreme 8

Si E estun K -espace vectoriel, la relation définie sur I’ensemble des
normes de E, « N; et N, sont deux normes équivalentes », est transi-

tive.

3.5. Application aux suites, aux parties bornées

et aux boules

Théoréeme 9

Soit E un K-espace vectoriel, N; et N, deux normes sur E. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Les normes N; et N, sont équivalentes.

2) Une suite (x,) d’élémentsde E converge vers Og relativementa la
norme N; si, et seulement si, elle converge vers Og pour la norme N;.

3) Une suite (x,) d’élémentsde E converge vers un élément x de E
relativement a la norme N; si, et seulement si, elle converge vers x pour

la norme N,.
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A pplication 3

2. Espaces vectoriels normés

Normes sur C([0, 1], R)

1) Montrer que I’application N, :
¢ (0,1LR) — R
1
o= N(f)= / fAnde
0

définit une norme sur C ([0, 1],R).

2) Comparer les normes N, et N, puis N et
N,. Sont-elles équivalentes ?
1
f()g(t)dr définit

0
un produit scalaire sur € ([0,1],R). N, est la
norme associée.
2) De plus, N» < No,. Mais N, et N, ne sont
pas équivalentes, car la suite de fonctions, ( f,),
définie par f,(t) = 1" esttelle que:

1) L application ( f,g) —

et

Neo( fa) = 1.
Lasuite ( f,) converge donc vers la fonction nulle
pour la norme N, mais pas pour la norme N.

e De méme, N; < N, mais la méme suite de
fonctions permet de prouver que les normes N; et
N ne sont pas équivalentes.

e [’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

1 2 1
erc%([o,l],R)(/ If(t)ldt) </ FA0di
0 0

soit : Ny < NV,
Utilisons encore la suite (f;) :

NZ(fn) _ n+1
N(f)  V2n+1

et ce rapport tend vers +oo. Les normes N; et

1
1
— 2n — _
Mol fn) = \//0 = 2n + 1

N, ne sont donc pas des normes équivalentes.

Rapport X-ESPCI, 2001
« Le mot magique « normes équiva-
lentes » est souvent invoqué (c’est
bien, mais je ne suis pas sir
que tous sachent ce que cela veut
dire...) »

Théoreme 10

Soient E un espace vectoriel et N;, N, deux normes équivalentes
sur E.

e Les parties bornées de (E, N;) et les parties bornées de (E, N,) coin-
cident.

e Les boules ouvertes de (E, N;) et les boules ouvertes de (E, N>) sont
emboitées (doc. 5) :

Vx € EVYr>03(@r,r) e (R™)? Bi(x,r1) C Ba(x,r) C Bi(x,r2).

3.6. Le cas de la dimension finie

=Y

Conformément au programme, nous admettrons le théoreme :

Théoréeme 11

Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équiva-
lentes.

Doc. 5. Dans R?.
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Théoreme 12

Soit £ un K -espace vectoriel de dimension finie, B = (ej, .
basede E et (x,) unesuite d’élémentsde E.

..,ey) une

n
Onnote x, = E Xi p€i-
i=1
n

Alors, la suite (x,), convergedans E vers’élément x = in e;

=i
si, et seulement si, pour tout i de [[1,n], la suite de scalaires (x; P)p
converge vers X;.

Démonstration

E étant de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes. Nous allons

utiliser : " N
E Xi €j = E |)C,'|
i=1 i=1

e Supposons que la suite (x,) converge vers x dans E. Ona :

lxll =

1

VpeN 0< |xip—xi| < lxp —xlha

lim xip = x;.
p—+00

D’ou

e La réciproque découle de :
n

Vp2 N lxp —xlh =) lxip —xl-

i=1

Remarque

L’intérét de ce théoréme réside
dans le fait fondamental que, sur
un espace vectoriel de dimen-
sion finie, les suites convergentes
sont toujours les mémes indépen-
damment de la norme choisie.
On se permet alors d’utiliser des
phrases telles que : « Soit (x))
une suite convergente de K" »,
sans préciser la norme utilisée
pour définir la convergence.

A contrario, dire « Soit ( f;,)
une suite convergente de
C([0,1],R) » n’a pas de sens,
car on ne précise pas de quel
type de convergence il s’agit.

Rapport X-ESPCI, 2001
« Si on avait le choix de la norme
sur R" | il est indispensable de rap-
peler que toutes sont équivalentes. »

A pplication «

Normes sur K[X]

Nous avons déja rencontré les normes suivantes.

Si P(X)=> acX* :
0

Ni(P)=>la|; Nao(P) =
0

Noo(P) = sup |ag]| .
kEN
Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes.
e Ces normes sont comparables :

VP e K[X] Nw(P)< N2(P) < Ni(P)

e Mais, elles sont deux a deux non équivalentes.

n
En effet, en prenant P,(X) = Z X*, ona:

0
Noo(Pn)Zl’ NZ(Pn):Vn+1;
Ni(P)=n+]1

L’ensemble {P, | n € N} est donc une partie bor-
née de (K[X], Noo)-

Mais ce n’est pas une partie bornée de I’espace vec-
toriel normé (K[X], N>).

Nous en déduisons que
pas équivalentes. Le méme argument s’applique a
Noo et Nj, ces normes ne sont pas équivalentes.

P,
De plus, ’ensemble {—

N et N, ne sont

|n €N} est une

vn+1

partie bornée de I’espace vectoriel normé (K[X], Ny) ,
mais pas de I’espace vectoriel normé (K[X], Ny) .
Les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.
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3.7. Suites de Cauchy (PSI)

Une suite (x,) de I’espace vectoriel normé, (E, || ||), est appelée suite de
Cauchy de E si elle vérifie la condition :

Ve>0 INeEN V(p,hheN>  (p=N = |xpu—x,|<e)
Théoréme 13
Toute suite convergente de (E, || ||) est une suite de Cauchy de E.

Démonstration

Soit (x,) une suite convergente de limite x. Fixons & > 0. On sait que :

INEN Yp N x,—x] <

£
5

Dou: Vp >N [lxp — xpue|l < &

Théoreme 14
Toute suite de Cauchy de (E, || ||) est bornée.

Théoreme 15

Toute suite de Cauchy d’un espace vectoriel normé de dimension finie est
convergente.

Ce théoréeme est admis. 11 sera traité dans le livre d’exercices, mais sa démons-
tration est hors programme.

2. Espaces vectoriels normés

Rapport X-ESPCI, 2002
« |U™P(x)=U"(x)| < C"||UP(x)—x]||
ne prouve pas que la suite est de
Cauchy. »

Richard Dedekind (1831-1916),
mathématicien allemand.

Une théorie complete des nombres
réels a été nécessaire pour que
le critere de Cauchy, d’abord ad-
mis, puisse étre démontré. Ces théo-
ries datent des années 1860-1870 et
sont ’ceuvre de Dedekind, Weiers-
trass et Cantor.

Rapport Mines-Ponts, 2000
Yn bn—l
an Aay—1
vers 0 n’assure pas que la suite

tend

« La condition

b
-2 soit de Cauchy... »
ar

yplication |

Une suite de Cauchy dans R?

On considére, dans [’espace vectoriel euclidien

La norme euclidienne est notée || ||.

Un
R, la suite (Z,) = | vy définie par : 1) Montrer que la suite (Z,) vérifie une relation
W matricielle de la forme Z,,1 = AZ, + B.
Uo
ZO = ) et, pour tout n : Préciser A et B.
Wo
2) Montrer que, pour tout vecteur X de R? ona
Uy = %u _ éwn 6l IAX| < K||X||, o k estun réel de 10,1].
o 1 1 61 3) En déduire que la suite (Z,) est une suite de
mtl = U U T W Cauchy de R?.
Wnsl = 3in + 3V~ %wn +61 4) Montrer qu’elle converge et calculer sa limite.
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1) Pour tout n, ona:

1 1
0 —=
3 6 —61

Zm= |2 L Lz 4| e
3 2 3
Lol ‘!
3 3 3
X

2) Posons X = | y | . Nous obtenons :

Z

|AX] =

é\/@x — 22+ (2x+3y — 22> +4(x +y — 2)
< é\/32x2 +33y2 42922 < @ x| -
V33 11

G - convient.

3) Vous montrerez que, pour tout n > 1 :

Leréel k =

1Zns1 = Zall < K"[[Z1 = Zo|.

Alors, pour tout entier n ettout p > 1:

P
HZn+p - ZnH = HZ(anj - Zn+j—1)H
j=1

=M1z - Zo|

_ iz z (Y
L 12)

La suite (Z,) est donc une suite de Cauchy.

N

(-
=
&

4) L’espace vectoriel R3 est de dimension finie,
donc la suite (Z,) converge.

a
Notons L = | b

c
rations sur les suites convergentes. Le vecteur L
vérifie: L = AL.

sa limite et utilisons les opé-

D’ot a =—-99, b =236 et ¢ =30.

4 Une once de topologie

Dans tout ce paragraphe, (E, || ||) est un espace vectoriel normé et d est la

distance associée a la norme.

4.1. Point intérieur (PSI)

Un point x d’une partiec A de E est appelé point intérieur a A s’il existe
une boule ouverte de centre x incluse dans A (doc. 6) :

dr>0 BO(x,r)C A

Exemple E =R, |x| =x|, A=1]0,1].

1 11
~ estun point intérieura A car BO (=, | =
3 €St un point mterieur a car 0 <2,4) :|

1 n’est pas un point intérieur a A.

Rapport X-ESPCI, 2002
« Le cours sur la topologie est mal
su ou mal assimilé. »

VA

BO(x,r)

®
\J u

Doc. 6.
{ C A (doc. 7).
1 1 L 1 |-
1 1 T i X
11 3
o 37 72 3 1
» Pour s’entrainer : ex. 8. Doc. 7.




4.2. Ensemble ouvert

Une partie A de E estunouvert (ou une partie ouverte) de E si, pour tout
point x de A , il existe une boule ouverte de centre x, contenue dans A.

Vx€eA dr>0 BO(x,r)C A

Exemples

E et J sontdesouvertsde (E,| ||). 10,1] n’est pas un ouvertde R.

» Pour s’entrainer : ex. 9.

A pplication 6

Les boules ouvertes

vertde E.

Soit xg dans E, rg >0 et A = BO(xg,rp).

VyeA 36>0 BO(y, 8) C BO(xg,ro)

BO(xy.r)

&

Doc. 8.

2. Espaces vectoriels normés

(PSI) La définition signifie que
tout point de A est point inté-
rieura A.

Montrer que toute boule ouverte de E est un ou- Puisque y estdans BO(xo,ro) : d(y,xo) < ro.

L’intuition issue de la géométrie invite a poser :

Nous voulons prouver que : 8 =ro—d(y,xo)

Prouvons que BO(y,8) C BO(xg,rg) = A.
Soit z dans BO(y, ), alors :

d(z,x0) < d(z,y)+d(y, xo)

< ) +d(y,x0) =7Tr9.

Donc z € BO(xy, rg).

Théoreme 16

L’intersection de deux ouverts de E est un ouvertde E.

Démonstration

Soit A; et A, deux ouvertsde E (doc.9).
1)Si AN A, =, lerésultat est acquis.
2)Si A1 N Ay #, soit x dans A; N As.

Ay estouvert: dr; >0 BO(x,r;) C Ay.
De méme, A, estouvert: Ir, >0 BO(x,r2) C As.

Notons r = min(ry,r;). Alors :

BO(x,r) C BO(x,r1))NBO(x,r) C A1 N As.

B(x,r,)

=4

Doc. 9. Intersection de deux ou-
verts.
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Par récurrence, on établit que
toute intersection finie d’ouverts
de E estunouvertde E. Mais,
La réunion U A; de cette famille est un ouvertde E. c’est faux pour une intersection
i€l quelconque. Il suffit, pour s’en
assurer, de considérer, sur R :

Théoreme 17
Soit (A;);e; une famille quelconque d’ouverts de E.

Les notions de convergence et d’ouvert sont en relation par le résultat suivant 11
que nous vous laissons démontrer a titre d’exercice. ﬂ } Tn [ = {0}.
neN*

Théoréme 18

Si (x,) estune suite convergentede E, delimite x, alors tout ouvert de
E contenant x contient tous les termes de la suite a partir d’un certain
rang.

4.3. Point adhérent

Soit A une partiede E et x unpointde E. Le point x est dit adhérent
a A sitoute boule ouverte de E, de centre x, aun point commun au moins
avec A, c’est-a-dire :

Vr>0 BOx,r)NA#.

Théoréme 19 (PSI)
Le point x de E est adhérent a la partie A de E si, et seulement s’il
existe une suite d’éléments de A qui converge vers x, c’est-a-dire :

3 (x,) €AY lim |x, — x| =0.
p—+00

Démonstration

e Soit (x,) une suite d’éléments de A qui converge vers x et r > 0. Puisque
la suite (x,) converge vers x, il existe p tel que x, € BO(x,r). Donc :
BO(x,r)NA #.

BN

| . N
e Réciproquement, pour tout p de N, ilexiste x, dans A telque x, € BO (x, —) .

\V
A -
20 \ 74
Lasuite (x,) d’élémentsde A converge vers x.

Exemples

B Toutpointde A estun pointadhérenta A (doc. 10). Doc. 10. Les points xi et xa sont
adhérents a A.

B E=R, |x]|=]x|, A=]0,1].
0 n’appartient pas a A, mais il est adhérenta A (doc. 11).
B Si A estune partie majorée non vide (respectivement minorée) de R, la

borne supérieure (respectivement inférieure) de A est un point adhérenta A.
En effet, A étant une partie non vide et majorée de R, elle admet une borne

supérieure a. 1 ] >
Soitalors r > 0. a estle plus petit des majorantsde A : Ja—r,a]NA # . 0 1 *
On en déduit que a est adhérenta A. Doc. 11. 0 est adhérenta A.

» Pour s’entrainer : ex. 10 (PSI).



4.4. Ensemble fermé. Lien entre ouverts et fermés

Une partie A de E est dite fermée dans E si tout point adhérenta A est
un pointde A. On dit aussique A estunferméde E.

Exemples
B FE et J sontdesfermésde E.

B [0,1] n’estpasunferméde R .

Théoreme 20

A estunferméde E si, et seulementsi, CzA estun ouvertde E.

Démonstration
o Supposons que A soit une partiec fermée de E. Soit x un élément de CpA, x

n’est pas un point adhérent a A, donc :

dr>0 BOKx,r)NA=.
Ceci équivaut a :

3r>0 BO(,r)Cl:A.
Donc CzA estunouvertde E.

® Réciproquement, supposons que CzA soitunouvertde E. Pourtout x de CpA :
dr>0 BOMx,r)NA=.

x n’est pas adhérent 2 A. Les seuls points adhérents a A sont les pointsde A. A
est fermé.

» Pour s’entrainer : ex. I 1.

Exemple

Toute boule fermée de E est une partie fermée de E. En effet, si x appar-
(x —all=r)

tient au complémentaire de B F(a,r), la boule BO(x, >

) est
contenue dans le complémentaire de B F(a,r) .

Théoreme 21

La réunion de deux fermés de E est un fermé de E.

Théoréme 22
Soit (F;);e; une famille quelconque de fermés de E.
L’intersection de cette famille :

(VFi={x€E|Viel, xcF}
iel

est un fermé de E.

2. Espaces vectoriels normés

A Une partie de E peut étre ni

ouverte, ni fermée.
Ainsi E =R, A =]0,1].

Si deux normes N;, N, sur E
sont équivalentes, alors les ou-
verts (respectivement fermés) de
(E,N;) et (E,N>) sont iden-
tiques.

On parle donc d’ouvertde R ou
de K", sans faire référence a
la norme, car, en dimension fi-
nie, toutes les normes sont équi-
valentes.

On en déduit, par récurrence, que
la réunion d’une famille finie de
fermésde E estunferméde E.
Mais, I’exemple suivant montre
que ceci est faux pour une famille
infinie.

E =R et,pour n dans N*,

1 1
h-[ha- ]
n n
Alors :
U m=10.2
neN*
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Démonstration

Fixons un point x adhérent a ﬂ F;.
icl
Pour toutréel r >0, BO(x,r)N ( ﬂ F,) #+ .
icl

Pour tout i de I, x estdonc un point adhérenta F;. Mais F; estfermé, donc x

appartient a Fj.
ﬂ F; estdonc bien un fermé de E.

iel

» Pour s’entrainer : ex. 12.

4.5. Parties compactes

Une partie fermée et bornée d’un espace vectoriel normé de dimension finie est
dite partie compacte de cet espace.

Exemples

B Toute partie A finie d’un espace vectoriel normé (E, N) est compacte.

B Soit u# une suite d’éléments de (E,N) convergeant vers L. La par-
tie A = {L} U {u,;n € N} est un compact de E. En effet, la suite

convergente est bornée. A D’est aussi. De plus, si x est dans CzA, alors
a .
N(x — L) = a > 0. Laboule ouverte de centre L et de rayon 5 contient

tous les termes de la suite a partird’unrang N. 3r >0 BO(x,r)NA=.
A est fermé.

5 Comparaison de suites

Dans ce paragraphe, (u,),en est une suite d’éléments du K -espace vectoriel
normé (E, || |]), et (@n)nen une suite d’éléments de K.

5.1. Relation de domination

La suite (u,) est dite dominée par la suite («,) si elle vérifie une des deux
propriétés suivantes qui sont équivalentes :

dJKeR VneN

l[unl| < Ko
dng IM € R Vn > ng <

|unll < Mlay|.

On écrit alors  u, = O(a,).

Vous prouverez aisément le théoreme suivant.

Théoreme 23

Lorsque la suite de scalaires («,) ne s’annule pas, la suite (u,) est do-

. . . . . 1
minée par (a,) si, et seulement si, la suite vectorielle (—un> est une
ay
suite bornée de (E, || ||)-

Rapport X-ESPCI, 2001
« Dans le cas borné, la compacité
de F est souvent invoquée mais
des démonstrations ... sont franche-
ment absurdes, en particulier celles
qui se réferent a l’existence de ma-
Jjorants pour des parties de R". »

Rapport Mines-Ponts, 2003

« Dans cette partie du programme,
les inégalités se creusent entre les
étudiants : certains, plus qu’avant,
la maitrisent tres correctement et
d’autres, au contraire, ont beau-
coup de difficultés a justifier, par
exemple,de la nature topologique
d’un sous-ensemble de R? (ouvert,
fermé, compact). »

Rapport X-ESPCI, 2002
« On peut lire dans les copies des
expressions comme “fermé borné*,
on ne sait ni de quel fermé il s’agit,
ni par quoi il est borné. »

Rapport Mines-Ponts, 2000
« La notion de compact est souvent
ignorée; certains se contentent du
caractére fermé de S. »

Rapport X-ESPCI, 2001
« De nombreuses erreurs pro-
viennent d’une mauvaise utilisation
de la notation O. »

Rapport ENS Cachan, 2000
« Les notations de Landau ne sont
pas toujours bien comprises. »



5.2. Relation de négligeabilité

La suite (u,) est dite négligeable devant la suite (a,) si:
Ve>03INeENVR2N |u < eélay

On écrit alors  u, = o(a,).

Théoreme 24

Lorsque la suite scalaire (a,) ne s’annule pas, la suite (u,) est né-
. . . . . 1

gligeable devant («,) si, et seulement si, la suite vectorielle <— u,,)

n
converge vers Og.

5.3. Equivalence de deux suites

Deux suites scalaires («,) et (B,) nes’annulant pas, sont dites équivalentes
si:

On écrit alors : a, ~ B,.

Théoreme 25
Soit (a,) et (B,) deux suites scalaires ne s’annulant pas.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o o, ~ f3,
J(ey) € KN
e {VneN a,=p8,1+¢,)
lim g,=0
n—+00

o a, = f,+0(B,).

5.3.1 Comparaison des suites de référence
Rappelons les résultats vus en Premiere année :

e Aveca>1 et @« >0, n%“=o0(a") et a" = o).
e Avec >0 et B>0, (Inn)? =on%).

e n!=om").

» Pour s’entrainer : ex. 3.

2. Espaces vectoriels normés

Rapport Mines-Ponts, 2000
« Il reste encore beaucoup de pro-
blemes quant a [utilisation des
équivalents . »

Rapport Mines-Ponts, 2003
« Les opérations sur les équivalents
(produit, composition, somme) sont
mystérieuses. »

Il est important de connaitre ces
différents points de vue; a vous
de démontrer les équivalences en
question.

A Les équivalents ne s’addi-
tionnent pas.

Rapport ENS Cachan, 2000
« ...quelques erreurs de raison-
nement : manipulation erronée
d’équivalents,... »
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Exponentielles et logarithmes de suites équivalentes
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1) On pose u, = n et v, = n — In(n). Prouver
que les deux suites (u,) et (v,) sont équivalentes
et que les suites (exp(u,)) et (exp(v,)) ne le sont
pas.

2) Etant données deux suites réelles (uy,) et
(vn), prouver que les deux suites (exp(u,,)) et
(exp(v,,)) sont équivalentes si, et seulement si,
lim (u, —v,)=0.

n—+00o

1 1

3) Onpose x, =1+ — et y, =1+ —. Prouver
que les deux suites (x,,?) et (y,) sont équivalentes
et que les suites (ln(xn)) et (ln(yn)) ne le sont
pas.

4) Soit (x,) et (y,) deux suites équivalentes de
réels strictement positifs. Prouver que, si la suite
(y») admet une limite dans R\{1}, alors les suites
(ln(x,,)) et (ln(yn)) sont équivalentes.

Rapport TPE, 1997

« La notation O est souvent confondue avec la
notation o. Pour de nombreux candidats, on a :
U, ~v, =>e" ~e". »

N 1
1) On constate que D n(n).
Uy n
Donc lim O _ 1 et les suites (u,) et (v,)
n—+oo Y

sont équivalentes. Par contre :

exp(v,)
exp (un)

1
= exp(— ln(n)) = pp

donc les suites (exp(un)) et (exp(v,)) ne sont
pas équivalentes.

exp(ut,)
exp(v,)

2) Puisque = exp(u, — v,), ona:

lim (i, — v,) = 0 lim SPH)
n—-+00 n—+oo exp(vy)

D’ou I’équivalence demandée.

3) Il est clair que  lim 1. De plus :
n—+0o00 yn

1 1
InCen) ~ = et Inyn) ~ —3

donc lim In(x,) =
n—+oo In(y,)

Les suites (ln(x,,)) et (ln(y,,)) ne sont pas équi-
valentes bien que (x,) et (y,) le soient.

4) Puisque les suites (x,) et (y,) sont équiva-
lentes, on peut écrire x, = y,(l1 + &(n)), ou
lim e(n) =0.

n—+0o0

Donc In (xn) = ln(yn) +In (1 + s(n)) et:

In(x,) In(1 + &(n))

In(y,) In(y,)
(Le quotient par In(y,) est possible pour n assez

grand.) L hypothese sur la suite (y,) permet de
conclure que :

In(x,)
1m =
n—+00 ln(yn )

Les suites (ln(x,,)) et (ln(y,,)) sont équiva-
lentes.




2. Espaces vectoriels normés

Bl FICHE METHODE __

@® Pour montrer que ’application N de E dans R est une norme, on peut :

e si N se présente sous la forme d’une racine, regarder si elle dérive d’un produit scalaire ;
e sinon, montrer qu’elle vérifie les quatre axiomes de la définition d’une norme.

@® Pour montrer qu'une partie A de I’espace vectoriel normé (E,

| ||) est bornée, on prouve que :

JKeR" VxeA |x]|<K ou I BOx,r) ACBO(,r)

@ Pour montrer que la suite (x,) converge vers 0z dans (E, |

). prowverque lim_|x,]| =0.

@® Pour montrer que la suite (x,) converge vers x dans (E,

| ]]), on peut:

e prouverque lim |lx, — x| =0;
p—+o0

n n
e lorsque E est munid’unebase (e;)icyi,n) €tque, pourtout p, x, = Zx,-,p e, et x = Zx,- e;
i=1 i=1
établir que, pour chaque i de [[1,n], lasuite (x;,), converge vers Xx;.
@® Pour montrer que les normes N; et N, sont équivalentes dans E, on peut :
e si E estde dimension finie, rappeler que toutes les normes sur E sont équivalentes ;

e si E n’est pas un espace vectoriel de dimension finie, chercher deux réels > 0, a et b, telsque:

Vx e E aN(x)<Ny(x)<bN(x).

@® Pour montrer que deux normes N; et N, ne sont pas équivalentes, on peut :

e chercher une suite (x,) d’élémentsde E , convergeantvers Or pour N;, mais pas pour N, ;
N (xp)
N2(xp)

e chercher une suite (x,) d’éléments de E\ {Og} , telle que , ou 'inverse, tende vers +0o

ou I’inverse.

@® (PSI) Pour montrer qu’un point x de A estintérieur a A , on peut chercher une boule ouverte
de centre x, contenue dans A.
@® Pour montrer qu’un point x de E estadhérenta A ,on peut:

e montrer que toute boule ouverte de centre x rencontre A ;
e (PSI) chercher une suite d’éléments de A convergeant vers x ;

@® Pour montrer que A est ouvert, on peut :

e montrer que, pour tout point x de A, on peut trouver une boule ouverte de centre x contenue
dans A ;

e montrer que [zA est fermé.

@® Pour montrer que A est fermé, on peut :

e montrer que tout point adhérenta A estdans A ;
e montrer que CzA estouvert.
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xNercice réspln

1. Une curieuse boule dans R>
ENONCE
1
1) Montrer que 1’application ((x,y) — N(x,y)= / ‘x + \/Ety‘ dz> est une norme sur R
0

2) Déterminer la boule unité B = {(x, y) ER? | N(x,y) < 1} .
3) La représenter graphiquement dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O; T 7

7).
On montrera que B est délimitée par des segments et deux courbes dont I’équation se simplifie en effectuant une
rotation du repere.

CONSEILS SOLUTION

s

La seule difficulté réside dans : 1) Soit (x,y) tel que N(x,y) = 0. Lafonction: t — |x + V21t y’ est

continue et positive sur [0, 1]. Donc, pour tout ¢ de [0,1], ona:
Nx,y)=0=(x,y)=0

‘x+\/§ty‘:O, puis x+\/§ty:O.

Cette fonction polyndme s’annulant sur [0, 1] estnulle: x =y = 0.
2) Déterminons I’ensemble B = {(x,y) € R* | N(x,y) < 1}.
Puisque N(x,y) = N(—x, —y), il suffit de déterminer :

AY
25 Bn{(x,y)|y=>0}.
1
2
) e Si x>0ety>0, alors N(x,y):/ (x+\/§ty)dt:x+§y.
0
1
15 e Si x <0 et y>0, alors N(x,y):/ ‘x+\/§ty‘dt.
0
) La fonction: 7 — x+v/2 ty estaffine, elle croitde x a x+V2 y lorsque
t croitde 0 a 1.
. 1 \/E
0.5 Si x+\/§y<0, alors N(x,y) = —(x+\/§ty)dt:— x+7y .
0
2 x? 2
2 -15 -1 -05 0 «x Si x+\/§y>0, alors y >0 et N(x,y) = gx—+x+§y.
y
Doc. 1. > with(plots) : 3) e Si x >0 et y>0, alors B estdélimitée par la droite d’équation :
> implicitplot(x~2
+sqrt (2) *xxy+y~2 X+ Q y=1
-sqrt (2) xy, 2

=-3..3,y=-3..3); . e e,
x y ) e Si x <0, y>0etx+ \/Ey < 0, alors B est délimitée par la

droite d’équation :
+—y=-1
X 2 y
e Si x <0, y>0etx+ \/Ey > 0, alors B est délimitée par la
courbe (C) d’équation (doc. 1) :

V2 x? V2

S 4x+—-"y=0, soit x’+ 2xy+y2—\/§y=O.
2y 2




Ny
repere (O; I, J), ona:

()= (

Par conséquent :

nique :

b=1/2-V2

x+\[2y=0

Doc. 2. > solve({x+sqrt(2)*y/2=1,x"2+sqrt (2)*x*y+y~2

2. Espaces vectoriels normés

Comme !’indique 1’énoncé, considérons la rotation d’angle a. Si M a
—_ —
pour coordonnées (x,y) dans le repere (O; i, j) et (X,Y) dansle
—

cosa —sina X
sina  cosa Y

ME(C)©x2+\f2xy+y2—ﬁy:O<:)(cosaX—sinaY)2
+\/§(cosaX —sinaY)(sina X +cosaY)

+(sinaX+c0saY)27\/E(sinaX+cosaY):0.

Letermeen X Y a pour coefficient V2 cos2a.

.. m . . . . N . .
Choisissons @ = —-, 1’équation se simplifie et apres factorisation cano-
4

(e (2 - ()

On reconnait I’équation d’une ellipse de centre le point :

2 2 /
(1 — §,1+§>, de grand axe a = 2+V2 et de petit axe

-sqrt (2)*y=0},{x,y});
{y:\/ix:O},{y:\/ix:O}

> solve({x+sqrt(2)*y/2=-1,x"2+sqrt (2) *x*y+y~2
-sqrt (2)*y=0},{x,y});

{y =V2,x = —2},{y =V2,x = —2}

> solve({x+sqrt(2)*y/2=-1,x+sqrt(2)*y=0},{x,y});

{y = \ﬁ,x = 72}
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xNercice réspln

2. L’algorithme de Héron

ENONCE

Héron d’Alexandrie utilisait une suite pour
déterminer des valeurs approchées des racines
des entiers. Nous allons étudier cette méthode
et I’appliquer ensuite a des complexes.

1) a) a désignant un réel fixé, étudier la suite
(u,) définie par :

1
up € R*, vneN un+1:§(un+i)

Un
b) Afin de préciser la vitesse de convergence
de la suite (u,), on pose :
Up

ﬁ >

Up =

puis e, = v, — 1.

Montrer que, pour tout n > 1, ona:
5 Héron d’Alexandrie (1° siecle apres J.-C.), mathématicien grec.
0 < e < 5 e, . Nous lui devons la formule liant ’aire, le périmetre et les trois cotés

La convergence est alors dite quadratique. d'un triangle : S = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢)

¢)On fixe a =7 et up = 1. Déterminer n pour que u, fournisse une valeur approchée de V7 a 1077 pres.
Donner une valeur approchée de V7 a 1077 pres.
2) a désigne maintenant un complexe fixé non nul, o et —a ses racines carrées.

a) La suite (z,) est définie par :
0 si 2, =0

720€C, VneN Znel = 9 ] a
5 (Zn+_) Si n #O
Zn

On suppose qu’elle ne s’annule pas. En utilisant la suite (w,) définie par :

Zn_a
i +a’

w,; =

montrer qu’il est possible de choisir zy tel que la suite (z,) converge vers « (respectivement —c«). Interpréter
géométriquement ce choix.

b) Montrer que, si la suite (z,) s’annule, le point d’affixe zo appartient & une droite d’origine O que vous décrirez
géométriquement. Précisez les points de cette droite dont 1’affixe conduit a une suite stationnaire nulle.

¢) Décrire, en fonction de la position du point d’affixe z, la nature de la suite (z,).
d) On fixe a =i et zo = 1. Déterminer la limite « de la suite (z,).
CONSEILS SOLUTION

1) a) La suite (u,,) est une suite récurrente associée a la fonction continue
sur R*

fix — f(x):%(x+jl—c).

Si la suite converge vers [ # 0 , alors [ = a.



> restart:with(plots):
> f 1=x->(1/2)*(x-7/%);
1 71
=X — —Xx— = —
! 2 2 x
> x:=’x’: gl:=plot ({f(t),t,t/2},
£=-10..10, y=-6..6,
discont=true):
> res:=NULL; x :=1.0:

res =

> to 8 do res:=res,[x,f(x)],
[£(x),f(x)]; x:=f(x) od:
> g10:= plot ([res]):
> display({gl,g103});
Doc. 1.

2 4 6 8
> restart:with(plots):
> f oi=x->(1/2)*(x+7/x);
1 71
=X — X+ - —
4 2 2 x
> x:=’x’: gl:=plot ({f(t),t,t/2},
£=0..8, y=0..10,
discont=true):
> res:=NULL; x :=0.5:

res ‘=

> to 14 do res:=res, [x,f(x)],
[f(x),f(x)]; x:=f(x) od:
> g10:= plot ([res]):
> display({gl,g10});
Doc. 2.

2. Espaces vectoriels normés

Si a < 0, lasuite diverge. Le document 1 permet de le vérifier.
Si a = 0, la suite converge vers 0.

Si a > 0, 1’équation admet deux solutions. La fonction f étant impaire,
nous nous limiterons au cas ug > 0.

On montre alors par récurrence que, pour tout n > 1, ona u, > \/5. La
fonction f étant croissante sur [v/a,+oo[, la suite (u,) est monotone.
Or, uy — u; > 0, donc la suite est décroissante. Minorée par +/a, elle
converge. La seule limite possible est v/a (doc. 2).

Si up < 0, la suite converge vers —+/a.

1
—> et vy > 0.

n

1
b)Si ug >0, ona Vn e N vn+1§(vn+

v, converge vers 1 en décroissant, a partir du rang 1. (e,) converge
vers 0 et décroit aussi a partir du rang 1. De plus, pour tout n :

_1 e,%
el =y
N 1, e\
Dou: Vn >1 e,mgien et en<2(?) .
¢) Vn > 1
2n—l
Ogun*ﬁ:ﬁ(vnfl):\/73;1<3en<6(%) .

4 3
<

— 1<
NG 5

Ici: uy =4, e =

Avec Maple

> fsolve(6x(3/10) (27 (n-1)))=10"(-7) ,n) ;
4.89487895727

et n =35 convient.

Nous obtenons :
Avec Maple
>u :=1 :to 5 do u :=(1/2)*(u+7/u) od : u;
> evalf (u) ;sqrt(7.) ;

7238946623297
2736064645568
2.64575131111
2.64575131106

2) a) Le terme w, est défini si, et seulement si, z, # —a. C’est-a-dire
si, et seulement si, zg # —a.

Si zp = —a ou zyp = «, lasuite (z,) estconstante, donc convergente.
Supposons z différentde « et —a et calculons w;.

Wyl = (wn)z. Par conséquent, pour tout n, ona w, = (u)o)2 .

Si |wo| < 1, lasuite (w,) converge vers 0, donc la suite (z,) converge
vers «a. Il suffit pour cela de choisir zo tel que |z9 — a| < |z0 + «|.

Si Jwo| > 1, (Jlw,|) converge vers +oo, et (z,) converge vers —a.

11 suffit pour cela de choisir zo tel que |z + | < |z0 — a.
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A
Convergence

vers (1+i\[2)
V2 A
Al +iv2)

B(-1-iv2)

BX _\5i

a=-112iv2 =(1+iv2)’
Doc. 3.

60

Convergence

vers —(l+i\6)

v

La suite (z,) converge vers «a si, et seulement si, le point d’affixe zj
appartient au demi-plan ouvert limité, par la médiatricede A(w) et B(—a)
contenant A. Elle converge vers —a si, et seulement si, le point d’affixe
zo appartient a I’autre demi-plan ouvert (doc. 3).

b)Si z,41 =0 et z,#0, alors z,= tia.
Plus généralement, si z,,; €iaR alors z, €iaR.
Donc, s’il existe n tel que z,+; = 0, nécessairement zp €iaR.

Les points images des complexes zo tels que la suite (z,) s annule appar-
tiennent a la médiatrice de [A, B].

Considérons un complexe zo = iya (y € R¥). Il existe 6 dans

0
] —m, [ tel que tan 5= y. Alors :

iya—a . o
wy = yi = —cosf+ising =e ™9,
lya+a
Pour tout n, ona w, = (w0)2 et z, est nul si, et seulement si,

w, = —1.

Donc (z,) s’annule si, et seulement s’il existe un entier naturel p tel que:
270 = m(mod 21r). (1)

Dans ce cas, notons p le plus petit entier tel que (1) :
Il existe un entier n tel que :

2P0 =w+2nw et zo:iatan<

2n + l)ﬂ'r)

2p+1

L’ensemble des points de la médiatrice de [A, B] dont les affixes
conduisent a une suite stationnaire nulle est I’ensemble des points de

2n+ I)TI')

cette droite dont les affixes s’écrivent sous la forme i« tan ( oo

avec p dans N* et n dans Z.
¢) Si le point d’affixe zop est A ou B, lasuite est constante.

S’il n’appartient pas a la médiatrice de [A, B], la suite converge.
Rn+)w
2+l ’
la suite est stationnaire, nulle a partir d’un certain rang, donc converge.

S’il appartient a la médiatrice de [A, B] etsi zop =iatan (

Sinon, la suite (z,) ne s’annule pas. De plus, en posant alors zo = ikg «
(ko € R), vous montrerez par récurrence que, pour tout 7, ona:

1 1
n — .kn 5 kn = = kn - — .
Z 1Kk, o avec +1 2 ( k,,)

La suite (k,) est bien définie mais elle diverge ainsi que (z,).

d) La limite de la suite (z,) est alors le complexe :

3

3|0
N—

im/4

V2
2

1—e
1 +eim/4

a =

_in(g) Ly
_COS(_)_ (8)

(1+i) et |wol :‘

oo



Exercices

1,, Montrer que, dans un espace vectoriel normé, I’applica-
tion norme est convexe, ¢’est-a-dire vérifie :
V(x,y)€ E* VYVt €[0,1]

N(x+ (1 —1)y) <tNx)+ (1 —t)N(y)

%’,J Soit (E, || ||) un K -espace vectoriel normé et f un

endomorphisme de E. On définit I’application N sur E en
posant N(X) = || f(X)||.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que N
définisse une norme sur E.

?w’ Montrer que si E u, estune série a termes réels posi-

. . V u}‘l
tifs convergente, alors la série E ~— converge.
n

é;“ Montrer que, pour toute série réelle Z(un) absolu-
ment convergente, on a :

o0
>
n

1

a

< —
V6

o0
0

#5*,,‘ Soit E = R? et, pour tout x = (a,b) de R’ :

N(x) = Va? +2ab + 5b?.

2
Montrer que N est une norme sur R°.

é f est une fonction continue de [0,1] dans R*. On
considere I’application :

K[X] — R*

Ny :
f P— N¢(P)= sup | f(x)P(x)]
x€[0,1]
Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que
Ny soit une norme sur K[X].

M; Montrer que, dans I’espace vectoriel normé, (E,|| |) :

1) Vx,y) € E>VreR™ x+ B(y,r) = B(x+y,r)
2) Vx € EVr e R™ VA€ K\ {0} AB(x,r)= B(Ax,|Alr)

i‘;@, Soit (E,|| ||) un K -espace vectoriel normé et F un
sous-espace vectoriel de E. On suppose qu’il existe a dans

F et r >0 telsque BO(a,r) estcontenue dans F .

Montrer que F = E.

gﬁ. Soit A une partie de I’espace vectoriel normé (E,

et O unouvertde E.

I

Montrer que A+ O estunouvertde E.

/LQ Soit A une partie non vide de I’espace vectoriel normé
(E.|| |I)- Pourtout x de E, on pose :

d(x,A) = inf ||y - x|.

Montrer que d(x,A) = 0 si, et seulement si, x estun point
adhérenta A.

ﬂ Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé de dimension
finie.

1) Montrer que tout sous-espace vectoriel F de E est fermé
dans E.

2) Montrer que E est le seul sous espace-vectoriel de E qui
soit aussi ouvert.

/!g: (PSI) Montrer que I’ensemble des points intérieurs a la

boule fermée BF (x,r) estlaboule ouverte BO(x,r) etque
I’ensemble des points adhérents a la boule ouverte BO(x,r)
est la boule fermée BF(x,r).

/!'é» (E,|| ||) estun espace vectoriel normé de dimension
finie.

Soit A un scalaire non nul et A un compactde E.
Montrer que A A estun compact de E.

%1~ On pose E = Cz([O,l],R). Pour tout f de E, on
définit :

1
N(f)=/0 | F@)]dx
1
N =150+ [ |5 @l
0

1
N = 1501+ 7O+ [ ] wlax
0

1) Montrer que ces trois applications sont des normes.

2) Prouver que, pour tout f de E, N(f) < N'(f) < N"(f).

3) Prouver que, deux a deux, ces normes ne sont pas équiva-
lentes.

/!‘é.; Soit E = €'([0,1],R). Pour f € E, onpose :

1 1/2
N(f)= [f2(0)+/ f’z(t)dt] :
0
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1) Montrer que N est une norme sur E.
2) Montrer que || f]loo < V2 N(f).
3) N et || ||l sont-elles équivalentes ?

.Z'.«é"*

1) a) Montrer que 1’application définie par :

@(A,B) = te('AB)
est un produit scalaire sur V,(R).
b) Préciser la norme associée que I’on notera N.
2) Comparer N(A) et N(‘'A).

3) a) Montrer que N(AB) < N(A)N(B), pour tous A et
B.

b) Caractériser les couples (A, B) pour lesquels :

N(AB) = N(A) N(B).

ﬁ 1) Montrer le lemme de d’ Alembert : si (a,) estune
suite de réels strictement positifs tels que :
. a
lim
n—+oo  dy

=1>1,

alors la suite (a,) tend vers +oc.

2) Soit a un réel positif. Etudier la suite définie par wuo et
up+1 = f(un) avec:
a@ +1)

x2+1

fx) =

Rapport CCP, 1997 : « L’étude des suites récurrentes est sou-
vent fort mal traitée, les candidats essayant rarement de faire
un dessin les aidant a en comprendre le comportement. »

{Lﬁ‘; (PSI) Soit C une partie convexe de I’espace vecto-
riel normé (E, || ||). Onnote C I’ensemble des points adhé-

rentsa C et C l’ensemble des points intérieurs a C.

Montrer que C et C sont convexes.

/g» Soit k € R*. Pourtout n de N*, on pose :
2 2 2
an{(x,y)GR2 (x—l) +<y—l> S k_z}
n n n
et B=|]B.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur k pour que
B soit fermé.

Z‘;"Q, On fixeunréel a dans ]O, 1[ eton considere 1’espace

vectoriel E = C([0,a],R) muni de la norme N, définie
par:

Neo(f) = sup | f(x)].
x€[0.a]

1) Prouver que la suite ( f,) de fonctions de E, définies par :
n
Sy = %
0

converge dans (E, No) verslafonction f:x +—

1—x

2) En déduire un sous-espace vectoriel de E qui ne soit pas
fermé.

%i Kk

est muni d’une norme N.

(PSI) Un espace vectoriel E de dimension finie

Soit f une application de E dans E telle que :
1 2
Ja € 0,5 V(x,y) € E

N(f@)—=f) < a[N(fx) —x)+NCf) =)

Montrer que f admet un point fixe unique.



Continuiteé

ntio uehis)

Leibniz, en 1692, utilise, dans un cadre
géométrique, le terme de fonction.
En étudiant la solution de I’équation des cordes
vibrantes donnée par d’Alembert en 1747, Euler,
en 1748, libere la notion de fonction de ce cadre et
introduit la notation f(x). L’idée intuitive suivant
laquelle une fonction est continue si son graphe
peut étre tracé sans lever le crayon est attribuée a
Euler. Mais cette idée ne s’applique qu’aux
fonctions définies sur un intervalle et a valeurs
dans R.
Bolzano et Cauchy, vers 1820, définissent
correctement les fonctions continues
de R dans R.
Au début du XX° siecle, cette définition sera
généralisée a des fonctions vectorielles d’une
variable vectorielle.
La notion de limite d’une fonction en un point et
plus généralement I’étude de son comportement et
sa comparaison a d’autres fonctions au voisinage
d’un point est fondamentale en analyse (c’est
I’étude locale d’une fonction en un point).
Dans ce chapitre,nous étudierons cette notion dans
le cas d’une fonction d’un espace vectoriel dans un
autre, puis les fonctions continues sur une partie.
Nous considérerons ensuite le cas
des applications linéaires.

OB]ECTIFS

B Limite en un point d’une fonction d’un es-
pace vectoriel normé dans un autre.

B Principales opérations sur ces limites.

B Comparaison des fonctions au voisinage
d’un point.

B Continuité en un point, sur une partie.

B Utilisation de la continuité : images réci-

proques d’ouverts et de fermés (PSI), image
directe d’un compact.

B Applications lipschitziennes.

B Continuité des applications linéaires entre
espaces vectoriels normés de dimension finie.

B Continuité des applications bilinéaires
entre espaces vectoriels normés de dimension
finie.

(© Hachette Livre - H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

63



Analyse PC-PSI

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

Dans tout ce chapitre, K est R ou C et (E,| |g), (F,| |lr) et (G.] |lc)
sont trois K-espaces vectoriels normés de dimension finie. A est une partie
de E et f uneapplicationde A dans F.

Nous adopterons les conventions suivantes :

e Si a estunpointde E adhérenta A, onditque f possede la propriété
(P) au voisinage de a si f possede la propriété (P) sur I'intersection de

A avec une boule de centre a. (Exemple : la fonction x — x sin (—) est
X

bornée au voisinage de 0.)

e Si £ =R, onditque f posséde la propriété (P) au voisinage de +oo
si f possede la propriété (P) surunintervalle du type ]c,+oo[. (Exemple :

la fonction x — — est bornée au voisinage de +o00. )
X

e On procede de maniere similaire « au voisinage de —oo ».

I Limites

I.1. La définition
Considérons un point @ adhérenta A etunpoint b de F.

Onditque f admet b comme limite au point a si:

Ve>036>0VxecA (x—ale<8=( fx)—b|r<e)

Théoreme 1
Lalimite de f en a, lorsqu’elle existe, est unique.

Lorsque f admet b comme limite au point a, on note :

lim f(x)=b ou lim f=5b

X—a

On désigne par B Fg(a, d) la boule fermée de centre a et de rayon 6 dans
(E,|| |lg) etpar BFp(b,e) laboule fermée de centre b et de rayon & dans

S (e

Théoréme 2
L’application f admet b comme limite en a si, et seulement si :

Ve>036>0 f(ANBFg(a,od)) C BFr(b,¢)

Exemple

2.2
Prenons E =R>, F =R, A = E\{(0,0)} et f(x,y)= %

Montrons que f admet une limite en a = (0,0) et déterminons cette limite.
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L utilisation des coordonnées polaires est trés efficace. En effet :

0< f(pcosb,psinf) = p?cos® Osin’ 6 < p°.

Donc :
0< flx,y)<x?+y?
et
lim x,y)=0.
(x.y)—(0,0) f&)

Supposons ici que £ = R etnotons b un pointde F. Si f est définie
sur un intervalle de la forme A =]xg, +oo[, on dit que f admet b comme
limite en +o00 si:

Limite en +oco eten —oo

Ve>03dyeRVxeA (x=2y)=(|f(x)—b|r<e)

Onécritalors: lim f(x) =05 ou lim f =b.
X—+00 +00

1.1.2

Ici, F =R et a estunpointadhérenta A.

+00 ou —oo comme limite

Onditque f admet +oo comme limite au point a si:

VKER IE>0VxeA (|x—aleg<8=(fx)=K)

Etl'onnote: lim f(x) =+cc ou lim f =400

» Pour s’entrainer : ex. I.
1.2. Limites d’applications et suites convergentes

Théoréeme 3

Lapplication f admet b comme limite en a si, et seulement si,
pour toute suite (x,),en d’éléments de A qui converge vers a dans
(E,|| lg), lasuite ( f(x,))pen convergevers b dans (F, || ||r).

Démonstration

e On suppose que f admet b comme limite en a et on fixe une suite (x,),en
d’éléments de A qui converge vers a dans (E,|| ||g).

Soit € > 0.

f admet b comme limite en a, donc:
F6>0VxeA |x—alle<é=|f(x)—b|Fr <e.
La suite (x,),en converge vers a :
INeNVrR2>N
VYn>N

vy — allz < 6.
| ) = blle <o

La suite ( f(x,))pen converge donc vers b dans (F, || ||F).

En combinant les deux :

e Réciproquement, supposons que f n’admette pas b comme limite en a, alors :

Je>0V6>03x€A |[x—alleg<d et | fx)—D|r>e

3. Continuité

Rapport Mines-Ponts, 2003

« Quand on demande d’étudier les
variations d’une fonction sur l’in-
tervalle [1,+o00l, il ne faut pas ou-
blier d’étudier le comportement de
la fonction aux deux bornes de l’in-
tervalle. »

De méme, donner un sens a :
lim f(x)=2»
X——00

ou:
lim f = b.

Donner un sens a :

lim f(x) = —o0
ou:
lim f = —o0.
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1
En prenant 6 = 200 on obtient :

1
by —alle < 55 et
La suite (x,),en converge donc vers a dans (E,
ne converge pas vers b dans (F, | ||r).

Jde>0VpeNdx,cA || f(xp) —D||r > &.

» Pour s’entrainer : ex. 2.

||£), mais la suite ( f(xp))pen

Exemple

Er Fe* |F?

1 Fev |_FZ F4 F
- E Zoom|Trace [ReGraph|Math Dz |-

Montrons que la fonction f définie sur R* par:

1
f(x) =sin —
X
n’a pas de limite en 0.
Pour p dans N, posons x, = =——, f(x,) = (=1)"
E +mp

Lasuite (x,),en converge vers 0 et la suite ( f(x))),en di-

MAIN

EAD AUTO

FUHC

verge. Donc f n’a pas de limite en O.
Doc.

|.3. Limites d’applications a valeurs
dans un espace vectoriel normé de dimension finie

Supposons que 1’espace vectoriel F soit de dimension finie et notons
B = (v,...,v,) unebasede F.

Pour tout x de A, ilexiste ( fi(x),..., fu(x)) dans K" tel que:
fE) =) fiu.
1

L’application f; : A — K est appelée la i-ieme application composante de
f relativement a la base B (on peut aussi parler d’application coordonnée
ou de fonction composante ou de fonction coordonnée).

Théoreme 4
n

L’application f a pour limite b = Zbivi au point a si, et seulement

1
si, pour tout i de [[1,n]], 'application composante f; a pour limite b;
au point a.

|.4. Combinaison linéaire de limites

Théoreme 5

Soit f et g deux applications de A dans F. Si f (respectivement
g ) admet pour limite b (respectivement c ) au point a, alors, pour tout
couple (a,B) de K?, lafonction a f + Bg a pour limite ab + Bc au
point a :

lim(a f(0)+ Bg(x) = a lim f£(x)+p lim g(x).

1. Représentation, sur calculatrice, du

1 T
graphe de x +— sin — avec x € {——,—} .
X 2°2

Rapport Mines-Ponts, 2003

« Des limites aussi classiques que :

I
tim 29 iy )
1 t—1 o

) X
et lim(1 — =)" permettent d’obte-
+00 n

nir les résultats les plus farfelus. »

A Ce théoreme suppose l’exis-
tence de limites pour f et g
en a.



I.5. Produit de limites

Théoreme 6

Soit f une applicationde A dans F admettant b comme limite en a
et u une applicationde A dans K ayant @ comme limite en a.

Alors, le produit # f admet @b comme limite au point a :

lim u(x) f(x) = lim u(x) lim f(x)

Démonstration

On peut écrire :

Vx €A ulx) f(x) —ab=(u(x)—a) f(x)+a( f(x)—D).
Donc :

VxeA |ux) f(x)—ablr < |ux) —a||| fO|F +|a]|| f(x)—b|lF
Or }an f(x) = b, doncilexiste r >0 tel que:
Vx € BFea,r)NA ||| f@llr = Bl <1 fC) = bllr <1
Vx € BFe(a,r)NA | f)l[r < [|bllF +1
On en déduit que, pour tout x de BF(a,r)NA:
0 < [luCx) fx) — abl[r < [ulx) = a|((|bllr + 1) +[al[| £(x) = bl .

Or lim |u(x) — a| = lim || f(x) = b[|[r =0 d’ou le résultat.

1.6. Inverse de limites

Théoreme 7

Etant donné une fonction u de A dans K, de limite B8 en a, avec
B # 0. Alors:

e dr>0Vx€eBF(a,r)NA ulx)#0

1
e Enposant B = BF(a,r)N A, lafonction — estdéfiniesur B,a est
u

. 1 . .
un point adhérenta B et — admet pour limite E au point a :
u

m -
x—a u(x) B lim M(X) ’

Démonstration
e Puisque B #0, ‘g’ > 0. Ilexiste r > 0 tel que:

VxeA |x—alle <r=lukx) —pB| < ‘g‘
Onpose B = BF(a,r)NA.

vxe B uw) - 18] <l - gl < |5

Dot 0< ’g‘ < u(x)| <3’§‘.

3. Continuité

A Ici également, [’existence des

limites en a pour les fonctions u
et [ estnécessaire.
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e Montrer que a estadhérenta B est un exercice élémentaire. De plus :

Vx€EB 0<|— — — a7

u(x) Bl Jul|B]

» Pour s’entrainer : ex. 3 et 4.

1.7. Composition des applications

Dans ce paragraphe, (E, || ||g), (F.]| |lr), (G,] |l¢) sonttrois espaces vec-
toriels normés, A est une partie de E, a un point adhérenta A, B une
partiede F.

Théoréeme 8

Si f estune applicationde A dans B qui admet comme limite b au
point a, alors :

e le point b est adhérenta B ;

e si, de plus, 'application g de B dans G admet la limite ¢ en b,
I’application g o f admet ¢ comme limite en a.

En d’autres termes :

lim g o f(x) = lim g(y).
Xx—a y—

Démonstration

e Le point a est adhérent a A, donc il existe une suite (x,),eny d’éléments de
A qui converge vers a. La suite ( f(x,))pen est une suite d’éléments de B qui
converge vers b, car f admet b pour limiteen a. Donc, b est adhérenta B.

e Fixons & > 0. L’application g admet ¢ comme limiteen b :
36>0VyeB (ly—>blr<d=llgy) —cllc <o)
Untel 6 > 0 étant déterminé, on sait aussi que :

3u>0Vred (x—ale <p=|fe—blr <o)

On en déduit :
VxeA (|x—alle <p=|g(fx)—cle <e).

2Continuité en un point

2.1. Définition et caractérisations

Lorsque a estdans A et f admeten a lalimite b, alors: b = f(a).
Onditque f estcontinue au point a .

Mathématiquement, I’application f est continue au point a si :

(acAet (vs >036>0VxeA (Jx—ale <8 = (| f&) - f@r < s))
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Rappelons qu’un quotient de termes
positifs se majore en majorant son
numérateur ou en minorant son dé-
nominateur.

Paul Dirac (1902-1984), mathéma-
ticien et physicien anglais, fonde la
théorie complete de la mécanique
quantique et publie « The principles
of quantum mechanics » en 1930.
Pour ce travail, il recoit le prix
Nobel de physique en 1933. Apres
avoir enseigné les mathématiques a
Cambridge pendant trente-sept ans,
il devient, a 69 ans, professeur de
physique a Florida State University.



La proposition suivante traduit la notion de continuité en un point a I’aide des
suites.

Théoréme 9

L’application f est continue au point a de A si, et seulement si, pour
toute suite (x,) d’élémentsde A qui converge vers a dans (E, || ||g),
la suite ( f(xp,)) converge vers f(a) dans (F,| ||r).

2.2. Prolongement par continuité

Si a est un point adhérent a A n’appartenant pas a A, l’application f
n’est pas définieen a. Cependant,si f admet b comme limite au point a,
alors on peut définir 1’application :

f:AU{a} — F
>~ o Jfx) six#a
fo(x)_{b six=a

Par construction, f est continue au point a. f est appelée le prolonge-

ment par continuité de f au point a.

Exemples

B Nous avons déja rencontré I’application :

R*\ {(0,0)} — R L,
_ Xy
(x,y) — f(x,y)—x2+y2-

etétablique lim  f(x,y) = 0. Nous pouvons donc prolonger par conti-

(x,y)—(0,0)
nuit¢ f en (0,0) enposant f(0,0)=0.

B Considérons I’application :

ry

x2+ y?

R*\ {(0,0)} — R
f:{ (x,y) — f(x,y) =

f est-elle prolongeable par continuité en (0, 0) ?

11 1 1
Remarquons que Vn € N*  f ( ) =5 et f (O, —) =0.
n

-, =
n n

11 1
Les deux suites ((—, —>) et ((O, —>> convergent vers (0,0) dans R2.
n n n

Donc f n’est pas prolongeable par continuité en (0,0) (doc. 3).

B Soit U={z€C;lz|=1}.
]—m, 7wl — U\{-1}

L’application : { o 0 est bijective.

= €

Sa bijection réciproque est 1’application Argument, notée Arg . Elle est dé-
finie par :
U\{-1}

u=x+iy — Argu = 2Arctan J
1+x
Elle est continue sur U\ {—1} etne peut pas étre prolongée en une application

continue sur U.

— ] —m,m[
Arg :

3. Continuité

Doc. 2. La fonction de Dirac. Elle
n’est pas continue en 0, mais ad-
met 0 comme limite a droite et a
gaucheen 0.

En pratique, et bien que ceci soit
un abus de notation (car on modi-
fie ’ensemble de départ de  f),
on s’autorise a dire simplement
que I’on prolonge f par conti-
nuité en posant f(a) = b, et
sans utiliser la notation f .

Doc. 3. Le graphe de  f dans R?
est ’ensemble des triplets (x,y,z)
tels que 7 = f(x,y).

Ici, on représente seulement les
points (x,y,7) tels que :

X =Yy, Z:f(x’x):%
z= f(x,0)=0.

Cela permet de visualiser la discon-
tinuit¢ de ' en (0,0).

et y=0,
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e Soit u =x+iy € U\{—1} (x et y sontles parties réelle et imaginaire
de u). Oncherche 6 dans | —m, [ telque x =cosf et y =sin6.

0 m™ T
si —mal, alors - |-2.0].
i 0€]—m,mw, alors 26 )
Il faudra donc que :
l—tanzg 2tang
x:cosﬁzi2 et y:72.
2 20
1 + tan 3 1 +tan” —
Donc :
2 0
1+x:707é0 et %:tanz, d’otl 0:2Arctan1_)’i_x.

1 +tan® =
an 3

On obtient un unique 6 dont on vérifie aisément qu’il est bien solution. Ceci
assure la bijectivité de 1’application.

e La fonction Argument est donc définie par la formule :

mu

1
—1 A = 2Arct. .
VYueU\{-1} rg (u) rcan1+Reu

Or, les applications u — Imu et u — Reu sont continues de C dans R,
et 1+Reu ne s’annule pas sur U\ {—1}. De plus, la fonction Arctangente
est continue sur R, la continuité de la fonction Argument en découle.

e Notons u, = ™) et vy = =m0 Alors :
. . 1 1
lim wuw,= lim v, =—-1; Arg(u,) =m— —; Arg(v,) = —mT+ —.
n—+00 n—+00 n n
Les suites (Arg(u,)) et (Arg(v,)) n’ont pas la méme limite. La fonction Ar-

gument n’est pas prolongeable par continuité en —1.

» Pour s’entrainer : ex. 5.

Relations de comparaison
des fonctions

Dans ce paragraphe, (E, || ||g) et (F,|| ||r) sont deux espaces vectoriels
normés, f désigne une applicationde A dans F et ¢ une application de
A dans K, a estun point adhérenta A. On suppose que ¢ ne s’annule
pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a, c’est-a-dire :

Fr>0VxeB =ANBO(a,r\{a} ox)#D0.

3.1. Relation de domination

La fonction f est dite dominée par ¢ au point a si:

JKERIS>0VxeANBO(@d\{a} | f@)r < K|e)|

On écrit alors f = O(¢), ou, s’il est nécessaire de préciser le point a,

f =a O(p).

Rapport Mines-Ponts, 2003

« Les notions de limite et d’équi-
valent sont vagues... »



Théoreme 10

La fonction f est dominée par ¢ au point a si, et seulement si, la

. 1 . L
fonction — f est une fonction bornée au voisinage de a.
¢

3.2. Relation de négligeabilité
La fonction f est dite négligeable devant ¢ au point a si:

Ve>036>0VxecANBO(,d)\{a} | fX)|r < elek)

On écrit alors f = o(g), ou, s’il est nécessaire de préciser le point a,

f ~a O(QD)

Théoreme 11

La fonction f est négligeable devant ¢ au point a si, et seulement si,

. 1 _ .
la fonction — f admet pour limite Of au point a.
¢

3.3. Fonctions équivalentes (rappel)

Soit I un intervalle de R, « un point adhérenta I, g et h deux appli-
cations de I dans R ne s’annulant pas sur 7\{a}. On dit que les fonctions
g et h sont équivalentes au voisinage de a ou équivalentes en a si:

lim@ =

=1.
x—a g(x)

On écrit alors : g(x) ~, h(x).

Théoreme 12
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o g(x) ~g h(x).
JpeR!

o { h(x)= g1+ e(x))
}1_1}}1 e(x) =0

* h(x) =4 g(x) +0(g(x)).
Vous démontrerez ces équivalences.

3.4. Comparaison des fonctions de référence (rappel)
Au voisinage de +oo, lorsque «, et y sont > 0:

(In(x))” = o(xP) et xP = o(e™).
Au voisinage de 0, lorsque a et B sont >0, (In(x)*=o0 (%) .

» Pour s’entrainer : refaire les exercices de Premiére année sur le sujet.

3. Continuité

Les notations :

f=olp) et [f=0()
ne sont pas des égalités, mais des
relations d’appartenance.
Ecrire  f =, o(¢) signifie que
f appartient a I’ensemble des
fonctions négligeables devant ¢
au point a.

Rapport ENS Cachan, 2000

« La notation o() désigne une classe
de fonctions et sa manipulation
dans des expressions algébriques
nécessite un minimum de soin. »

Rapport Mines-Ponts, 2003

« On rencontre :

" Lexp(—1) ~4o00 EXp(—1).

De tels abus ne peuvent étre accep-
tés. »

Les mémes précautions que pour
les suites équivalentes sont a
prendre avec les fonctions équi-
valentes.

Rapport Mines-Ponts, 2003

« De nombreux étudiants

confondent développements limités

et équivalents, ainsi il n’est pas

rare de rencontrer par exemple :
1—x?

cosSXx ~y . De plus, la

recherche d’équivalents, méme
simples, pose souvent probleme »
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A pplication 1

Etude d’une fonction décroissante
(extrait de Centrale 93, math 1)

72

On désigne par f une application continue, posi-
tive et décroissante de R* dans R.

1) Dans cette question, on suppose que :
lim f(x) = +oo.
x—0*

x+1
Montrer que / f@)dt =g+ o f(x)).

2) Dans cette question, on suppose que [ est de
classe @'

o Montrer que :

(f'(x) =100 0( f(X)) = (f(X) ~ioo [(x + 1))

e En supposant de plus que f est convexe, prouver
la réciproque.

1) e Pour tout a € 10, 1[ :

x+1 X+a x+1
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f()dt

<afxX)+(—a)f(x+a)

<afx)+ f(a) (1)
y
1
f
fleta)f - ——-EaD .
ol x 1 x+a x+1 x

Doc. 4. Puisque f est décroissante, [’aire repré-
x+1

sentée par f(t)dt est plus petite que la
X
somme des aires des rectangles tramés.

x+1

f(t)dt etfixons & dans

&
0<G) < gf(x)Jff (%) = J@ §+ ff%?

Sachant que lirg f(x) = 400, il existe 6§ > 0
x—0*

e Notons G(x) =
10,1]. D’apres (1), Sn a:

tel que :

On en déduit :
Vx €10, 0<Glx)< f(x)e.

On a prouvé que G(x) =+ o( f(x)).
2) Nous allons prouver que :

f) = fx+1) =100 o f(X)).

e Puisque f est décroissante et de classe e

0<f(X)f(X+1)/ fde

x+1

- [ Irol

Fixons & > 0, sachant que f' =, o(f), il
existe A > 0 tel que:

t=A) = (f'O<ef®).

On en déduit que, pour x > A et t dans

lx,x+1[ :

=10 <ef)<ef.

Intégrons sur [x,x + 1] :

0<*/ flde = f(x) — f(x+1)

</ e f)dr = & f(x).

x

On a donc :
(x=2A)=0< fx)— fx+1) <efx).
Ceci prouve que :
Jx) = f(x+1) =40 o( f(x))
c’est-a-dire :
S(X) ~ioo fx+1).

e L application f estdeclasse C ! et le théoréme
des accroissements finis permet de dire que :

Vx>0 3celo,x+1[fx+1)— f(x)= f(c).




3. Continuité

De plus, f est convexe et décroissante, donc : Donc :
t flleo< ffa+1) <0 x=A) = (|f/xc+D]<eflx+1)).
e
| e+ D] < f(x)— fx+1). Nous avons prouvé que :
Fixons & > 0. Sachantque f(x) ~i00 f(x +1), "x+1) = +1
ilexiste A >0 tel que,pour x > A : P+ D) S0 ol fx+1)
0 f(x)— fx+1) <ef(x+1). donc : [ =100 0( f).

4App|ication continue sur une partie

4.1. Définition et propriétés de base Rapport CCP, 1997

« De nombreux raisonnements faux
ou absurdes liés a la notion de fonc-
tion continue sur un intervalle. »

On dit que I’application f estcontinuesur A (oucontinuede A dans
F) si f estcontinue en tout pointde A.

Notation

L’ensemble des applications continues de A dans F est noté C(A, F) ou
GO(A,F). Lorsque F =K, onabréege C(A,K) en C(A).

e C(A, F) estun sous-espace vectoriel de F A = F(A,F).
e C(A) estune sous-algebre de KA.

e Si u est une fonction continue de A dans K et f une fonction
continuede A dans F, alors la fonction u f estune fonction continue

de A dans F.
e Si F est de dimension n et si ’on note B une base de F, et
f1, -, fn les applications composantes de f dans la base B, alors :

(f e (‘L’(A,F)) o (Vi elln] f e e(A)).
e Si f estunefonctioncontinuede A dans K quine s’annule en aucun
1 .
pointde A, alors la fonction ? est continue sur A. Rapport Mines-Ponts, 2000

e Notons B une partiede F. Si f est continue de A dans F, g « La continuité est souvent mal jus-

continue de B dans G, etsi f(A) C B, alors go f estcontinue de nﬁfe'" La Conm,lmte p amelle.n e,n-,
A dans G traine pas forcément la continuité

au sens de la norme en général. »

Exemples
R" — R
m Soit :
! { (15 Xn) = X, x)

Si f est continue sur R", alors, pour tout (ay,...,a,) de R", les n ap-
plications partielles :

I’ R —- R

"1 ox = flar,....ai-1,X, G0, .. ay)

sont continues sur R. (Utiliser la composition des applications continues.)

La réciproque est fausse.
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A pplication 2
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La fonction f définie sur R? par:

X .
ﬁ si (x,y) # (0,0)

f(x,y)z{ .
0 si (x,y)=(0,0)

n’est pas continue en (0, 0).

Cependant les applications partielles (x — f(x,0)) et (y — f(0,y)) sont
continues en 0.

B (E.|| ||le), (F.|||lr) et (G,|| |lg) sont trois espaces vectoriels normés.
Soit I une partie non vide de G et g une application continue de / dans
F. Onnote ¢ D’application suivante :

JExI — F
Il = et =g
L’application ¢ est continue sur £ x I.
Ainsi, I'application & de R? dans R?, définie par :
h(x,t) = (t + 12,1+ x).
est continue sur R>.
B Toute fonction polyndéme des n variables (x, ..
(PSI). Ainsi,le cours d’algebre linéaire montre que la fonction déterminant :
Mﬂ(c)’ —_— C
M = (m;;) — Det(M)

est une fonction polyndme des n’
continue.

variables m; ;. C’est donc une fonction

B Toute fonction rationnelle f des n variables (x,.
sur son domaine de définition D.

..,X,) est continue

» Pour s’entrainer : ex. 6.

.,X,) estcontinue sur K".

Rapport X-ESPCI, 2001

« ...continuité souvent affirmée sans
preuve. »

Rapport X-ESPCI, 2000

« Il est rare de trouver une démons-
tration correcte de la continuité de

y = @lx, y,u(y)) . »

Une fonction rationnelle de n
variables est un quotient de fonc-
tions polyndmes de ces variables.

Trois exemples de fonctions continues

1) Montrer que la fonction f, définie sur R® par
f(x,y,2) = (x>+y* sin(xy),z—2x), est continue
sur R3.

tl’lel‘x
2) Montrer que l’application g : (x,t) —

est continue sur R2.

3) Montrer que [!application h, définie par
h(x,y)=y"* estcontinue sur R x R,

1) L application f est une application de R?
dans R®. Notons fi, f>» et f3 les applications
composantes de f. On remarque que f; et f3
sont des fonctions polyndmes en (x, y, z).

L+1%+x2

De méme, I’application (x,y,z) — xy est une
fonction polyndme en (x,y,z) et la fonction si-
nus est continue sur R. Le théoréme de composi-
tion des applications continues permet d’en déduire
que f» estcontinue sur R?. Donc f est conti-
nue sur R’

2) L application g est le produit des deux appli-

cations (x,t) — et (x,1)— e*.

1+1%+x2
n
L’application : (x,t) — ———— est une fonc-
PP (1) 1+12+x2
tion rationnelle continue sur RZ.




L’application (x,f) +— €' est la composée de Donc g est continue sur R

’application exponentielle, qui est continue sur R
et de I’application (x,t) — xt, qui est une fonc-
tion polyndme continue sur RZ. conclure.

3. Continuité

3) Puisque h(x,y) = exp(xIn(y)), un raison-
nement similaire aux deux précédents permet de

4.2. Images réciproques d’ouverts et de fermés (PSI)

Théoreme 13
Soit f une application continue de £ dans F.

Pour tout fermé (respectivement ouvert), W, de (F,| ||r), I'image ré-
ciproquede W par f, f~'(W)={x € E| f(x)€ W}, estun fermé
(respectivement ouvert) de (E, || ||g)-

% Démonstration

e Soit W unferméde F et x un point adhérent a fﬁl(W).

Il existe une suite (x,) d’élémentsde f~'(W) qui converge vers x dans (E,||||g).
Or f est continue sur E, donc la suite (f(x,)) converge vers f(x) dans
(F, || ||r)- Deplus, pourtout p, f(x,) estdans W, car x, appartientd f~'(W).

Donc  f(x) est la limite d’une suite d’éléments de W. Il est adhérent a W. On a
prouvé que f_l(W) estun fermé de (E, || ||&)-

e Soit W unouvertde F. Rappelons que :
fCerm={x e E| f(x) ¢ W}
=Ce(f7'W)).

W étant un ouvert de F, Cp W est un fermé de F, donc f 71(81-‘ W) est un
g ferméde E. Finalement, f _1( W) estun ouvertde E.

Exemple

Soit g € C(E,C). Déterminons la nature topologique des ensembles :
By = {x € E|Re (g(x)) > 0} By ={x € E|Im (g(x)) = 1}

B;={x € E|0<Im(g(x)) <27}

e Notons W = {z € C|Re (z) > 0} . Par définition, B, = g \(wW). Or,
I’application partie réelle est continuede C dans R et W = Re ~1(10, +o0[),
donc W estunouvertde C. Sachantque B; = g~ (W) etque g estconti-
nue, B; estunouvertde E.

e Posons V ={z€C|Im(z) =1}.V estunferméde C et B, = g (V).
La continuité de g permet de conclure que B, estunfermé de E.

e Lorsque E=C et g =Idc (doc. 6),
B;={z€C|0<Im(z) <2m}.

Cet ensemble n’est ni ouvert, ni fermé.

4.3. Image d’un compact

Théoréeme 14

Si f estcontinuesur A etsi K estune partie compacte de (E,
incluse dans A, alors f(K) estune partie compacte de (F, || ||r).

£)

lowy

Doc. 5

w.

. f_'(W) est I’ensemble
des antécédents des éléments de

A
w = 2mi
27T
B;
0 } >
z=01] 1

Doc. 6. z = 0 est adhérenta Bs,
mais n’est pas dans Bs .

w = 21T estdans Bz, mais n’est
pas un point intérieur a Bs.

La démonstration de ce théoreme
n’est pas exigible des étudiants.
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Dansle casou F = R, un corollaire du théoreme précédent s’énonce comme
suit :

Corollaire 14.1

Soit A une partie compacte non vide de l’espace vectoriel normé
(E,|| llg) et f une application continue de A dans R, alors f
est bornée et atteint ses bornes sur A.

En d’autres termes, sous ces hypotheses, on peut écrire :
IMeRVxeA |fx)|<M
dxpge A f(xo) = irelf1 Fx)=min{f(x),x € A}

Ix1€A f(x))=sup f(x) =max {f(x),x € A}

xXEA
Démonstration

D’apres le théoreme précédent, f(A) est un compact de R, donc une partie fer-
mée, bornée de R. L’application f est donc bornée. De plus, la borne supérieure
d’une partie non vide et majorée de R est un point adhérent a cette partie. Donc
sup( f(A)) estun point adhérent a f(A), mais f(A) est une partie fermée de R,
donc sup( f(A)) estdans f(A).

Le raisonnement est identique pour la borne inférieure.

» Pour s’entrainer : ex. 7.

4.4. Applications lipschitziennes
L’application f de A dans F estdite lipschitzienne sur A si:
JkeR YV (x,y) €A | f@)— fOF <kllx = ylle

On dit aussi que f est k-lipschitzienne sur A.

Théoreme 15 : Continuité des applications lipschitziennes
Toute application lipschitzienne de A dans F est continue sur A.

4.5. Exemples fondamentaux

B En utilisant I’inégalité des accroissements finis,vous prouverez :

Une application de classe @' etde dérivée bornée d’un intervalle / dans
R est lipschitzienne sur /.

® Etant donné un espace vectoriel normé (E, || || ), on sait que :

Vi, e E llxlle —Illyllel < llx—ylle
Ceci permet de conclure que || ||z est une application 1-lipschitzienne de
(E.|| |lg) dans R.

Elle est donc continue sur E. On en déduit que si (u,) est une suite de
vecteurs de E qui converge vers x dans (E,| ||g), alors la suite réelle
(Jlun|lg) converge vers ||x|g.

-

Rudolph Lipschitz (1832-1903),
mathématicien allemand.

Son travail sur les équations diffé-
rentielles le conduit a introduire la
notion de fonctions que nous appe-
lons maintenant lipschitziennes.

Concours Mines-Ponts, 1997

« La notion d’application lipschit-
zienne n’est pas assimilée. »

A 1l existe des applications
continues, non lipschitziennes. Par
exemple, la fonction :

R+* N R
f: 1
X = -
X
1 X —
En effet : — —’ = | |
y xy]
et, pour tout réel M, il existe
1
(x,y) € R*™)? tel que — > M.
lxy|

On en déduit que f n’est pas lip-
schitzienne.



3. Continuité

Théoreme 16 : Composition d’applications lipschitziennes

A étant une partiede E, B une partiede F, si f estune application
lipschitzienne de A dans B et g une application lipschitzienne de B
dans G, alors go f estune application lipschitzienne de A dans G.

» Pour s’entrainer : ex. 8.

A pplication 3

On désigne par [ et g deux applications de R
dans R.

1) On suppose que f est dérivable sur R. Prou-
ver que f est lipschitzienne sur R si, et seule-
ment si, f' est bornée sur R.

2) On suppose que f et g sont lipschitziennes
et bornées sur R. Montrer que la fonction produit
f g estlipschitzienne sur R.

3) Montrer que le produit de deux fonctions lipschit-
ziennes n’est pas nécessairement une fonction lip-
schitzienne.

4) On suppose que f est lipschitzienne sur R.
Montrer qu’il existe deux réels positifs A et B
tels que :

VxeR | f(x)| < Alx|+B.

5) On suppose que f vérifie la propriété sui-
vante :

IMEeR V(x,y) € R?

O<x—y <D= (fx)— fO<Mlx —y).

Prouver que f est lipschitzienne sur R.

1) e Supposons f K-lipschitzienne sur R.
Pour tout couple (x,y) de réels distincts, on a :

FO = FON _
x—yl

Puisque f est dérivable, passons a la limite quand
y tend vers x, nous obtenons :

VxeR | f'(x)<K.

e Réciproquement, I’inégalité des accroissements
finis permet d’affirmer que, si f’ est bornée, alors
f estlipschitzienne.

Quelques propriétés des fonctions lipschitziennes de R dans R
(D’apres Centrale 96, Math 1, option M et P’)

2) Supposons que f et g soient respectivement
k-lipschitzienne et [-lipschitzienne.

Notons || flloc = sup| f] et [[g]lcc = sup|g].

Pour tout couple (x,y) de réels, on sait que :

FOgx) — f(g(y) = fx)(gx) — g(y)
+gWM(f(x) = ().

On en déduit que :

| f)8C)—f Mg < (I flloo I+[|g o B)x—Y]-

Donc f g est lipschitzienne.
3) Considérons le cas ou  f = g = Idg.

Les fonctions f et g sont l-lipschitziennes. Leur
produit est la fonction (x — x?) qui est dérivable
et de dérivée non bornée sur R. Donc f g n’est
pas lipschitzienne sur R.

4) Supposons que f soit
Alors :

A -lipschitzienne.

V(x,y) €R* [ f(x)— f()] < Alx —

En prenant y = 0, on trouve :

VxeR [fI<[fGx)— fO)+]fO)

Alx[+] 10

NN

5) Fixons x et y deux éléments distincts de R.
Pour la rédaction, supposons : x < y.
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e Si y—x < 1, onsait déjaque:
| f@) = fODI < Mlx —y|.

e Si y —x > 1, I’ensemble des entiers com-
pris entre x et y est non vide. Notons-les dans
I’ordre croissant ay,...,a, etposons ay = x et
apy =y (doc. 7).

On peut écrire :

xX=aq, a, as  a, asz(y)
| | | | ——— H
T T T T
1+Ex)=a, Y=dp
Doc.7. ai,...,a, sontles entiers compris entre

X et y.

[ fO) = f)] =

P
> (flain) — f(ai»‘
0

P
< Z | f(ain) — f(a)|.
0
Par construction, |a;+; — a;| < 1, donc:

p
[ f) = f0)] < ZM|ai+1 —a
0

=My — x|.

L’application f est lipschitzienne.

5 Cas des applications linéaires

Théoreme 17

Etant donné deux espaces vectoriels normés de dimension finie, (E, || ||z)
et (F,| ||r), et f uneapplication linéaire de E dans F, alors:

| fFOllF < K||x| &3

e f estlipschitzienne sur E et continuede E dans F.

e JKeRVxeE

Démonstration

e Notons (ej,...,e,) une base de E.

n
Un élément x de E s’écrit: x :Zx;e;, :

i=1

> xife)
i=1

n

<l @l

F i=1

I fllr =

n
| fOllr <M |xi|. Mais nous savons que

n

Posons M = max || f(ei)||r, alors:
1<ign

i=1
Papplication N; définie sur E par: Ni(x) = Z |xi| estune norme sur E qui est
de dimension finie, donc : i=1

JeeR™ Vx € E Ni(x) <cllx|e.

L’existence de K = ¢M est donc établie.

e Pour le second point, la constante K déterminée au premier point et la linéarité de
f permettent d’écrire :

Yy €E | f@) = fOllr =1 f& = »llr < Kllx = ylle.
Exemple
On munit £ = R? du produit scalaire canonique et 1’on note || || la
norme euclidienne associée. Soit f un automorphisme orthogonal de E.
Vx e E || f)| =|x].Ici, K =1 convient.

L’hypothese de la dimension fi-
nie est essentielle.

Considérons, en effet :

E = R[X] = F et posons,
pour tout polyndme P tel que

P
P(X) = Za,xi :
=0

N(P) = max {la;| [0 < j < p}
e (E,N) estun espace vecto-
riel normé de dimension infinie ;
e |’opérateur de dérivation :
D - E — F

" P~ D(P)=P
est un endomorphisme de E ;
e pourtout n :

N(D(X")) = n,
alors que : N(X") = 1.
En fait, D n’est pas une appli-
cation continue de (E, N) dans
(E,N).

Xi’l
Regarder la suite (—) et la
n

eimee (2(5))
suite image (D [ — .
n




A pplication +

3. Continuité

Linéarité et majoration

Soit E = R,[X] et S la fonction définie sur E

par S(P)= sup |P(x)|
x€[—1,1]

1) Montrer que, pour tout complexe zy, il existe un
réel k > 0 tel que :

VP EE |P(z)| <kS(P) 6))

2) Déterminer la plus petite constante k permet-
tant d’obtenir la relation (1) lorsque n = 0 et
lorsque n = 1.

1) L’application S estune norme surle R -espace
vectoriel de dimension finie E et, sil’on considére
C comme un R -espace vectoriel, la fonction va-
leur absolue est une norme sur C.

L’application f : { E—C est linéaire.

P — P(z0)
Le théoréme 17 nous apprend I’existence d’un réel
c >0 tel que:

VPeE [f(P)=]|P()| <cS(P).

2) e Lorsque n = 0, La plus petite constante
cherchéeest k = 1.

e Lorsque n = 1, les éléments de E sontde la
forme P(x) = ax +b et pourun tel polynéome :

S(P)= sup [P(x)[ = l|a|+|b].
xE[—1,1]

Par ailleurs :

P(z0) = azo+b et |P(z0)| < |al |zo| + [b].

Si |zo| < 1, alors:
|P(z0)| < |a| + |b| < S(P).

Ceci est valable pour tout élément P de E. De
plus, pour les polyndmes constants, on a toujours
|P(z0)] = S(P). Donc, dans ce cas, la plus petite
constante cherchée est k = 1.

Si |zo| > 1, alors:
[P(z0)| < |a| |zo| + |B| |z0] < |zo| S(P).

Ceci est valable pour tout élément P de E. De
plus, pour les mondmes de degré 1 : P(x) = ax,
ona |P(z0)| = |z0] S(P). Donc, dans ce cas, la
plus petite constante cherchée est k = |zg].

On a prouvé que :

VP eR[X] |P(z0)| < max(l,

20))S(P).

Et k = max(l,|zo|) est la constante la plus petite
possible vérifiant (1).

e Notons (ey,..

6 Cas des applications bilinéaires

Théoréeme 18

Démonstration

.,e;) unebasede E et (fi,..

i=1

(E, || lle), (F, || |F), (G, || |lc) étant trois espaces vectoriels normés de
dimension finieet B une application bilinéairede E X F dans G, alors:

e JKER V(x,y) € EXF
e B estcontinuesur E X F.

1B, Ml < Klixlle IyllF

., fp) une basede F.

n p
Unélément x de E s’écrit: x = Zx,-e,- etunélément y de F:y = Zyjfj,

j=1

n p noop
B(x,y)=B (ZM&AZX/]?) =3 xiyiBle f)
i=I j=1

i=1 j=1
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n

4
Done 1B ylle < 3257 bl Iy 1Beer. £llo-

i=1 j=1
Procédons de maniére analogue a ce que nous fimes pour les applications linéaires.
Notons :

P
<leel>—lmgxn|xl et Np Zlyjfj = max y,].
p

Ng et Np sontrespectivement des normes sur E et F et on peut écrire :

n P
V(L)) € ExF |[BG, e < NeNe(y) [ YD |IBler, £l

i=1 j=1
Utilisons le faitque E et F sont de dimension finie :

I(Mi, M) € R™) V(x,y) €EXF Ne(x) < Mi|lx|z et Np(y) < Mayl|r.

nop
Posons M3 :ZZ ||B(ei, fi)|lc ,on obtient :

i=1 j=1
Vx,y) € EXF ||B(x,y)llc < MiMaMsl|x|e|ly]lF
e Pour établir la continuité de B, fixons xo et yo dans E X F.
V(x,y) € EXF B(x,y)— B(xo,y0) = B(x,y — yo) + B(x — x0. Yo)
Donc :
|B(x,y) = B(xo, 0|l < [|B(x,y = yo)llg + || B(x — X0, yo)||c
0 < [[B(x,y) = B(xo, yo)llc < Kllx[[elly — yollr + Kllx —xol[ellyollr (D)

Or, E X F est un espace vectoriel de dimension finie car £ et F le sont. Donc, si
(x,y) tend vers (xo,yo) dans E x F, alors x tend vers xo dans E et y tend
vers yo dans F.
L’inégalité (1) se traduit par : ( )lir(n )||B(x, ¥) — B(x0,y0)||l¢ =0

x,)—(x0.y0

et ceci prouve la continuité de B.

Exemples

B Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, ( |) un produit scalaire
sur E et ||| lanorme euclidienne associée.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous apprend que :

Ve ExE ||y <I[x[lyl

Tout produit scalaire sur E est une application continue sur E X E .

B Soit (F,|| ||r) un K -espace vectoriel normé de dimension finie.

On sait que :
Vi(a,x) eKx F |ax|r=|e||x|F.

L’application ((«,x) — ax) estcontinue sur K x F .

B (PSI)Soit E un R -espace vectoriel de dimension finie.

Montrons que A = {(v,w) € E? |(v, w) est une famille libre} est un ouvert
de E?. Notons (|) un produit scalaire sur E et ||| la norme associée.
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D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et son cas d’égalité :
A={ww e E*[|vf w] - [{v]w)] > 0}.
Définissons 1’application :

¢.{ExEHR
Sl @w) = d@,w) = o] lwll = [ | w)

Les applications :

v,w)y — |v||, @W,w) — |w

, (v,w) — (v|w)

sont continues sur E X E.

Donc ¢ est continue sur E X E.
A= ¢_'(]O,+oo[) estunouvertde E X E.

» Pour s’entrainer : ex. 9.

7Norme d’application linéaire (PSI) —

7.1. Définition de |||f]||

(E,|| |g) et (F,]| ||r) étant deux espaces vectoriels normés de dimension
finie et f une application linéaire de E dans F, nous savons qu’il existe
unréel K tel que:

VxeE | f™lr < Klx]e

En particulier :

VxeE |x|g<l=|[flFr<K.

Donc, I’ensemble {|| f(x)||r; |[x]|g < 1} est une partie non vide et majorée
de R. Il admet une borne supérieure que nous notons ||| |||. Ainsi :

A= sup [[lfOlF-

lxlle<1

7.2. Propriétés de ||| |||

On désigne par f une application linéaire de E dans F.

Théoreme 19
Pourtout x de E, ona:

7N < I e-

Démonstration
X

Pour x # Og, on utilise le vecteur unitaire y = W .
X||E

3. Continuité

A La valeur de ||| fl|| dépend
desnormes || || et || ||F utilisées,
méme si la notation ||| f|| n’y fait
pas référence.

Rapport Centrale, 2001

« L’idée de norme d’une applica-
tion linéaire est manifestement trés
mal comprise de la trés grande ma-
Jjorité des candidats. En effet, tres
peu ont compris que c’est de cela
qu’il s’agissait et ... beaucoup de
mal a traiter la question qui repo-
sait sur le simple fait que la norme
calculée du projecteur est 1. »
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Corollaire 19.1
Pourtout x de E, ona:

1411 = sup /e

x#0e  |I¥lle

Démonstration
Du théoréme 19, nous déduisons 1’inégalité :

wup LI
2 e

< I

Pour I'inégalité inverse, pour tout y nonnul de E tel que |||z < 1, on remarque
que :

ol < WOe o I @le

Iylle = sz0,  xlle
Etcomme ||| f||| = sup | f(»)|lr, on obtient bien :
lIylle<t
711 < sup L,

x#0g [lx[l

La seconde propriété étudiée dans ce paragraphe concerne la composition des
applications.

Considérons (E, || ||g), (F,||llr), (G, | |l¢) trois espaces vectoriels de dimen-
sion finie pour simplifier les notations, nous écrirons :

Yuec L(E,F) |||u]ll

sup [|u(x)l[F

[lx[[£ <1

Vve L(F,G) vl = sup [[v(¥)lc
[IyllFr<1

VYwe L(E,G) ||w]] = sup [[wx)|c
[lx[le <1

Théoréme 20
Pour tout u de L(E,F) ettout v de L(F,G), ona:

[l o ulll < [lfoll] [l

Théoreme 21

L’application ||| ||| définit une norme sur L(E, F), appelée norme d’ap-
plication linéaire subordonnée a || ||z et || ||

Démonstration

e Par construction:  V f € L(E,F) || fll| =0

e Si ||| ]l =0, d’apres la définition, on a :
VxeE 0<[[fOlr <l Sl lxl[e =0.

Donc: Vx € E f(x)=0F, et f estlafonction nulle.

Rapport X-ESPCI, 2000

« La notion de norme subordon-
née est connue de beaucoup; cer-
taines copies, néanmoins font état
de choses délirantes... »



eVAEK VfeLEF)
A Sl =

[lxlle<t [lxlle<

3. Continuité

sup A f@)|[F = sup_ AL [FCNE = AL

e Enfin, étant donnés deux éléments f et g de L(E, F), on peut écrire, pour tout

x tel que ||x]|z < 1,

I+ @@le < N f@Ile+ gl < I+l

Ainsi :
Ilf+gll=

x[lg<1

7.3. Le casde L(E)

Lorsque E = F et || ||z = | |

sup |[(f +@)@[e < [I1£1ll+ N2l

r, la fonction ||| ||| définit alors une norme

sur I’algebre L(E). Cette norme vérifie de plus les deux propriétés suivantes

que nous vous laissons prouver :
o |[[ldgflf =1

o V(f.9) € L(E), |[[fosll<

ANl

On en déduit par récurrence un troisieéme résultat bien utile :

A< AN

VfellE)VneN

Une norme définie sur une al-
gebre et vérifiant ces deux pro-
priétés supplémentaires est appe-
1ée norme d’algebre.

» Pour s’entrainer : ex. 10.

A pplication 1

L’espace vectoriel R? est muni de sa structure eu-

clidienne usuelle et || || désigne la norme eucli-
dienne :

[Ce, Wl = Va2 +y2.
On note || ||c la norme d’endomorphisme sur

L(R?) associéea || || :

I flle = 1 Ge Il

sup
[lepI<1

(1,0) (x-y.0)

©0,0)]

Doc. 8. Le projecteur sur R(1,0) parallélement
a R(1,1).

Quelques calculs de normes d’endomorphismes

Calculer || flle lorsque f est:
a) une rotation ou une symétrie orthogonale ;

b) le projecteur sur
R(1,1).

R(1,0) parallelement a

a) Les rotations et symétries orthogonales de R?
sont des isométries. Si f est une isométrie, alors :

| £Ce, I =[Gl

Onendéduit | f|lz = 1.

b) Soit f le projecteur sur R(1,0) parallelement
a R(lvl) L’égallté (x’)’) = (-x - y70)+ ()’»)’)
prouve que f(x,y) = (x — y,0). Donc:

V(x,y) € R?

(x = y)?
= x?+y? = 2xy <2(x*+y?).

| G, )

Donc || £(x, V|| < V2[[(x, 0] et || flle < V2.
Deplus || f(1,—D| =2=v2|(1,-D).
Onen déduit || f]lg = V2.
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7.4. Exemples

B Les vecteurs sont notés matriciellement et on identifie L(E,F) et
M, (K). dei E=K" et F=K")

X1 yl n p
IXlle =Y x| et |YIr="lvl.
Xn Vp j=1 i=1

Pour X = | et Y =
Si M = (m;, ;) estune matrice de M, ,(K), nous avons déja rencontré :

colnorm(M) = réljai( <Z |m;, ,|>

|’F1 T Fer ‘I’rzv‘l’ Fiw ']’ FE 'l’ 13
- E Algebra|Calc|0ther |PramI0|Clear a—z...]

Nous noteronsaussi ||| M||| = sup {||MX||r ||| X] g < 1}.

Montrons que lIM||| = colnorm(M). . [1 o] ] s a3
Notons (Vy,...,V,) labase canonique de K". Soit X un 1 3+
LR T LT

vecteur de K" :
B colMormlaal

1 rabormi aal

HMalW KAD AUTO

FUHC 488

MX =M ixj'vj' :inMVj,
Jj=I

j=1
et

=

P
I9X]1r < (D2 Jwl | max 42V, = [|X]emax (Z m|>

j=1

Donc  |MX|lr < || X|lg colnorm(M) et ||M|]| < colnorm(M).

P P
Soit j tel que Z |mij,| = max (Z m,-,j> = colnorm(M), puisque
i=1

I<j<n
i=1
MYV, estle vecteur colonne d’indice jo de la matrice M, ona:
1MV | r = colnorm(M) et |V;le=1.
Donc colnorm(M) = [|MV,||r < [[IM|[| |Vjlle = [[[M]]|.

B L’espace vectoriel M, (KK) est muni de la norme colnorm.

o . M, (K) — M, (K)
L’application de transposition: @ : )
M — dM)='M

est linéaire et M, (K) est de dimension finie. Donc @ est continue.
Calculons [[|@]|| = sup {colnorm(®(M)) | colnorm(M) < 1}.

e Si M = (m; ;) estune matrice de M, (K), nous savons que :

p
colnorm(M) = max E lm; ;| | -
1i<n \ & :
=

On en déduit que si colnorm(M) < 1, alors, pour tout (i, j),|m; ;| <1 et:
n
colnorm (@(M)) = max Z Im; ;| | <n.
ISisn \ '

e Pour prouver que |||®||| = n, il suffit de trouver une matrice M telle que :

Essayer :

colnorm(M)=1 et colnorm(®(M))=n.




3. Continuité

Bl FICHE METHODE __

@® Pour prouver que la fonction f admet b comme limite au point «, on peut:

e utiliser la définition ;

e utiliser les fonctions composantes de f lorsque I’espace F est de dimension finie ;
e décomposer f et utiliser les opérations sur les limites.

@® Pour prouver que la fonction f est continue au point @, on montre que f admet f(a) comme
limite en a.

@® Pour prouver que la fonction f n’admet pas » comme limite au point ¢, on construit une
suite (x,) d’éléments de E qui converge vers a et telle que la suite ( f(x,)) ne converge pas vers b.

@® Pour prouver que la fonction f n’admet pas de limite au point «, on peut :

e trouver une suite (x,) d’éléments de E qui converge vers a et telle que la suite ( f(x,)) n’ait
pas de limite ;
e montrer que f n’est bornée dans aucune boule de centre a ;

e construire deux suites (x,) et (y,) d’élémentsde E quiconvergentvers a et telles que les suites
(f(xp)) et (f(ys)) neconvergentpas vers la méme limite.

@® Pour pouvoir prolonger par continuité la fonction f au point a, il suffit de montrer que f
admet une limite en a.

@® Pour prouver qu’une fonction f est continue sur A, on peut :

e décomposer f en fonctions plus simples (polyndmes, fractions rationnelles, produits, compo-
sées,...) et utiliser les opérations sur les fonctions continues ;

e montrer que f est continue en chaque pointde A ;
e montrer que [ est lipschitzienne sur A .

Programme PSI

@® Pour prouver qu’une partie V de E est fermée (respectivement ouverte), il suffit de trouver une
application continue de E dans F, f, et une partie fermée (respectivement ouverte) de F, W, telle
que ffl(W) =V.

® Sur L(E, F), lanorme d’application linéaire subordonnée a | ||g et || || est définie par:
| fCOlr
A= sup || fQ)|r= sup =
el <1 w20 |1xlle

@® Pour calculer ||| f]||, on peut procéder comme suit :

e trouver une constante K telle que | f(x)||r < K pourtout x telque |x|[z < 1;

e ou trouver une constante K telle que || f(x)||r < K||x||g pourtout x de E.
Dans les deux cas ||| ||| < K.

Ensuite dans le cas ol E est de dimension finie :

e lorsque I’on pense avoir « la meilleure constante » K, on s’en assure en cherchant un vecteur non
nul v tel que || f(v)||r = K||v||g. On peut alors conclure que ||| f]|| = K.
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xercices resplng

1. Une équation fonctionnelle

ENONCE

Nous allons déterminer I’ensemble des fonctions de R dans R, continues en un point et vérifiant la relation suivante
dans laquelle a désigne une constante réelle :

V) eR f+y)+ fx—y)=af(x)fQ) M
1) Que remarquez-vous ?

2) Prouver que V (u,v) € R? fQu)+ fQv) =a f(u+v) f(u —v). Endéduire la continuité de f en 0.
3)Onfixe f. Calculer lin(l) fx+y)+f(x—y) et liH(l) f(x+y) f(x —y). Endéduireque f estcontinue sur R.
y— y—

4) Prouver que f estdeclasse €™ sur R.

5) Montrer que V(x,y) € R*  f"(x) f(3) = () f(x).
6) Déterminer toutes les solutions de (1).

CONSEILS SOLUTION

Cherchez les fonctions constantes solu- | 1) Soit k& un réel. L’application constante (x +— k) est solution si, et
tions du probleme. seulement si, 2k = a k.

Que diresi a =07 2

On trouve k =0 et, lorsque a #0, k= —.
. . a
Peut-on calculer facilement certaines

dleursde £ 2 Si a =0, onprend y = 0 dans (1). La fonction nulle est la seule solution
valeu ?

de (1).

Si a # 0, le probléme a une solution constante non nulle. Dans la suite,
on suppose a # 0 et on désigne par f une solution non nulle de (1).

2
Soit x unréeltel que f(x)#0 et y=0. D’apres (1), f(0)= —.
a

La recherche de « propriétés évi- | 2) Il suffitde poser x =u +v et y =u — v pour obtenir :
dentes » est toujours ouverte. A vous,
le jour de I’oral, de I’enrichir de re- Vu,v) ER* fQu)+ fQ2v) =a fu+v) fu—v). (2)
marques pertinentes.
Dans (2), prenons pour # un point de continuité de f et faisons tendre

v vers 0.

lim fQ2v) =a () — fQu)= f(0).
On en déduit la continuité de  f en O.

2
3) Fixons x dans R. On sait que lin}) fO») = f(0)=—. Donc:
y— a

;ig})[f(x+y)+f(x—y)]:2f(x).

En utilisant (2), on trouve :

1 2
lim | (6 +3) (=] = (fQ0)+ FO) = £ ).
y—0 a

Dmm}HB“f@+w+ﬂx—wf—4f&+wfu—y)=0
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Trouver une relation entre la fonc-
tion continue f et une primitive F
de f.

3. Continuité

Ainsi :

tim [ fGery)+f-] =2f@) et lim [ fry) - flx—y)] =0.
On en déduit : }13}) fx+y) = fx).

C’est la continuité de f en x.

4) On pose F(x):/x f()dze.
0

L’application f est continue sur R et f n’est pas la fonction nulle,
donc sa primitive F non plus. Soit b réel tel que :

b
er:A FO)dy #0.

Intégrons (y — f(x+y)+ f(x —y)) sur [0,b].

b b b
VxeR / f(x+y)dy+/ f(X—Y)d)’Zaf(X)/ fdy.
0 0 0

En posant u = x + y dans la premiere intégrale et v = x — y dans la
deuxieéme, on obtient :

VxeR Fx+b)— F(x —b)=a f(x)F(). A3

Or f estcontinue sur R, donc F est de classe C' sur R. De plus,
a F(b) # 0. On déduit de (3) que f est de classe €' sur R, donc F
est de classe @2. Par récurrence, on prouve que f estde classe €.

5) Considérons 1’égalité (1) pour y fixé:
fx+y)+ flx —y)=a fx) f(y).
Dérivons deux fois (la variable est x) :
'+ + ' —y)y=a f"x) f).
Procédons de méme en fixant x eten dérivant par rapport a la variable y :
fla+n+ "=y =af) .

Donc :

Vi, y) eR? 1) f) = f@) £ )

1
6) Soit y unréeltel que f(y)# 0. Notons k = ];((y)). La fonction f
y
est solution de 1’équation différentielle :
"=k C))

Si k=0, alors f estune fonction polyndme de degré < 1 et la relation
(1) vous permettra de prouver que f est constante. On est ramené au 1).

Si k=a®>0, alors f estdelaforme:
f(x)=cich(ax)+cpsh(ax).

La valeuren O et larelation (1) permettent de prouver que :

VxeR fx)= %Ch(ax).
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Si k=—a?<0, alors f estde laforme:
f(x) =d; cos(ax)+dy sin(ax).
Lavaleuren O et la relation (1) permettent de prouver que :
VxeR f(x)= % cos(a x).

Réciproquement, vous vérifierez que, pour tout réel «, les fonctions :

2 2
(x — —ch(a x)> et <x — — cos(a x)> sont solutions du probleme.
a a

2. Une suite de matrices (PSI)

ENONCE

1) Soit B,C deux matrices de M, (C) et (M,) une suite convergente de M, (C). Prouver que :
lim (BM,C) = B( lim M,)C.
p—+00 p—+00
Dans la suite, N est une norme sur E = M, (C) telle que :

¥(A,B) € (M,(C)) N(AB) < N(A)N(B). @

2) Montrer que, si N(A) < 1, alors I, — A est inversible. Exprimer alors (I, — A)~!" en fonction des puissances
de A.

3) Soit A et B deux matrices de M, (C). Prouver que I, — AB est inversible si, et seulement si, I, — BA est
inversible et exprimer alors (I, — B A)*1 en fonctionde (I, — AB)™ .

CONSEILS SOLUTION

1) L’application (M — BMC) est un endomorphisme de M, (C). C’est
donc une application continue sur M, (C) et:

lim (BM,C) = B ( lim M,,) C.
p—+00 p

—+00

Utiliser la suite géométrique de ma- | 2) Notons I, la matrice identité M, (C) et convenons que A =1,.

trices (A”) . Il est élémentaire de prouver :

14
(I, — A) (Z A") =1, — AP ¢)
0
V4

Si nous posons S, = E A*. nous définissons une suite d’éléments de

M, (C) et: 0
m+p m+p
N(Spsp = Su) = N (Z A") <) N@AH
m+1 m+1
m+p
k m+1
<%<N(A)) = V"™ -
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On pourra étudier d’abord le cas :

N(A) < 1

et

N(B) < 1.

3. Continuité

On déduit de ces inégalités que la suite (S,) est une suite de Cauchy de
I’espace vectoriel normé de dimension finie M,(C). Elle converge vers
une matrice S. Or, la suite (A”) converge vers la matrice nulle. La rela-
tion (2) nous donne alors (I, — A)S = I,,, ce qui entralne I’inversibilité de

p—+00

P
la matrice (I, — A) etlaformule: (I, — A)~! =S = lim Z A,
0

3) e D’apres la question précédente, si A et B ont toutes deux une
norme strictement inférieure a 1, alors AB et BA aussi d’apres (1), donc
I, — AB et I, — BA sontinversibles. De plus, on a alors :

p p
. -1 _ k_ k
(I, — AB) pliIPoo Eo (AB) legloo <In+ E] (AB)>
14 p—1
_ : k _ : k
=1, +pLH-Poo El (AB)" =1, +pETmA (Eo (BA) ) B

p—1
=I,+A lim (Z(BA)") B=1,+Ad, — BA)"'B.
P 0

—+00

e Soit A et B deux éléments quelconques de M, (C) telsque I, — BA
soit inversible. Montrons qu’il en est de méme de I, — AB etque:

(I, — AB) '=(1,+ A1, — BA)"'B)

Pour cela, il suffit de calculer :

(I, — AB)(1,+ A, — BA)"'B)
=1,—-AB+A(,—BA) 'B—ABA{d,—BA™'B
—1,—AB+A ((In _BA'—BA(, —BA)’I) B
=1,—-AB+A(,—BA({1,—BA 'B=1,.

D’ou le résultat.
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Exercices

1,, Soit a unréel. Pour tout x de R™, on pose :

a + sin ()]_c>
f)= ———=.
X

Etudier, en fonction de a, les limites a droite et & gauche de
f enO.

%» Soit (E,

finie et 2 une application de E dans E. On suppose que :

) un espace vectoriel normé de dimension

e /i admet une limite, L, en Og.
o VXEE h (%) = h(x).

Prouver que % est constante.

é“ Dans cet exercice, a et b sont desréels > 0 et E
désigne la fonction partie entiére.

1) Calculer lim fE <é> et lim éE (i)
x—0t a pY

x—0t X a
2) Calculer lim iE (é> et lim éE (£> .
x—0— d X x—0— X a

4

T On fixe a et B deuxréels > 0. Calculer :

lim V1+x%—+/1—x¢
x—0t Xﬁ ’

g, Soit h une application de classe @' de R dans R et:

A= {(x,y) eR’x = y}.

On définit I’application f sur RZ\A par :
h(x) —h
fxy)y= 2O,
X =y
Prouver que f est prolongeable en une fonction continue
sur R?.

éﬂ, Soit la fonction f définie par :

In(1 +xy) .
ﬂnwz{_f?_‘“x¢°
y si x=0.

Déterminer son domaine de définition et prouver qu’elle est
continue sur ce domaine.

z«_ﬁ Soit f et g deux fonctions continues de [a,b] dans
R telles que :

Vx €la,b] f(x)> gx).

Montrer qu’il existe A > 0 tel que :

Vx €la,b] f(x) > A+ gx).

§__ (PSI) Soit (E, (

)) un espace préhilbertien.

1) Montrer que, pour tout a de E, l’application :

fa:{E—>(C

est continue sur E.
x — (x|a)

2) En déduire que, pour toute partie A de E, 1’orthogonal de
A est un sous-espace vectoriel fermé de E.

9
Jk € R* V(A, B) € M,,(K)

Soit N une norme sur M, (K). Prouver :

N(AB) < k N(A)N(B)

'ZQ, (PSI) L’espace vectoriel R? est muni de sa structure
euclidienne usuelle et || || désigne la norme euclidienne :

e, DI = Vx? + 52

Onnote || ||z lanorme d’endomorphisme subordonnée a || ||
sur L(R?):

I flle = Il f @ -

sup
le <1

Soit a un réel quelconque. On désigne par p le projecteur
sur R(1,0) parallelement a R(a,1) et par g le projecteur
sur R(a,1) parallelementa R(1,0).

1) Calculer ||p|le et [|q]|c-

2) Onnote f 1affinité par rapport a R(1,0) parallelement a
1

R(V3,1) de rapport 5

Calculer || f]|e.

¢) Soit u un endomorphisme autoadjoint de R?.

Exprimer ||u||. en fonction des valeurs propres de u.

471 . - .
— Soit f une application convexe de R" dans R.

1) Montrer que, pour tout a de R*, la fonction :
( f&x) = fl@)
X —

> est croissante sur |a, +oo] .
X —a

admet une limite dans R lorsque x

2) Montrer que fix)

tend vers +oo.

S

3) On suppose que la limite / de est réelle.

Montrer que  f(x) — Ix admet une limite I’ dans R.



/!2.7 ‘ Soit f et g deux fonctions de [0, 1] dans [O, 1],
croissantes et tellesque fog=go f.
Montrer que f et g ontun point fixe commun.
Indication : Considérer :
A={x€[0,1] | f(x) =>x et

et sa borne supérieure.

glx) > x}

/Lé Déterminer toutes les applications 47 de R dans R
ayant une limite finie en 0 et telles que :

Vt € R h(2t) = h(t)cos(t).

iLé; Soit (E,

partiede E.

) un espace vectoriel normé et A une

Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que
la fonction caractéristique de A, ya soit continue.

'2/:,,...5»' Soit (E,

tance associée 2 || || et A une partie non vide de E. Pour
tout x de E, on note d(x,A) = ingd(x,a). On appelle
ac

) un espace vectoriel normé, d la dis-

cette quantité la distance du point x a la partie A.

Montrer I’application & : /= IS t
ontrer que 1’applicatio Flx o 80 = d(x, A) es

1-lipschitzienne.

':I',,.,; On utilise les notations de 1’exercice 15.

1) Soit A et B deux fermés non vides de (E,

2
Prouver que :

(ANB=C) & (Vx€E dx,A)+d(x,B)#0).
2) Soit A et
(E, [ D-

Construire une application f, continue de E dans R et
telle que :

B deux fermés non vides et disjoints de

fla=0 et flz=1

En déduire I’existence de deux ouverts disjoints U et V tels

que :

ACU e BCYV.

-ﬁ” Soit (E,|| ||) un K -espace vectoriel. On note L

I’ensemble des applications lipschitziennes de (E, || ||) dans
lui-méme qui s’annulent en Og. Pour tout élément f de L,
on note [y I’ensemble des réels k > 0 tels que f soit
k -lipschitzienne.

1) Prouver que, pour tout f de L, Iy estun intervalle.
2) Montrer que Y ( f,8) € L* Iy +1I; C Ifsg.

3) Pour tout f de L, onpose N( f)=infl;.

Montrer que N est une norme sur L.

/Léw Soit K une partie compacte d’un espace vectoriel
normé (E,|| ||) et f une application de K dans K telle

3. Continuité

que :

V@ EK® (x#y= | fG) =0 <lx =yl
Montrer que f admet un point fixe et un seul.

/g» Soit (E, || ||) et (F,N) deux espaces vectoriels nor-

més, et f une application linéaire de E dans F telle que,
pour toute suite bornée (u#,) de E, la suite ( f(u,)) soit
bornée. Montrer que f est continue sur E.

%...0-** Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé de dimension
finie, F une partie fermée et non bornée de E et une appli-
cation f continue de F dans R telle que :

lim  f(x) = +o0.
g

1) Soit y dans F. Montrer que f_1 ( ]—o0, f(y)]) est une
partie fermée et bornée de E.

2) En déduire qu’il existe a dans F tel que :

fla) = inf f(x).
FEI

%k
Z,;v:l" Montrer que, si n estdans N* et p dans [1,n]],

I’ensemble {A € M,(R) | rg (A) < p} est un fermé
de M, (R).

Zﬂ;gf (PSI) Soit (¢,) une suite d’éléments de L(E) ou
E est un espace vectoriel de dimension finie.
1) On suppose que, pour tout x de E , la suite (¢@n(x))
converge dans E etl’onnote f(x) = lim ¢,(x).

n—+0oo
Montrer que f est un endomorphisme de E.

2) Montrer que la suite (¢,) converge dans L(E) si, et seule-
ment si, pour tout vecteur x de E, lasuite (¢,(x)) converge
dans E.

22

mension finie.

(PSI) Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé de di-

On note || ||z la norme de L(E) associée a la norme || ||
de E.

1) Montrer que, si p est un projecteur non nul, alors
I plle > 1.

2) On suppose que la norme || || est la norme associée a un

produit scalaire, (

), sur E.

Caractériser les projecteurs de E tels que ||p|lc = 1.

ES
Zﬁ (PSI) On désigne par Ni, N> et No les normes
usuelles sur M, (K)

Sur LM, (K), K), on définit les trois normes d’applications
linéaires correspondantes ||

1y 2, Hoo
tr est la fonction trace.

Calculer ||tr

o trlla et [|trfoe.
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Suites
et séries
de fonctions

OB]ECTIFS

B Convergence simple d’une suite ou d’une
série de fonctions.

Iy

La notion de limite de suite (ou de série numérique)
conduit, lorsque la suite dépend d’un parametre,

a celle de limite de suite (ou de série) de fonctions.
Abel, au début du X1X° siécle, fournit, avec tions.

sin
Z(— 1! M, un exemple de fonction non
n

B Convergence uniforme d’une suite ou
d’une série de fonctions.(PSI)

B Convergence normale d’une série de fonc-

B Théoreme d’interversion des limites pour
une suite de fonctions uniformément conver-

. , L, . . ente.(PS/
continue, somme d’une série de fonctions & (550)

continues. Cet exemple, qui sera étudié avec les
séries de Fourier, contraignit ses contemporains a
approfondir la notion de convergence.

Nous devons a Weierstrass (1841) la définition
rigoureuse de la convergence uniforme et les
propriétés développées dans les chapitres suivants

B Théoreme d’interversion des limites pour
une série de fonctions normalement conver-
gente.

B Continuité de la fonction somme d’une sé-
rie de fonctions normalement convergente.

B Approximation uniforme sur [a,b] des
fonctions continues par morceaux sur [a,b]

sur les suites et séries de fonctions. par des fonctions en escalier.

Baire, en 1908, introduit la convergence normale. . .
R ] . B Approximation uniforme sur [a,b] des
Deux problémes apparaissent ensuite. fonctions continues par des fonctions polyno-
1. Une suite (ou une série) de fonctions convergente miales.

étant donnée, la fonction limite est-elle continue ? B Approximation uniforme sur R des fonc-
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2. Quelles suites de fonctions « simples »
approchent une fonction continue ?

tions continues périodiques par des polyndmes
trigonométriques complexes.




K désigne R ou C. Les fonctions considérées sont définies sur un intervalle
I de R, (non vide et non réduit a un singleton) et, sauf mention explicite
du contraire, a valeurs dans K. On note F(I) le K-espace vectoriel de
ces fonctions. L’ensemble des fonctions bornées de I dans K, B(/), est
un sous-espace vectoriel de F(I). De méme, ’ensemble C(I) des fonctions
continues de / dans K est un sous-espace vectoriel de F(7).

I Modes de convergence

I.l1. Convergence simple
I.1.I Convergence simple d’une suite de fonctions

Une suite ( f,,) de fonctionsde I dans K est dite simplement convergente
sur [ si, pourtout x de [, la suite numérique ( f,(x)) admet une limite.
En désignant cette limite unique par f(x), on définit une application f de
I dans K, appelée limite simple de la suite ( f;,) ; on dit que la suite de
fonctions ( f,) converge simplement sur / vers f.

( fu) converge simplement sur / vers f si:

Vxel Ve>03INeNVrn>2N |fi(x)— f(x) <e (6))

Exemples

B f,t)=1" sur I =[0,1].
La suite ( f,) de fonctions converge simplement vers la fonction f définie
sur [0,1] par f(1)=1 et,pour t < 1, f(t)=0. (doc.1.)

1:]0,%].

sin(x) cos" (x)

u j;(x) = 1

— cos(x)
Soit x fixé dans }O,g}, alors cos(x) appartienta [0, 1[.

La suite de fonctions ( f,) converge donc simplement sur ]O, g} vers la
fonction nulle. (doc. 2.)

» Pour s’entrainer : ex. |I.

I.1.2 Convergence simple d’une série de fonctions
De méme, la série de fonctions E u, converge simplement sur /7, si, pour
tout x de I, la série numérique E u,(x) converge.

On appelle alors fonction somme de la série la fonction S définie sur [ par:

o0

S(x) = Z u,(x).

0

4. Suites et séries de fonctions

René Baire (1874-1932), mathéma-
ticien frangais. On lui doit ce ré-
sultat étonnant : « I’ensemble des
points de continuité d’une fonction
dérivée est dense. »

AY
1
k=1
k=4
061 =5
0.4
0.2

»

0 02040608 1 X

Doc. 1. Convergence simple sur
[0, 1] de la suite de fonctions ( f,)
> assume(t>=0,t<=1);
fn:=(n,t)->t"n;
f:=unapply(limit(fn(n,t),
n=infinity),t);
plot ({£(t),seq(fn(k,t),
k=1..5)},t=0..1);

fn=n,t) —t"

f:=0

20

1 12 14 X

Doc. 2. Convergence simple sur

]0,%} de la suite de fonctions

(fa) -
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A pplication 1

94

La série de fonctions E u, converge simplementsur / vers S si:

Vxel Ve>03INeNVn=2N |[S,(x)—Skx)|<e

Etudier la convergence simple d’une suite de fonctions ou d’une série de fonc-
tions revient a étudier la convergence d’une suite ou d’une série numérique dé-
pendant du parametre x. Le domaine de convergence simple est le domaine
de définition de la fonction somme.

La fonction { de Riemann et la fonction u

On considere les fonctions :

o0 o0

_ 1+l
(0= @ =3 "I

nx
1 1

{ est appelée la fonction { de Riemann.

Déterminer les domaines de définition de ces deux

Rapport Mines-Ponts, 2003
« Pour étudier la convergence d’une

suite de fonctions, la représenta-
tion graphique des premiéres fonc-
tions de la suite (a [l'aide de la
calculatrice éventuellement) per-
met de s’orienter vers le type de
convergence que semble posséder
la suite. »

Doc. 4. La série de fonctions converge vers la fonc-

> restart;fn:=(n,x)->(-1)~(n+1)*n~(-x);
~Ok?+1) %k’ (-x),

plot({Sn(4,x),Sn(7,x), Sn(15,x)},x=0.01.

»
»
7 X

3 4 5 6

’k’=1..n);
.75

= (n,x) — (=)D
n

Sni=(nx) = Y (=K + DK

fonctions.
0]
A 1 2
3 .
tion [ .
2.5 Sn:=(n,x)->sum((-1))
2
1,5
k=1
1

2 3 4 5 6 7

Doc. 3. La fonction { de Riemann.
> restart;fn:=(n,x)->n"(-x);
Sn:=(n,x)->sum(’k’~(-x),’k’=1..n);
plot({Sn(4,x),Sn(7,x),
Sn(15,x)},x=1.01..7);
= (n,x) — 0™
n

Sn = (n,x) — Z N (=)

k=1

La fonction { et son prolongementa C sont fon-
damentaux en théorie des nombres. Cette fonction
est en particulier 1’objet d’une conjecture de Rie-
mann (1826-1866), reprise par Hilbert dans son
huitiéme probléme, et toujours non élucidée. Aussi
cette fonction, et la fonction u, ingrédients clas-
siques des problémes de concours, nous fourniront-
elles un fil conducteur pour les chapitres d’étude
des suites et séries de fonctions. Au fur et a me-
sure de I’approfondissement de nos connaissances,




4. Suites et séries de fonctions

n+l
nous en verrons la mise en ceuvre avec ces deux 2) De méme, la série numérique Z % est
fonctions. grossiérement divergente pour x fixé, inférieur ou
1 égal a 0. Elle converge pour x > 0 comme le
1) La série numérique Z x converge si, et montre le critere spécial des séries alternées.
seulement si, x > 1. Le domaine de définition de La fonction somme u de cette série de fonctions
la fonction somme ¢ est ]1,+o00[ (doc. 3). est donc définie sur ]O,+oo[ (doc. 4).

1.1.3 L’espace vectoriel normé (B(I),

| lleo)

Considérons 1’espace vectoriel, B(I), des fonctions bornées de [ dans K
et I’application :

| loo : BUI) — RY
fo= 1 fllee =sup| f(x)].
xel

Nous avons, dans le chapitre 2, rencontré cette application et montré qu’elle
est une norme sur B([).

I.2. Convergence uniforme de suites et séries
de fonctions (PSI)

1.2.1 Convergence uniforme de suites de fonctions

Une suite ( f,) de fonctionsde I dans K converge uniformément sur /
s’il existe une fonction f de I dans K telle que

n—+00

La suite ( f,) converge uniformémentsur / vers f équivauta:
Ve>0 INeN Vn> N o= flloo < €
soita :

Ve>0 INeNVn>=N Vxel | () — f)|<e  (2)

e La convergence uniforme de la suite de fonctions ( f;) est donc la conver-
gence de la suite ( f,, — f) de fonctions bornées de B([), relativement a la
norme || ||, vers la fonction nulle.

e La convergence uniforme de la suite de fonctions ( f,) vers f sur un

intervalle / de R s’exprime ainsi : pour tout € > 0, il est possible de
trouver un entier N tel que, pour tout n > N, le graphede f, soit contenu
dans la bande du plan (xOy) (doc.5):

{x.y)|xel,yelfx)—e, f(x)+el}.

A Nous constatons ainsi que par-
ler de la convergence d’une suite
de fonctions n’a de sens que si l’'on
précise le type de convergence envi-
sagé et lintervalle d’étude.

Pour les PC : GOTO 1.3

Rapport Mines-Ponts, 2003
«...lacunes dans les connaissances
de seconde année (convergence uni-
forme)... »

H La relation (2) ressemble
beaucoup a la relation (1), mais
la position du « Vx € I » n’est
pas la méme. Dans la relation (1),
I’entier naturel N dépend de x,
alors que dans la relation (2), le
méme N convient pour tous les
x. Ceci justifie la terminologie
«uniforme ». On retrouve le fait
que la convergence uniforme en-
traine la convergence simple, la
réciproque étant fausse, comme
le montre 1’exemple 2 du para-
graphe suivant.

B A cause de cette définition, la
norme || ||oo est aussi appelée
norme de la convergence uni-
forme.
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Théoreme 1

Si ( f,) est une suite de fonctions de B(I) convergeant uniformément
sur / vers f, alors la suite de fonctions ( f,) converge simplement sur
1 vers f.

Théoreme 2 : Condition suffisante de non-convergence uniforme

I étant un intervalle de R et ( f,) une suite de fonctions de [ dans
K convergeant simplement vers f, s’il existe une suite (x,) de points
de [ tels que la suite numérique ( f,(x,) — f(x,)) ne tende pas vers 0,
alors la convergence de la suite ( f,) vers f n’est pas uniforme sur /.

Démonstration

En effet : VneN | fulxn)— fO)| < || fu = flloo

» Pour s’entrainer : ex. 2 et 3.

1.2.2 Quelques exemples

E Exemple 1

On considere la suite de fonctions ( f,,) définie par :

) R* - R
uE X —  xZe ¥,

Etudions la convergence de cette suite de fonctions.
e Fixons d’abord x pour étudier la convergence simple de la suite ( f,).
La suite ( f,) converge simplement vers la fonction nulle sur R*.

e Cette convergence est-elle uniforme ?

Pour tout n > 1, lafonction f, estdérivableet f/(x) = xe "*(2 — nx).

Par conséquent :

VxeR" | ()] < fi (3> _ e

n2

La suite de fonctions ( f,) converge donc uniformément sur R* vers la fonc-

tion nulle.

H Exemple 2 : Fonction « bosse glissante »

Soit la fonction f,, définie sur R* par (doc. 6) :

fux) =2n%x si x € [0, i}
2n
1 1 1
fu(x) = —2n? (x — —> si x € |—, —}
n 2n ' n
1
fa(x)=0 siox > -
n

96

y=£x)
y=7,(0

0 b*
Doc. 5. Convergence uniforme sur

[a, b].

Dans Les méthodes nouvelles de la
mécanique céleste (1892), Poincaré
voulait caractériser completement
tous les mouvements de systéemes
mécaniques. Il montra notamment
que des développements en série,
utilisés dans le probléme des trois
corps, étaient convergents, mais
pas uniformément convergents en
général, remettant ainsi en question
les démonstrations de stabilité de
Lagrange et Laplace.

y fz(x)

:fl(x)

\J

o 1 X

2

Doc. 6. Fonction « bosse glis-
sante ».



e Vous prouverez que la suite de fonctions ( f,) converge simplement vers
la fonction nulle.

e La convergence n’est pas uniforme sur R*, car:
| fn = Olloc = sup | fu(t)| = n.
teR*

e Toutefois, si nous choisissons a > 0 et si nous considérons la restriction
des fy, a [a,+oo], lasuite de fonctions ( f, jja.+00) CONverge uniformément
vers la fonction nulle sur [a, +ool.

1.2.3 Convergence uniforme sur tout segment

J étant une partie de I, lorsque ( f, — f) estbornée sur J , on note :
sup | f(x) - fn(x)| = || fn|] - f|J||oo
xelJ

Une suite de fonctions ( f,,), définies sur [ et convergeant simplement sur
I vers une fonction f , converge uniformément vers f sur tout segment
contenu dans [/ si, pour tout segment J de R contenu dans 7, la suite
(fu)s) desrestrictionsde f, a J converge uniformément vers la restriction
Sfig de faJ.

En d’autres termes, la suite de fonctions ( f,) converge uniformément vers
f sur tout segment contenu dans / si, pour tout segment J de R contenu
dans I, ona:

im [} foy = fisllee =0

Nous utiliserons aussi la convergence uniforme sur des intervalles contenus

dans I . Vous en verrez un exemple dans I’Application 2.

» Pour s’entrainer : ex. 4.

1.2.4 Exemples

B Exemple 1
Soit f, : [0, 1[— R,

Le graphe et le calcul nous indiquent que : || f, — O] = sup " =1
te[0,1]
La convergence de la suite de fonctions ( f,,) vers la fonction nulle n’est pas

uniforme sur [0, 1[.

t—t".

Mais, si J = [a,b] estunsegmentde [0,1[, ona: || f,;; —O0[/oc = D"
Lorsque n tend vers +oo,b" tend vers 0, donc la suite de fonctions ( f;)
converge uniformément sur tout segment de [0, I[ vers la fonction nulle.
(doc. 8.)

B Exemple 2

Soitla suite (f,) de fonctions définies sur [0, +oo[ par f,(x) = 1
nx

e Fixons x dans [0, +ool:

La suite numérique (f,(x)) converge. La suite de fonctions ( f,) converge
simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par :

six=0
fx)=

(x2+ e ™ sinon.

n(x3+x)e”

4. Suites et séries de fonctions

Rapport X-ESPCI, 2002
« Il est fortement conseillé aux fu-
turs candidats de réviser les diffé-
rents types de convergence des sé-
ries de fonctions. »

Rapport Mines-Ponts, 2003
« La convergence a été encore plus
rarement étudiée. »

Doc. 7. Convergence uniforme sur
tout segment.

B Lesfonctions f,—f doivent
donc étre bornées sur tout seg-
ment J de I, apartir d’un cer-
tain rang.

B La convergence uniforme sur
I entraine la convergence uni-
forme sur tout segment de [.
Mais la réciproque est fausse. Il
suffit de considérer le premier
exemple ci-contre.

0.8 n=1
n=2
0,6
0.4
0,2
X
0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

Doc. 8. Convergence uniforme sur
tout segment de [0, 1[.

> assume (t>=0,t<=1);
fn:=(n,t)->t"n;
f:=unapply(limit(fn(n,t),
n=infinity),t);
plot({£(t),seq(fn(k,t),k=1..5)2},
t=0..1);

fni=mt —1"

f:=0
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e La convergence est-elle uniforme sur [0, +oo[ ?

Faisons appel a Maple, ou a une calculatrice graphique, pour le graphe de f
etceluides f,, pour n allantde 1 a 10. (doc. 9.)

La distance entre les réels f,(x) et f(x) est prochede 1 pour x proche
de 0.

n( +t)e!
nt +1

et 5
= t“+1)|.
‘nt+1( )‘

V>0 —(*+ 1!

| ful0) = f(O] =

PIEN

1 1 e~ 1l/n
\f" (z> ‘f(z)P 2

La convergence de la suite (f,) vers f sur [0,+oo[ n’est pas uni-

N

forme. Considérons les restrictions de ces fonctions a un segment [a,b]
0 < a<b).

e ! 1+ b2
Vit b () — f()] = P+ 1) < -
€la,b] | fult) = f(0) ’m_”( )’ P
1+b%
_ < — .
|| fn\[a,b] f\[a,bIHOC na+l

La convergence de la suite de fonctions ( f,,) vers f est uniforme sur tout
segment [a,b] de ]O,+ool.

1.2.5 Cas des fonctions bornées

Théoreme 3

Soit ( f,) une suite de fonctions bornées convergeant uniformément vers
f sur I, alorslafonction f estbornée.

Démonstration

Vel |fOI<If = falloo + I falloo-

La convergence uniforme d’une suite ( f,) de fonctions bornées sur I, vers
f, estla convergence dans ’espace vectoriel normé (B(1), || ||oo)-

Théoréme 4
Soit ( f,) une suite de fonctions bornées sur [ convergeant uniformé-

ment vers f sur [, alors la suite ( f,) vérifie le critere de Cauchy de
convergence uniforme :

Ve>03INeNVR>2NVpeN | fup— fullo <e.

1.2.6 Convergence uniforme d’une série de fonctions

Soit (uy) une suite de fonctions de I dans K. Alors, la suite des sommes
n

partielles (S,), définie par S,(x) = Zuk(x), est une suite de fonctions
0
définies sur [ . Si la série de fonctions Z uy converge simplement sur /,
on peut définir la fonction reste d’indice n sur I en posant:
oo
VneNVxel R,(x)= Z up(x).

k=n+1

98

Ay
1
08 y=f(x)
k=10
0,6
k=3
k=2
04 .
02
! >
0 02 04 06 08 1 F
Doc. 9.

> restart:fn:=(n,x)->(n*(x"3+x)
*exp(-x))/(n*x+1);
f:=unapply(limit(fn(n,x),
n=infinity),x);
> plot({f(x),seq(fn(k,x),
k=1..10)},x=0..1);

n(x3 + x)e—»
nx+1
fi=x— (x2 + l)e(_x)

fn:=(mx)—

Rapport Mines-Ponts, 2003
« Certains semblent mal maitriser
la notion de convergence uniforme
car ils ne précisent pas le domaine
de variation de la variable. »



La série de fonctions Z u, de I dans K est dite convergente uniformé-

ment (ou uniformément convergente) sur / lorsque la suite des fonctions
sommes partielles (S,) associée converge uniformément sur 1.

Théoreme 5

4. Suites et séries de fonctions

Rapport Mines-Ponts 2003
« Il y a toujours confusion entre
convergence uniforme sur tout seg-
ment de I et convergence uni-
forme sur I . »

Une série de fonctions E u; de I dans K est uniformément conver-

gente si, et seulement si, la série de fonctions

I vers la fonction nulle.

1.2.7 Convergence uniforme sur tout segment
d’une série de fonctions

La série de fonctions Z uy est dite convergente uniformément sur tout
segment de I lorsque, pour tout segment J de I, la série de fonctions

E up; converge uniformément sur J.

g U converge simplement
sur / et sila suite des fonctions restes (R,) converge uniformément sur

Rapport X-ESPCI, 2000
« graves confusions entre conver-
gence simple, uniforme, uniforme
sur tout segment. »

Rapport Centrale, 2001
« Et toujours l'erreur classique :
la convergence uniforme sur tout
segment [a,b] de ]0,+o0[
plique la convergence uniforme sur
10, +o0[ . »

im-

» Pour s’entrainer : ex. 5.

A pplication 2

La fonction R*™

> —1y—1!
mx) = Z (,171
1

1) Etudier la convergence uniforme sur tout seg-
ment de R*™ de la série de fonctions définissant
la fonction p.

M est définie sur par

2) Montrer que cette convergence n’est pas uni-
forme sur R*™.

1) Soit b > 0 fixé. Le critere spécial des séries
alternées s’ applique.

1
S+ 1)

="

Vx>b
* n+ 1)

|Ru(x)| <

Utilisation du critere spécial des séries alternées : la fonction u

Le majorant est indépendant de x et tend vers 0.

La série de fonctions de somme u(x) converge
uniformément sur [b,+oo[, pour tout b > 0.

2) Montrons que la convergence de cette série de
fonctions n’est pas uniforme sur R**.

Pour tout n, (—1)'uyy1 = R, — Ry41. Les
fonctions u,, différences de fonctions bornées sur
R**, sont bornées sur R**.

Si la convergence de la série de fonctions était uni-
forme sur R**, la suite (u,) aurait pour limite
0 dans I’espace vectoriel normé des fonctions bor-
nées sur RY™, munide || ||oo- Or, |jun]loo = 1,
ce n’est pas le cas.

1.3. La convergence normale

1.3.1 Définition

Etant donné une suite (u;) de fonctions bornées sur 7, on dit que la série A La convergence normale ne

de fonctions E uy converge normalement sur [ si la série E [tk || 0o

converge.

concerne que les séries de fonc-
tions.
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Théoreme 6
Toute série de fonctions E ug, normalement convergente sur [, est
simplement convergente sur /.

Démonstration

Soit E ur une série de fonctions normalement convergente sur / et x un point
de 1.

Alors, la série numérique E |ux(x)| est a termes positifs, et majorée par la série
convergente E ||ttk|| oo, donc converge. La série numérique E ur(x) converge ab-

solument, donc la série de fonctions E u; converge simplement sur /.

Théoreme 7 (PSI)

Toute série de fonctions E u; normalement convergente sur / est uni-
formément convergente sur /.

Démonstration

Vx el [Ru)| <D )] <D [luklloo = 2.

n+l n+l

g, est le reste d’une série numérique convergente, donc tend vers O lorsque n tend
vers +00.

La suite des fonctions reste converge uniformément vers la fonction nulle sur /.

1.3.2 Convergence normale sur tout segment

On dit que la série de fonctions E ur converge normalement sur tout seg-
ment de I si, pour tout segment J de I, lasérie E lluk|s||oc converge.
Exemple

n
£ X s i . .
La série E — qui définit la fonction exponentielle converge normalement
n

sur tout segment de R.

1.3.3 Méthode pratique

Théoreme 8
Soit E uy une série de fonctions définies sur I, a valeurs dans K.

S’il existe une suite de réels (g,) telle que :
e VneNVxel |u,(x)<e,

e la série g &r converge,

alors la série de fonctions E uy converge normalement sur /.

» Pour s’entrainer : ex. 6 et 7.
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Rapport Mines-Ponts, 2001
« Mauvaise connaissance de la
convergence normale. »

Rapport Mines-Ponts 2003
« La notion méme de convergence
normale est mal connue et encore
moins bien maitrisée. »

A La réciproque est fausse.

Considérons la série de fonctions
(7 1 )ﬂ

constantes Z .

n
Cette série de fonctions n’est

pas normalement  convergente.
Cependant, elle converge pour
tout x réel car la série numérique

=n" . o .

E vérifie le critere spé-
n

cial des séries alternées et, pour
tout n :

o~ (— D 1
Rn oo — g
IRl =00 2 | < 75

n+l

donc la série de fonctions converge
uniformément sur R.

Rapport Mines-Ponts, 2003
« Encore cette année le jury rap-
pelle qu’il faut préciser sur quel en-
semble a lieu telle ou telle conver-
gence. »

Rapport E3A, 2002
« Les majorations permettant d’éta-
blir la convergence normale sont

presque toujours inexactes voire
farfelues. »

Rapport Mines-Ponts, 2003
« Il fallait majorer par une expres-
sion indépendante de x pour obte-
nir la convergence normale. »

s



Théoreme 9

Si la série de fonctions E uy estnormalement convergentesur /, alors:

(oo} (oo}
[ Z"‘n”oo < Z [t | -
0 0

% Démonstration
Posons S,(x) = iuk(x) et S(x) = iuk(x) .
0 0 n [eS)
Onsaitque: VneN Vxel [S,(x)]< Z ]| oo < Z [t |l oo -
[eS) 0 0
Ienrésulte: Vx €1 [S(x)| < Z k|| oo -
oo OOO
Puis : [[S]loo = | Y tnlloo <D [fttn]oo -
| 0 0

A pplication 3

Rappelons que :

— 1
(=) — e
1

et que ( est définie sur ]1,+o0[ et w sur
10, +oo].

oo

| n+l
px) =Y %

1) Etudier la convergence normale de la série de
fonctions définissant { .

2) (PSI) Etudier la convergence uniforme de la sé-
rie de fonctions définissant { .

3) Etudier la convergence normale de la série de
fonctions définissant .

4) Donner une relation entre les fonctions { et p.

1) Montrons d’abord que ¢ est normalement
convergente sur tout intervalle [a,+oo[ (a > 1
fixé).

Vx € la,+oo[

. . 1 .
La série numerique E — converge, donc la série
n

de fonctions E — est normalement convergente
n
sur [a,+oo].

Mais la convergence de la série de fonctions défi-
nissant { n’est pas normale sur ]1,+ool.

4. Suites et séries de fonctions

La convergence normale est un
puissant outil pour établir la
convergence uniforme d’une sé-
rie de fonctions.

(PSI) Lorsqu’une série de fonc-
tions converge normalement sur
tout segmentde I, elle converge
uniformément sur tout segment
de 1.

Les fonctions { et u

2) (PSI) Si la convergence de la série de fonctions
Z n~* était uniforme sur ]1,+oo[, on aurait :

2n
1
Vx € lltool Y = < Ri@) < [[Rulloo-

X
n+l

En faisant tendre x vers 1, on obtiendrait :

2n

1
<31 <Rl

n+l

N =

ce qui contredit la convergence uniforme.

3) On en déduit que la série de fonctions

(7 1)n+1 )
Z NPT converge normalement sur tout inter-
valle [a,+o0[ (a > 1 fixé).
4) Relation entre u(x) et {(x).

Pour tout x > 1:

1 =1
"“(x):zljn_x _ZZI:(Zn)X

STUREL) DR TIPS
1
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|.4. Extension

A estune partie de C. Etant donnée une suite (ur) de fonctions bornées de
A dans K, on dit que la série de fonctions Z u; converge normalement

sur A sila série Z luk]| o converge.

On dit que la série de fonctions Z u; converge normalement sur tout com-
pactde A si, pour tout compact J de A, la série Z lluk|s]|cc converge.

Les théoréemes 6 et 7 se généralisent a des séries définies sur une partie A
de C.

Exemple

Considérons la série de fonctions définies sur C, E U,, avec:

n

Z
un(z) = m

B Convergence simple

Cn Lol L .. 7"
Nous avons déja établi que, pour tout z de C, la série numérique E -
n

converge absolument et nous avons nommé exponentielle la fonction somme :

oo n

z
exp(z) = Z i et

0

La série de fonctions converge donc simplement sur C.
(doc. 10.)

B Convergence normale sur tout compact de C

Soit J uncompactde C. Ona:

IMeR VzeJ |zl <M.
Ainsi :
M" M"
Vzed |un(z)| < — et ||u,1|,||Oo < —
n! n!

. . M" .
La série numerique E - converge. La série E u, converge donc nor-
n

malement sur tout compact de C.

B (PSI) Converge-t-elle uniformément sur C ?
+00 k

Soit n fixé. La fonction reste d’ordre n est définie par R, (z) = Z %

On remarque que : il

n+l

+ S
vVt eR D

R (1) =

tn+l

Or, lim = +00. La suite de fonctions (R,) ne converge donc pas
t—+oo (n + 1)!

uniformément vers la fonction nulle sur C.

102

Cette extension nous sera utile
lors de I’étude des séries entieres.

k=T

k=9

A\

Doc. 10. Sommes partielles de la

xrl
série E —.
n!

> restart:

> F:=plot({seq(convert
(series(exp(x),x,k),polynom),
k=7..10)},x=-6..4):

> G:=plot(exp(x),x=-6..4):

> with(plots):display({F,G},
title=‘y=exp(x)‘);

Inconvénients
de la convergence simple
On ne maitrise pas les propriétés
analytiques : continuité, dérivabi-
lité de la fonction limite en cas de
convergence simple de la suite ou
de la série de fonctions.




Continuité de la limite d’une suite
(ou d’une série) de fonctions

2.1. Théoréme d’interversion des limites (PS/)

2.1.1 Le théoreme

Théoreme 10

Soit ( f,) une suite de fonctions de F(/,K) et a adhérenta I.
Si la suite vérifie :

e ( f,) converge uniformémentsur I vers f ;

e chaque fonction f, admetune limite b, en a.

Alors :

e lasuite (b,) converge vers un scalaire b ;

e f admeten a lalimite b :

lim( lim (f,,(x))) = lim (lim (fn(x))).

X—a n—+00 +00 Xx—a

Démonstration

e Montrons que la suite (b,) est une suite de Cauchy de K.
Fixons un & > 0.

Lasuite ( f,) converge uniformément vers f sur I, et:

INENVEZ2NVpEN | furp — fullo < &
Donc: 3INeNVnZNVpeNVxel |fupx)— filx)<e

Lapplication (x — |x|) est continue. Faisons tendre x vers a :
ANeENVn2NVpeN |bu,—bi<e.

La suite (b,) est donc une suite de Cauchy de K, elle converge vers un scalaire b.

e Montrons que f admeten a lalimite b.
| fO) = bl < | ) = fuC)] + ] fu(x) = ba| + [ba — b].
Fixons & > 0. Il existe N tel que:
Vn=N ||f— fullo <& et |b,—b|<e.
On en déduit :

Vn>2NVxel |f(x)—>b|<2e+]|fulx)—Dbnl

Terminons en supposant a réel.

Soit n > N, lafonction f, admet b, comme limite en a, donc :
Ja>0Vx€la—a,a+alNI | fulx)—Dby| <e.
En définitive, pour cet & fixé, pource n etpourtout x de la —a,a+a[NI, ona:
| fO) = bl < | f(x) = fa@)| + [ fu(x) = bal + [bn — b] < 3e.

On a prouvé que : lim f(x) = b.

4. Suites et séries de fonctions

0,8

0.6 k=1

0,4

02 k=5

0 02040608 1 ¢

Doc. 11. La fonction limite n’est
pas continue sur [0, 1].

fn:=mt —t"

f:=0

Rapport Mines-Ponts, 2001
« L’interversion des passages a la
limite ou la justification de la
convergence de la série sont mal
traitées ou passées sous silence. »

Le théoreme s applique donc
aux extrémités des intervalles
de définition des fonctions f;,.
Il s’applique aussi en +oo si
I contient un intervalle de la
forme [c,+oco[ eten —oo si [
contient un intervalle de la forme
1 —o0,c].

Lorsque a = +o00, on sub-
stitue a a un réel M et
a Ja — a,a + af Dinter-
valle |M,+oo[. Adapter pour
a=—00.
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2.1.2 Les conséquences

Corollaire 10.1

e Soit ( f,) une suite de fonctions de F(I,K) et a un pointde I. Si
toutes les fonctions f,, sont continues en a et si la suite de fonctions
converge uniformément sur / vers f, alors f estcontinueen a.

e Soit ( f,) une suite de fonctions de C(/) convergeant uniformément
vers f sur [ .Alors f estcontinuesur /.

e Soit ( f,) une suite de fonctions de C(/) convergeant vers [ uni-
formément sur tout segmentde /. Alors f estcontinue sur /.

» Pour s’entrainer : ex. 8 et 9.

Corollaire 10.2 : Théoreme d’interversion des limites pour une série
de fonctions

Soit (u,) une suite de fonctions de F(I) et a adhérenta I. Si:

e la série de fonctions Zu,, converge uniformément sur / vers S ;
e chaque fonction u, admet une limite b, en a ;

alors :

e la série an converge vers un scalaire b ;

e la fonction somme S admeten a lalimite b.

oo oo

| Do | = 2 (et
0 0

Corollaire 10.3

Soit g ur une série de fonctions continues sur I, uniformément
oo

convergente sur tout segment de /. Alors la fonction somme S = g Uy
k=0

est continue sur /.

» Pour s’entrainer : ex. 10 a 12.

2.1.3 Exemples

B Lafonction { de Riemann

Supposons la série de fonctions uniformément convergente sur |1, +oo[. On
peut alors appliquer a la fonction { le théoréme d’intervention des limites,
car:

. L. 1 .
On en déduit que la série g — converge. Ce qui est faux.
n

104

Si la suite ( f,) de fonctions
continues sur I converge uni-
formément vers f sur tout seg-
ment de I, alors f est conti-
nue sur tout segment de 7, donc
continue sur /.

B On peut avoir f = lim f,
continue en a, sans que les
fn» soient continues. Ainsi, la
suite de fonctions ( f,) définies
E(x)
n+1
converge simplement vers la
fonction nulle. Elle converge
aussi uniformément sur tout seg-
ment de R*, mais les f, ne
sont pas continues, bien que f
le soit.

sur R* par f,(x) =

B On  peut  aussi avoir
f = lim f, continue en a,
sans que la convergence soit
uniforme. Ainsi, la suite de

fonctions ( f,) définies sur
R* par f,(x) = t" converge
simplement sur [0, 1[ vers la

fonction nulle f. Il n’y a pas
convergence uniforme, mais les
f. et f sont continues sur
[0, 1.




4. Suites et séries de fonctions

B La fonction u

SiI’on suppose la série de fonctions définissant x uniformément convergente
sur ]0,+oo[, on peut appliquer le théoréme d’interversion des limites, avec :

) (_1)n+l
lim — =

x—0 n

(_ 1)n+l .

On obtient la convergence de la série Z(—l)””, ce qui est faux.

B La série de fonctions E uy définie par :

= (1 (14 21
ur(t) = (—=1"In m

Si t estun réel fixé, la série numérique E uy(t) est une série alternée qui

vérifie le critere spécial des séries alternées, et donc converge. De plus, pour
tout n, ona:

1S@) = S ()| = |Ru ()] < [uns1(1)] <

2 —1
In{l+ ————
( (n+ 1)(2+t2)>‘

En distinguant les cas |¢| > 1, et |f| < 1, on obtient: -2

1
[[R:]|oo < 1n <1+—> .
n+1

La série de fonctions E ur converge uniformémentsur R vers S (doc. 12).  Doc. 12. Convergence uniforme sur
R de la série de fonctions.

-0,2
-0,3

1
De plus, tlim u(t) = (=¥ In (1 + %> . Donc, nous pouvons appliquer le
—+00
théoreme d’interversion des limites. On obtient :

1
e la convergence de la série numérique Z(fl)k In <1 + z) ;

> 1
. xErJrnooS(x):zl:(—l)kln (H%)‘
S :i(—l)kln <1+1> = i(fl)kln (@>
v k=1 k k=1 k
1 <3252...(2n— 1)2(2n+1)> 4 <(2n+1)((2n)!)2>.
2242 . (2n—2)2(2n)? 24n(plyt

Utilisons la formule de Stirling : n! ~ n"*2em /2 T, on en déduit :

2 2
Srp ~In (—) . Donc lim S5, = lim S, = lim S(x)=1In (—) .
T n—+oo n—+00 X—+00 T

2.2. Le théoréme d’interversion des limites (PC)

Théoreme 11 : Théoreme d’interversion des limites pour une série de

. Rapport Centrale, 2000
fonctions P . . .
« Les théoremes d’interversion (li-
Soit (u,) une suite de fonctions de F(I) et a adhérenta I. Si: mites, séries, intégrale) sont évi-
e la série de fonctions Z u, converge normalementsur / vers S ; demment a justifier avec soin. »
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A pplication +

106

e chaque fonction u#, admet une limite b, en a ;
alors :

e la série an converge vers un scalaire b ;

e la fonction somme S admeten a lalimite b.

o o

| D) | = 3 (et
0 0

La démonstration n’est pas exigible des candidats et nécessite des outils qui ne
sont pas a notre programme.

Corollaire 11.1

Soit Z u; une série de fonctions continues sur /, normalement conver-
o0

gente sur tout segment de /. Alors la fonction somme S = Z up est

. k=0
continue sur /.

» Pour s’entrainer : ex. 10 et I 1.

Rapport Mines-Ponts, 2001
« L’interversion des passages a la
limite ou la justification de la
convergence de la série sont mal
traitées ou passées sous silence. »

Rapport E3A, 2002
« Ils affirment que S est forcément
continue, vu qu’une somme d’appli-
cations continues est continue. »

Les fonctions { et u

1
1) Montrer que lim u(x) = —.
aue I 2 10, +00l.

2) Calculer p(1).

3) Donner lim ((x) et lim u(x).
X—+00 X—+00

et que ¢ est définie sur J1,+o0[ et w sur

a YA
4) Montrer que : Ja € R {(x) ~+ 7 et
X —
préciser a.
5) Retrouver ce résultat en utilisant la relation éta- 5
blie entre { et p dans le chapitre précédent.
6) Montrer la continuité des fonctions { et p sur 4
11, +o0l.
7) (PSI) Préciser le domaine de continuité de la 3
fonction .
2
Rappelons que :
oo
1 1 >
f(x)zzljn—x 2 4 6 8 107
et: j
o (_pym Doc. 13. La fonction (.
M(x) = Z T > plot(Zeta(x),x=1..10);
1




0,8

0,6

0,4

0,2

X
I »
0 1234567

Doc. 14. La suite de fonctions converge vers la
fonction .
> restart;fn:=(n,x)->(-1)~(n+1)*n~(-x);
Sn:=(n,x)->sum((-1)"Ck’+1)*°k’~(-x),

’k’=1..n);
plot({Sn(27,x),Sn(28,x)},x=0.01..7);

= (n,x) — (=)D (=0
n
Sni= () — Y (=KD D
k=1
1) Décalons les termes dans I’expression de u(x).

[e}

(_1)n+2
u(x) = 1+Z(n+1)x.

n=1

D’ou:

—1+2pux) = Z(fl)”” [i ! } .

nt o (n+ )Y

n=1
L étude, sur [1,+oo[, de la fonction :

1 1
o
u*  (u+1)*

permet d’appliquer le critére des séries alternées.
Nous pouvons écrire :

1
0< —1+2u(x) <1 5.

1
2.2v 7

Puis, <ux)<1— Donc :

| =

1
li =
lim ) =5

4. Suites et séries de fonctions

X 1yn+l
2) ,u(l):z( DA
1

n

3) De méme, les séries de fonctions définissant les
fonctions { et u étant normalement convergentes
sur I'intervalle [2,+oo[, on peut appliquer pour
chacune le théoreme de la double limite et on ob-
tient :

lim () =1 et lim ux)=1.
X—+00 X—+00

4) Procédons également en comparant — a une

intégrale. Soit x > 1 fixé.

k+1 k
vk >2 / ﬂgig/ dr
koot kT e

ce qui donne :

[(k+ 1)—x+1 _ k—x+l]

—x+1

[k7x+1 _ (k _ 1)7x+1]'

1 1
< — <
k~ —x+1

D’ou:

L [—(n+ D)™ +1]
x—1

. 1 1 —x+1
1

Faisons tendre n vers +o0o, on obtient :

1 1
<Lx) <1+

k)

x—1 x—1

1
dou: (x) ~
P

5) Immédiat.

6) 11 suffit de rappeler que les séries définissant ces
fonctions convergent normalement sur tout segment

T

. 1 .
de ]1,+oo[ etquelafonction: x — = est conti-

nue sur R** pour obtenir le résultat souhaité.

7) (PSI) Nous avons, dans I’application 2, établi la
convergence uniforme, sur tout segment de R**,
de la série de fonctions définissant .

2.3. Extension

Dans ce paragraphe, les applications considérées sont définies sur une partie

A de C etavaleurs dans K.
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Nous admettrons que le théoreme d’interversion des limites se généralise au
cas d’une série de fonctions convergeant normalement sur A .

Théoreme 12 : Théoreme d’interversion des limites pour une série
de fonctions

Soit (u,) une suite de fonctions de F(A) et a adhérenta A. Si:

e la série de fonctions Zu,, converge normalement sur A vers S ;
e chaque fonction u#,, admet une limite b, en a ;

alors :

e la série an converge vers un scalaire b ;

e la fonction somme S admeten a lalimite b.

o

tin (o) =3 (i co)
0 0

Corollaire 12.1

Soit Z uy une série de fonctions continues sur A, normalement conver-
o0

gente sur tout compact de A. Alors la fonction somme S = Z uy est
k=0

continue sur A.

Exemple

s L . "
Nous avons établi que la série de fonctions E — est normalement conver-
n

gente sur tout compact de C. C’est une série de fonctions continues sur C,
donc la fonction somme, I’exponentielle, est continue sur C.

3 Approximations

Dans ce paragraphe, les fonctions considérées sont définies sur R ou sur un
segment de R et a valeurs dans K.

3.1. Fonctions en escalier

On appelle subdivision d’un segment [a,b] de R, toute suite finie et crois-
sante de pointsde [a,b], (x;)igfony, telleque a =xo < x1 <--- <x, =b.

On appelle fonction en escalier sur [a, b], toute fonction f a valeurs dans
K, définie sur [a,b], pour laquelle il existe une subdivision (x;);cfo,,j de
[a,b], telle que la restriction de f achaque Jx;,xi[ ( € [0,n — 1])
soit une fonction constante (doc. 15).

L’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] estun sous-espace vectoriel de
I’espace vectoriel F([a, b],K). Cet espace vectoriel est noté Esc([a, b], K).
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Le choix d’une partie A de C
a été dicté par la nécessité d’étu-
dier plus loin la continuité de
fonctions sommes de séries en-
tieres sur le disque ouvert de
convergence.

Ay
I—
—t—
{ i
a 0 b *
D

Doc. 15. Fonction en escalier sur

[a,b].



Une fonction f de R dans K est dite en escalier sur R s’il existe un
segment [a,b] de R tel que fjj,p) soit en escalier sur [a,b] et fir_[qp]
soit nulle.

Exemple : La fonction f définie sur R par:

0 siox < —1
fx)=<¢ Ex) si —1<x<mw
0 si w<x.

3.2. Fonctions continues par morceaux

On appelle fonction continue par morceaux sur [a,b], toute fonction f
a valeurs dans K, définie sur [a,b] pour laquelle il existe une subdivi-
sion (x;)icqony de [a,b], telle que la restriction de f a chaque ]x;, x;41[
(i € [0,n — 1]) puisse se prolonger en une fonction continue sur [x;, X;.1].
Une telle subdivision est appelée subdivision adaptée a la fonction f.
L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a,b] est un sous-
espace vectoriel de 1’espace vectoriel des fonctions de [a,b] dans K. Cet
espace vectoriel est noté CM([a, b]).

Une fonction f d’un intervalle I de R dans K est dite continue par
morceaux sur I sisa restriction a tout segment contenu dans / est continue
par morceaux. L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur / est un
sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions de I dans K. Cet
espace vectoriel est noté CM(I).

Exemple : La fonction partie entiere, E, est continue par morceaux sur R.

3.3. Approximation uniforme des fonctions continues
par morceaux sur [ a, b ]

Théoreme 13 (Théoreéme d’approximation)

Toute fonction continue par morceaux sur un segment [a,b], a valeurs
dans K, peut étre approchée uniformément par des fonctions en escalier
sur [a,b]:

Vf€CM(a,b]) Ve >0 3g € Esc(la,b]) || f—gllw <&
Démonstration
(PSI) Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b], a valeurs dans K.

Fixons unréel € > 0 etnotons A 1’ensemble des ¢ de [a,b] tels que f puisse
étre approchée uniformément sur [a,c], a & pres, par des fonctions en escalier sur
[a,c]. A estune partie non vide de R, majorée par b. Elle possede une borne su-
périeure M. Montrons que : M = b.

Posons lim f(x) =1.

o Ja>0Vx€la,a+al |f(x)—1|<e

La fonction g définie sur [a,a+ a] par: g(a) = f(a) et Vx €la,a+a] gx) =1
est en escalier sur [a,a+a] etapproche uniformément f a e pres sur cet intervalle.
Donc: M > a+a. Si a < M < b, un raisonnement analogue, construit avec les
limites a gauche et a droite de f en M, permet de montrer 1’existence de B > 0
tel que f soit approchée uniformément a & pres sur [a, M + 3] par une fonction en
escalier sur cet intervalle. Donc : M = b.

4. Suites et séries de fonctions

AY —

Doc. 16. Fonction en escalier sur
R.

Rapport X-ESPCI, 2001
« Les difficultés proviennent ... de la
continuité par morceaux. »

Doc. 17. Fonction continue par
morceaux sur [a,b].

\ A9

F
C
a

S~

0|

Doc. 18. Fonction non continue par
morceaux sur [a,b].

La démonstration est hors pro-
gramme en PC
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Généralisation : Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on définit

de maniére analogue la notion de fonction en escalier, de fonction continue
par morceaux de [a,b] dans E . Le théoreme ci-dessus est encore vérifié.
Sa justification repose sur le fait que les fonctions coordonnées d’une fonction
continue par morceaux a valeurs dans E sont continues par morceaux.

3.4. Approximation uniforme des fonctions continues
sur [ a, b ] par des fonctions polynomiales

Théoréeme 14 : Premier théoréme de Weierstrass

Toute fonction numérique, continue sur un segment [a,b], peut étre

approchée uniformément sur [a,b] par des fonctions polynomiales sur
la,b].

Exemple : Considérons la fonction exponentielle, un réel a > 0 et les fonc-
n xk
E .
k=0

tions polyndmes P, définies par P,(x) =

+00 k
Pour tout x dans [—a,a] |exp(x)— P,(x)| < Z %,
n+l

Si &> 0 estfixé,ilexiste n tel que Vx € [—a,a] |exp(x) — P,| < e

» Pour s’entrainer : ex. 13 et 14.

3.5. Approximation uniforme des fonctions continues
sur [ a, b ] par des polynémes trigonométriques

On appelle fonction polyndme trigonométrique toute fonction de R dans
C, combinaison linéaire des fonctions e : (r — e '), o k est un entier
relatif.

Vous vérifierez sans difficulté que toute fonction polynome trigonométrique est
combinaison linéaire, a coefficients complexes, des fonctions :

cr:t—cos(kt) (k € N) et s;:t+sintkr)(k € NY).

Inversement, toute combinaison linéaire de fonctions c¢; et s; est une fonc-
tion polyndme trigonométrique.

Théoréme 15 : Second théoréme de Weierstrass

Toute fonction a valeurs complexes, continue et 2m-périodique sur R,
peut étre approchée uniformément par des polynomes trigonométriques.

Exemple

Le cours sur les séries de Fourier permet de prouver que la fonction Arccos (cos)
peut étre approchée uniformément sur R par la suite des polyndmes trigono-
métriques :

™ ii cos(2n+1)x
2 @ i 2n+1)2
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(PSI) Ce théoreme signifie que
toute fonction de CM([a,b])
est la limite uniforme d’une
suite de fonctions en escalier sur
[a,b]:
vV f € EM([a,b])
3(fu) € (Escla, b)"

im || f = fullc =0.
n—+00

La démonstration de ce théoreme
et celle du théoréme suivant sont
hors programme.

Ce théoreme, publié en 1885 par
Weierstrass, fut généralisé, en
1937, par I’américain Stone, aux
fonctions a valeurs réelles ou com-
plexes continues sur un compact

de R.

Si f a pour période T > 0,
on substitue e">™/T 3 el
Nous reverrons ceci dans le cha-
pitre sur les séries de Fourier.
Dans ce chapitre, nous verrons
également une application im-

portante de ce théoréme.




4. Suites et séries de fonctions

Bl FICHE METHODE __

® [’étude d’une suite (ou d’une série) de fonctions commence le plus souvent par celle de la conver-
gence simple. On fixe la variable x et on étudie la suite (ou la série) numérique associée.

@® Pour étudier la convergence normale d’une série de fonctions bornées sur I, on essaye de majorer
|u,(x)| parle terme général «, ne dépendant pas de x d’une série convergente :

Vxel lux)|<a, et Zan converge.

@® Pour montrer qu’une fonction S, somme d’une série de fonctions E u,, est continue sur I,

il suffit d’établir que :
e les fonctions u, sontcontinuessur [/ ;

e la convergence de la série Z u, vers S est normale (ou uniforme (PS7)) sur tout segment de 1.
Programme PSI

@® La convergence uniforme d’une suite (ou d’une série) de fonctions est I’étude de la convergence
dans I’espace vectoriel normé (B(1), || ||oo)-
@® Pour étudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions bornées sur 7 , on peut :

e chercher a majorer | f,(x) — f(x)| parunréel a, nedépendantpasde x ettendant vers 0 lorsque
n tend vers I’infini ;

e faire I’étude, n étant fixé, de la fonction f, — f, dans le but de déterminer || f, — f||co -

® [ orsque les fonctions f, ne sont pas bornées sur /, ou lorsque la suite de fonctions ne converge
pas uniformément sur I, on peut chercher a établir la convergence uniforme sur tout segment de 1.

@® Pour étudier la convergence uniforme d’une série E u, de fonctions bornées sur [ :

e silasérie numérique E u,(x) vérifie, pour tout x, le critere spécial des séries alternées, on majore

le reste |R,(x)| par |un.1(x)|, puis on tente de majorer |u,41(x)| parunréel a, ne dépendant pas
de x ettendant vers O lorsque n tend vers I’infini;

e sinon, on peut essayer de prouver la convergence normale de la série de fonctions.

@® Pour montrer qu’une fonction f, limite d’une suite de fonctions ( f,), est continue sur /7, il
suffit d’établir que :

e les fonctions f, sontcontinues sur [ ;
e la convergence de la suite ( f;;) vers f estuniforme sur tout segmentde /.
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Y

Polynomes d’interpolation de Lagrange et convergence

(D’aprés ENSI, 1990.)

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul, R,[X] I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients
réels de degré < n, a et b deux réels tels que : ¢ < b et xp,x1,...,X,, n+ 1 réels distincts tels que :
a<xg<x;<---<x,<b. f estunefonction continue sur [a,b].

1) Donner I’expression du polyndme P, de R,[X] tel que, pourtout j de [0,n]: P,(x;) = f(x;).
Nous allons étudier la convergence de la suite (P,) dans deux cas particuliers.

A) Premier exemple : f est de classe €™ sur [a,b] et toutes les dérivées de f sont bornées sur [a,b] par une
méme constante réelle M.

1) x étantunréel de [a,b] différent de tousles x;, onnote ¢ lafonction définie sur [a,b] par:
S (x) = Pu(x)

o) = f(u) — P,(u) —
qn(x)

qn(”)&
ou ¢, estle polyndme défini par ¢,(x) = H(x - X;).

En utilisant plusieurs fois le théoréme de Rolle, montrer qu’il existe un réel v de [a,b] tel que:

B f(n+l)(v)
fx) = Py(x) = e qn(x).
2) Pour chaque entier n > 1, on choisit arbitrairement les réels xo, x1,...,x, telsque:

a<xo<x;1<---<x,<b
et on définit ainsi une suite de fonctions polynémes (P,).
Montrer que la suite de fonctions (P,) approche uniformément f sur [a,b].
Donner un exemple pour f et [a,b].

B) Second exemple : La fonction f est définie sur [—1,1] par f(x) = |x| et, pour tout entier j de [0,n], on

2j
: i=—1+ .
pose Xj —
1) p et g étant des entiers naturels tels que 0 < p < ¢, montrer :
2k — 1 -1 —2p—-2
Z( b (§ )q71+<1>'9<q )i &)
p p+1

m désignant la partie entiere de 5 on pose :

=30 () 2w = 3 () 252

k=m+1
2) Montrer que P,(1) = A(n) — B(n).
3) Calculer A(n)+ B(n) eten déduire P,(1) en fonctionde n etde m.
4) Calculer P,(1) lorsque n est pair.
5) Calculer P,(1) lorsque n estimpair.
Donner alors un équivalenten +oo de | f(1) — P,(1)].

6) En déduire que la suite (P,) n’est pas simplement convergente sur [—1, 1].
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xNercice réspln

La série de fonctions g

ENONCE

On considere la série de fonctions E u, ou,pour n >0, u, estdéfinie sur R** par u,(x) =

4. Suites et séries de fonctions

b
sh (nx)

1
sh(nx)’

+00

1) Donner le domaine de définition de la fonction somme § = Z u,. Etudier la convergence normale.

1

2) Donner un équivalenten O eten +oo de S.

CONSEILS

Regarder le domaine de convergence
simple de la série de fonctions.

Ay
1

0,5

-10 =5\ 0 5 10X

-0,5

-1

> plot(sum(’1/sinh(n*x)’,
’n’=1..100),
x=-10..10,y=-1..1) ;

Utiliser la décroisslance de la fonction

positive ¢ +— pour encadrer

sh (tx)
son intégrale sur [n,n+1] et comparer

S(x) aune intégrale.

SOLUTION

1) Etudions d’abord la convergence simple de la série de fonctions. Soit x
fixé, strictement positif. u,(x) ~ 2e "*. La série numérique Ze

—nx —nx

est une série géométrique de raison e~ *. La série de fonctions E U
converge simplement sur R**.
Précisons le mode de convergence de la série de fonctions.

Si n est un naturel non nul fixé, la fonction x +— sh(n x) est croissante
sur R*, de 0 a +oco. Lafonction u, n’estpasbornée sur R*™*.

1
sh(na)

entraine la convergence normale (donc

Considérons un réel a > 0. |[[uty|jqso0(/lcc = La convergence

de la série numérique E
sh(na

uniforme) de la série de fonctions sur [a, +oo].
2) e Si x>0:

/N+l
1

b

Calculons, pour 0 <a <b et x >0, /
/b ar 1/“ du 1

. shtx) — xJ,, sh(w) «x

/b e 1
, sh(tx)  «x

dt N

1 1
sh(tx) < Zsh(nx) S sh (x)

dr
sh(tx)’

+/]N

dr
sh(tx)’

du

L@

Puis :
1
th M N th &
lln 2 ) <Z L +lln N2/
X th (f) = — sh (nx) S sh(x) «x th (f)
2 2
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Les termes de cette inégalité ont une limite lorsque N tend vers +oo :

—%m (th (%)) < S() < Shl(x) . %m (th (%)) )

e De plus, lorsque x tend vers O, ona:

(@G m(G) T e e

1
Nous en déduisons, lorsque x tend vers 0: S(x) ~g —M.
X

shL(x) ~ioo 277 et In (th (%)) ~ioo (th (%) - 1) ~ioo —2€7

Pour I’étude en +oco, 1’inégalité (1) ne suffit plus. Procédons plus finement

en isolant sh—(x)
DTN (e
— N = 7 | < < = N =7
L th (x) s 22: o Sx 0 ({)
2
D’ou
1 1 1 X
- < < B -
) x M) <SS Gres - T (th (2))
Avec :
1 1 X e ¥ 1 e
~2e* —In(th (= ~ =2 — In(th ~ =2 .
sh (x) 3 n( (2)) x 7 x n(th (x)) X

Les deux derniers termes sont donc négligeables devant le premier. Nous
en déduisons, lorsque x tend vers +oo, S(x) ~ 2e™".



Exercices

™
geant simplement vers f sur unintervalle / de R.

Soit ( f,) une suite de fonctions monotones conver-

Montrer que la fonction f est monotone.

%’,J (PSI) Etudier la convergence sur [0,1] de la suite de fonc-
tions fy(x) = x"(1 — x)".

?w’ (PSI) Construire, le plus simplement possible, une suite

de fonctions en escalier convergeant uniformément sur [0, 7]
vers la fonction sinus.

4‘ _(PSI) Etudier la convergence de la suite de fonctions :
1T

1) fu(x) = (sinx)" sur [ ! 5} :

2) fu(x) =nx"(1—x% sur [0,1].

2n
3) fi= 0" =2

+x
Mg ez W F

nn+x

5 (PSI) Etude de la série de fonctions Z( 1)

éw, Soit la série de fonctions Z u, définie sur R* par :

sin x
n+1)
0 six €[nm,(n+1)w[

six € [nm,(n+1)w[
Un(x) =

Etudier la convergence de cette série de fonctions.

*

L. Etudier la convergence simple, normale de la série de

fonctions

8

ol

. . 1
convergeant uniformément sur [0, 1] vers (t — ?) ?

9

ool
par :

(PSI) Peut-on trouver une suite de fonctions polynémes

(PSI) On considere la suite de fonctions ( f,,) définies

fa(x) = exp(—x").

Etudier la convergence simple de la suite ( f;,).
Est-elle uniforme sur [a,+oo[ lorsque 0 <a <1 ?
Soit a > 1.

/!_Q Calculer :

o] 2 ot —nx
5 X 3 €
D Jimd ey 2 .Am 0T

Méme question sur [a,+oo[ ?

et lim 5o
x—0* ; n

ﬂ On pose f(x) = Z cos(n x)

1 2

Montrer que f est définie et continue sur R.

/L%f (PSI) Etudier ’ensemble D de définition de :

( ‘l)nn
S )_Z 2n+l

f est-elle continue sur D ? Déterminer f(1).

/L,,.-; Soit @ > 0, f une fonction continue de [a,+oo[

dans R et / unréel telsque lim f(x)=~/.
X—+00

Montrer que, pour tout & > 0, il existe une fonction poly-
1

nome P telle que la fonction, (x — P (—)> , approche
X

uniformément f, a & pres sur [a,+o0l.

%1~ Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R telle

1
que, pour tout n de N, on ait / " f(r)dr = 0.
0

Montrer que f est la fonction nulle.

/!‘é.; Soit la suite de fonctions ( f,) définie, sur R™™, par :

—nx?

fa(x) =nx"e

Etudier, selon les valeurs du réel «, la convergence de la série

de fonctions Z e

*
‘1,.,-6/ (PSI) Soit (P,) une suite de polyndmes de R,[X]
(p > 0 fixé). On suppose que la suite de fonctions polyndmes
associée converge simplement sur R vers une fonction f.

1) Montrer que f est une fonction polynome de degré
et que la convergence est uniforme sur tout segment de R.

<P

2) Que dire si cette suite converge uniformément sur R ?

/L% On considere la fonction définie par :

oo
1
X) = — Arctan (n x).
f(x) Z - (nx)
1) Donner son domaine de définition et de continuité.
2) Etudier ses limites aux bornes du domaine.

= lim f(x).

3) Donner un équivalent en +oco de f(x)
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Dérivation,
intégration
des fonctions
vectorielles

ntio uehis)

Les paradoxes de Zénon d "Elée (V€ siecle av. J.-C.)
posent le probleme de la division a l'infini. La
méthode d’exhaustion, mise au point par Eudoxe
(1v¢ siecle av. J.-C.) est utilisée de facon tres
fructueuse par Archimede (111° siecle av. J.-C.)
pour des calculs d’aires et de volumes. Les

mathématiciens arabes (a partir

du 1X° siecle ap. J.-C.) développent ces méthodes.
Au X1° siecle, al-Biruni congoit les notions de

vitesse et d’accélération.

Faute de culture mathématique suffisante, ces
travaux n’ont rencontré aucun écho en Europe
avant le XVI° siecle. Les recherches de nombreux
savants (Stevin, Kepler, Galilée, Cavalieri, Pascal,

Fermat, Descartes...), aux XVI° et

XVII¢ siecles, sur les centres de gravité, les mesures
de volume, la tangente, la cycloide,... préludent a
la naissance, a la fin du XV1I° siecle, du calcul
différentiel et intégral moderne. Progressivement,
le support géométrique fait place aux notions

abstraites de limite et d’infiniment petit.

En 1696, Guillaume de L’Hospital publie le
premier livre de calcul infinitésimal. Ce puissant
outil est mis au point par Newton (1643-1727) et

Leibniz (1646-1716) avec des langages différents,
mais les notations de Leibniz s’ imposent. Il permet
de résoudre des problemes qui se ramenent a des

équations différentielles.

OBjECTIFS

B Dérivabilité en un point, fonction dérivable
sur un intervalle.

B Opérations sur les fonctions dérivables.

B Fonctions de classe € ou €* par mor-
ceaux sur un intervalle.

B Intégrale d’une fonction vectorielle conti-
nue par morceaux sur un segment.

B Sommes de Riemann d’une fonction conti-
nue.

B Linéarit¢ de l'intégrale, inégalité de la
moyenne.

B Relation de Chasles, invariance par transla-
tion.

B Convergence en moyenne et en moyenne
quadratique d’une suite ou d’une série de fonc-
tions continues sur un segment.




5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont définies sur un intervalle / de
R, non vide et non réduit a un point. Elles sont a valeurs dans un K-espace
vectoriel E de dimension finie (K = R ou C). De telles fonctions seront
dites a valeurs vectorielles (ou simplement vectorielles). Lorsque E = K, ces
fonctions seront dites a valeurs numériques (ou numériques). Nous noterons
F(I, E) le K-espace vectoriel de ces fonctions.

Soit I unintervalle d’extrémités a et b, aveca < b. L’ensemble des points
de Ja,b[ estappelé I'intérieurde [ et ces points sont dits intérieursa /. Un
intervalle non vide et non réduit a un point est un intervalle d’intérieur non
vide.

Si I n’est pas borné supérieurement, nous adopterons la notation sup I = +oo.
De méme, si I n’est pas borné inférieurement, inf/ = —oo.

Isaac Newton (1643-1727), physi-
cien, mathématicien et astronome

I Dérivation anglais.

I.l. Fonction dérivable sur un intervalle
I.1.1 Définitions

I.1.1.1 Dérivabilité en un point

Soit x¢p unpointde I et f unefonctionde / dans E.

f estdite dérivable en xo de I sil’applicationde I\ {xo} dans E, dé-
finie par :

f(x) — f(xo)
X b

X — Xo

admet une limite en xo. Alors, la limite est appelée dérivée de f en xy et

d
notée f'(xo) ou Df(xp) ouencore d—f(xo) et elle appartienta E.
X

Théoreme 1

Soit xp un point de I’intervalle / et f une applicationde / dans E.
L’application f est dérivable en x( si, et seulement s’il existe une ap-
plication € de I dans E etunvecteur V de E tels que:

Vx el f(x)= f(xo)+(x—x0)V+(x—xp) elx) etxllral e(x)=0g (1)

Lorsque f est dérivable, la propriété (1) s’écrit également :

Fx) = f(x0) +(x — xo) f'(x0) +0(x — x0)

Théoreme 2 La réciproque est fausse.
Soit xo un point de 'intervalle / et f une applicationde / dans E. La fonction valeur absolue four-
Si f estdérivableen xp, alors f estcontinueen xg. nit un contre-exemple.
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I1.1.1.2 Dérivées a gauche, a droite

Si x¢ estun point adhérent a [, différent de sup/, on dit que f admet

une dérivée a droite en xo si I’applicationde I\ {x¢} dans E définie par :

S (x) — f(xo)

X —
X — Xo

La limite est alors appelée dérivée a droite de f en xo etnotée f;(xo) ou

admet une limite a droite en x.

d
Df(xg) ouencore d—f(xa' ) ;elle appartienta E.
x

On définit de méme la dérivée a gauche, notée fg’(xo), Df(x,) ou
df _

— X, .

qx %o

I.1.1.3 Propriétés

Les propriétés suivantes s’établissent sans peine :

1) Soit xp un pointde I. Si f est dérivable a droite (respectivement a
gauche) en xo, alors f est continue a droite (respectivement a gauche) en
X0-

2) Soit xo un pointintérieura I. Si f est dérivable a droite et a gauche en
xo, alors f estcontinueen Xxo.
3) Soit xo un pointintérieura /. f estdérivableen xq si, et seulementsi :
e f estdérivable a droiteen xg ;

e f estdérivable a gaucheen xg ;

o fi(x0) = fy(x0)-

I.1.2 Interprétations géométrique et cinématique de la dérivation
I.1.2.1 Interprétation géométrique

L’étude des courbes est développée dans le volume Algébre-Géométrie.

Soit (I, f,S) unecourbede E et fy un pointintérieura /. Supposons f
dérivable et de dérivée non nulle au point 7y de 1.

La courbe admet au point f(#)) une tangente qui est la droite affine
T, = f) +R f '(tp). Cette droite est la position limite de la sécante Dy,
lorsque ¢ tend vers fy (doc. 2).

1.1.2.2 Interprétation cinématique

La cinématique du point permet de donner I’interprétation suivante a 1’étude
d’une courbe (I, f,S).

Le parametre ¢ est appelé le temps ; il varie dans ’intervalle 1.

Le support S de la courbe est la trajectoire du point mobile dont on étudie le
mouvement.

La fonction f est laloi horaire du mouvement.

La vitesse moyenne du point mobile sur sa trajectoire S entre les instants ¢
et 1y est:

| f() — f(t)]] _ ||~ f(0)
|t — t()‘ t—1 '
1) — i1
Lalimiteen 7y delafonction numérique (t — ‘M ), lorsqu’elle
—1Io

existe, est la vitesse instantanée du point mobile a I’instant f.

118
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-2 -1 0 1
Doc. 1. La fonction :
(x — max {0,x +x*})

est dérivable a droite et a gauche en
—1 eten 0.

Rapport TPE, 1997
« Les candidats rencontrent de plus
en plus de difficultés en calcul :
calcul de dérivées, de primitives,
décomposition en éléments simples,
voire méme calcul algébrique élé-
mentaire. »

N

S’entrainer a calculer des déri-
vées.

Doc. 2. La droite affine :
T, = f(t0) + R f'(t0)
est tangente a la

I, f,S) au point f(ty) lorsque
1) # Og.

courbe

Rapport Mines-Ponts, 2001
« Confusion entre continuité et dé-
rivabilité. »

Rapport E3A, 2002
« ...oubliant malheureusement sou-
vent la justification de [’existence
des dérivées. »



5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

t) — 1
La limite en ¢y de la fonction vectorielle (z — w) lorsqu’elle
— 1

existe, est le vecteur dérivé f'(p). 1l est appelé vecteur vitesse du point mo-
bile a I’'instant #.

On remarque que si f est dérivable en £y, alors la vitesse instantanée du
point mobile en #; estla norme du vecteur vitesse en ce point.

» Pour s’entrainer : ex. |I.
1.1.3 Fonction dérivable sur un intervalle

Une fonction dérivable en tout point de I’intervalle 7 est dite dérivable sur 1.

Lorsque f estdérivable sur I, on peut définir la fonction dérivée de f :

I — E
x = f(x)

A pplication 1

fo’:{

Soit (E,( | )) un espace euclidien,
associée a (|) et [a,b] un segment d’intérieur

Montrer que si [ est une application de |[a,b]

dans E, continue sur [a,b] et dérivable sur
la, b[, alors :

Jeelabl | fl@)— fO)<®-alf©

Définissons I’application @ :

(P:{ la.b] — R Jc € la,b|

@ est a valeurs dans R, continue sur [a,b] et

Rapport Centrale, 2000
« Ce n’est pas parce qu’on a pu cal-
culer la dérivée d’une fonction que
celle-ci est dérivable, mais parce
que la fonction est dérivable qu’on
peut calculer sa dérivée. »

L’égalité des accroissements fi-
nis n’est valable que pour les
fonctions a valeurs réelles. Nous
verrons 1’inégalité des accrois-
sements finis pour les fonc-
tions a valeurs vectorielles. Dans
Iapplication qui suit, nous dé-
montrons cette inégalité dans le
cas particulier d’une fonction a
valeurs dans un espace euclidien.

Inégalité des accroissements finis dans un espace euclidien

||| la norme théoréme des accroissements finis :
non vide de R. dc €la,bl |Pb) — P(a)| = (b — a)|P'(c)|.

Par définition de @, nous obtenons :

Je€la,bl (f(b)— f@)|f(b)— f(a))
=G -a)|(fB)~ f@] f'©)]

Et grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
rom O f@]f0) |76~ @] < & - )] 7B~ F@ | £

dérivable sur ]a, b[ ; on peut donc lui appliquer le L’inégalité recherchée en découle.

I.2. Opérations sur les fonctions dérivables

1.2.1 Linéarité de la dérivation

Théoréeme 3

Soit f et g deux applicationsde / dans E, dérivables sur I’intervalle
I, et a et B deux scalaires.

L’application « f + [ g estdérivable sur [ et, de plus:
(af+Bg) =af +Bg

Rapport E3A, 2002
« Une minorité invoque la linéarité
de la dérivation. »
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1.2.2 L’espace vectoriel C'(l,E)

Les fonctions f dérivables sur I dont la dérivée f’ est continue sur [
sont dites continfiment dérivables ou de classe €' sur /. L’ensemble de
ces fonctions est noté C'(1, E).

» Pour s’entrainer : ex. 2.

Théoreme 4
e CY(1,E) estun sous-espace vectoriel de C’(1, E).

e [’application D de CY(1,E) dans C°%I, E), définie par D( f) = f’
est linéaire.

1.2.3 Composée d’une application linéaire
et d’une application dérivable

Théoréeme 5

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, # une appli-
cation linéaire de E dans F, f une applicationde / dans E et xg
un pointde /.

e Si f estdérivable en x(, alors I’application u o f est dérivable en
Xo et:

(o f)(x0) = u( f'(x0))

e Si f estdeclasse €! sur 1, alors uo f lestaussiet:

Wo fY =uo f’

Démonstration

Si f estdérivable en xo, il existe une application ¢ de [ dans E telle que :
Vxel fx)= f(xo)+(x —x0) f (x0)+(x —xo)e(x) et xliraln e(x) = 0g.
Par conséquent :
Vxel uof(x)=uo f(xo)+(x — xo)u(f/(xo)) +(x —xo)u(s(x)).

De plus, toute application linéaire entre espaces vectoriels normés de dimension finie
est continue, donc lim u (e(x)) =0p.
xX—X(

1.2.4 Dérivation composante par composante

Dans ce paragraphe, on note B = (¢;);¢c|1,p) une base de E.

Pour tout i de [[1, p]l, on considére I’application i-ieme coordonnée dans
la base B (on dit aussi i composante), notée e; :

E — K

*

) p
ef: .
v:E aje; +— e (v)=q;
j=1

On constate que e; est une application linéaire de E dans K.

Rappelons que C€(I,E) ou
CO(I, E) désigne [I’ensemble
des applications continues de [
dans E.
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Pour toute application f de I dans E et tout i de [1,p], on note
fi = e’ o f. L'application f peuts’écrire :

I — E

E 2
x = =) fitoe

i=1

Les applications f;, de I dans K, sontappelées les applications coordon-
nées ou applications composantes de f relatives a la base B.

Théoréeme 6

Soit B = (e;)ieq1,py une base de ’espace vectoriel E, xo un point de
I’intervalle / et f une applicationde / dans E.

e f estdérivable en x( si, et seulement si, les applications coordonnées
de f relatives alabase B sont dérivables en xo. Alors :

14
flao) =Y flxo)e

i=1

e Lorsque f est dérivable sur I, les applications coordonnées de  f’
sont les dérivées des applications coordonnées de [ :

p
Vxel flx)=Y fl®e.

i=1

e f estune application de classe C' de I dans E si, et seulement si,
chaque application coordonnée de f est une application de classe € ' de
I dans K.

Corollaire 6.1

Soit / unintervallede R, E un K-espace vectoriel de dimension finie
et f une application continue de / dans E , dérivable sur I’intervalle

[ = 1linfl,supI[.

Alors f est constante sur [ si, et seulement si, pour tout x de cet
intervalle f'(x) = Og.

B Le cas des fonctions a valeurs complexes

Soit f une application de / dans C. Les fonctions Re f, Im f et f
sont définies sur / par:

Re f(x)=Re (f(x)); Im fx)=1Im (f(x); fx)= f(x).

La famille (1,i) estune base de C, R-espace vectoriel de dimension 2, et les
fonctions Re f et Im f sont les applications coordonnées de f dans cette
base.

Le théoréme des accroissements
finis appliqué a chaque applica-
tion coordonnée de f permetde
prouver ce corollaire.
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Corollaire 6.2

Soit / un intervalle de R et f une application de I dans C. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

e f estdérivablesur [ ;
e Ref et Imf sontdérivables sur [ ;

e f estdérivable sur 1.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on a :
Df =DRe f)+iD(Imf),
D (f) =Df =D(Ref) — iD(Imf).

Corollaire 6.3

Soit I un intervalle de R et f une application de / dans C. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

o f estdeclasse @' sur [;
e Ref et Imf sontde classe e' sur I;

o f estdeclasse @' sur /.

1.2.5 Composée d’une application bilinéaire
et de deux applications dérivables

Théoreme 7

Soit E, F et G trois espaces vectoriels de dimensions finies, / un
intervalle de R, f une application de / dans E, g une application
de [ dans F et B une application bilinéaire de E x F dans G.

On définit I’application B( f,g) de I dans G en posant:

I — G

B(f.8): {x —  B(f,&)x) = B(f(x),g(x))

e Si f et g sont dérivables au point xo de [/, alors I’application
B( f,g) estdérivableen x( et:

B(f.8) (x0) = B( f'(x0), g(x0)) + B( f(x0). &' (x0)).

eSi f et g sontdeclasse @' sur I, alors B(f,g) estdeclasse €'
sur I et:

B(f?g)/ = B(f,?g)"'B(f’g,)

Démonstration

e La dérivabilité¢ de f etde g en xo se traduit par I’existence des applications &
et &, définies sur I, avaleursdans E et F respectivement et telles que :

Vxel fx)= f(xo)+((x— xo)f/(xo)+(x — xp)e1(x) et ,‘an} e1(x) =0g

Vxel gx)=gxo)+(x— xo)g/(xo) +(x — xp)e2(x) et Jlij; e2(x) =0F
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On en déduit, pour tout x de [ :

B(S.9)) = B(S (o), g (1)) + (x = x0) [ B( £ (x0), 8x0)) + B f(x0). 8'(x0))]
+(x — xo0)e(x)
Avec :
a(x) = (x — x0)B( f'(x0). g’ (x0)) + B (&1(x), g(x0) + (x — x0)g’(x0)
+x — x0)82(x)) + B( f(x0) + (x — x0) f'(x0) + (x — x0)&1(x), £2(x))
Or, toute application bilinéaire entre espaces vectoriels normés de dimension finie est
continue. De plus :
B(OE,g(X())) = B(f(X()), OF) = OG.

On en déduit que lim &(x) = Og. Le théoreme en découle.
xX—X

1.3. Exemples

B Soit fi,...,f, n applications de I dans K, dérivables sur I et g
I’application produit :
g: I — K

x = gx) = filx) o). fulx).

On montre par récurrence que 1’application g est dérivable sur [ et que:

&) =" Ai) .. fir1(¥) {@) finr(x) ... fulx)
k=1

B Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, f une application dé-
rivablede I/ dans E et ¢ une application dérivable de / dans K. Alors,
/I — E

I’application ¢ f 1{ x = (@ f)x) = o) f(x)
et (0 f) =o' fr+of.

11 suffit, pour prouver ceci, de considérer I’application bilinéaire :

.|

)) un espace préhilbertien de dimension finie, f et g deux

est dérivable sur [

KxE — FE
(A, x)

= AX

B Soit (E,(
applications dérivablesde I dans E.

Définissons I’application ( f | g) en posant :
I — K

(fle): { (fle)x) = ( f(0)|gx)

Le produit scalaire étant une application bilinéaire de E x E dans K, 1’ap-
plication ( f | g) estdérivablesur I et { f|g) =(f"1g)+{(f|g).
En particulier, I’application :

I — K
Sl
VD {x = (I H@=(f@)] @) =] @I

est dérivable sur I etde dérivée (f | fY =2(f | f').

On sait que la fonction racine carrée est dérivable sur R**. Supposons que la
fonction f ne s’annule pas sur I, alorsla fonction ( f | f) est strictement
positive.

X —

—
Notons f(t) = OM(t). Choi-
sissons une autre origine A :
viel

— —_— —
f®)=0M(t)=OA+AM(t)

—
Le vecteur OA est constant,
donc :

viel N .
, . dOM __ dAM
@)= P ) = P )

Donc, le vecteur vitesse du point
mobile M sur sa trajectoire ne
dépend pas de l’origine utili-
sée pour effectuer les calculs.
C’est pourquoi on le note souvent
—

dM
F(t).
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Le théoreme de dérivation des fonctions composées vous permettra de prouver

(11
[

que la fonction || f|| est dérivable sur I etque | f||' =

B De I’exemple précédent, on déduit le résultat géométrique suivant :
Soit (E,(|)) un espace vectoriel euclidien, f € CYI,E) et R € R™.

Onnote | || lanormesur E associéea (|) eton suppose que:

viel [ fOl =R

L’application (¢ — ( f(¢) | f(r))) est constante sur I, donc sa dérivée est
nulle :

Vicl {(f@)] f'@)=0.

On vient de prouver que, si la courbe (I, f,S) del’espace euclidien E ason
support S tracé sur la sphere de centre Og et de rayon R, alors pour tout
point # de I, les vecteurs f(t) et f'(t) sontorthogonaux (doc. 3).

B Dans cet exemple, R® est muni de sa structure canonique d’espace vecto-
riel euclidien orienté et A désigne le produit vectoriel sur R?.

Soit f et g deux applications dérivables de I dans R>. On définit f A g
en posant :
I - R
fng: {

x = (fAQX)=f(x)Agk)

Le produit vectoriel étant une application bilinéaire de R*® x R? dans R,
I’application f A g estdérivablesur [ et:

(fA =f Ng.+fNg

1.4. Fonctions de classe C*
1.4.1 Définitions

Soit k un entier naturel, une application f de I dans E estdite:
o de classe @° sur I si elle est continue sur [ ;

e declasse €' sur I sielle est dérivable sur I etsisadérivée f' estde
classe C* sur I :

e declasse @™ sur I sielleestde classe C* sur [ pour tout entier k.

Pour tout k € NU {oo}, on note €X(I, E) I’ensemble des applications de
classe C° sur I, avaleursdans E. Il est clair que :

VkeN €NI,E)> CM*Y(1,E) > @®(I,E)

Si f estde classe C? sur I, I’application dérivée de 1’application f’ est

& r

notée f”, f?, D?f ouencore FISE
X

Elle est appelée dérivée seconde de f.
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Doc. 3. Mouvement d’un point mo-
bile sur une sphere.

Rapport CCP, 2001
« Le fait que p est de classe e’
n’a été établi que par un petit
nombre... »

Si E = K, on note €X(I).
Pour k > 1, laformule de Leib-
niz donne la dérivée a 1’ordre
p, 1 < p du produit de deux
fonctions de C(I). €%(I) ala
structure de K -espace vectoriel
et d’anneau.




5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

Soit k € N* et f € CX(I,E). Ladérivée k-ieme de f est 'application
k

notée f®, D* f ouencore -
X

Elle est définie par récurrence par la formule suivante :

f(O) =f et f(k) _ (f(k—l))/.

» Pour s’entrainer : ex. 3,4 et 5.

- . . . k
1.4.2 Opérations sur les applications de classe C
a valeurs vectorielles

Dans ce paragraphe, sauf spécification contraire, k € N U {co} .

Théoreme 8
L’ensemble C“(I, E) des applications de classe G de I dans E est
un espace vectoriel sur K. Si k € N, I'application « dérivée k -iéme »,
définie par :

CY1,E) — C%IE)

f — DY) =[P

est linéaire.

Théoreme 9
Soit E un K-espace vectoriel de dimension p, B = (e;)ic[1,p) une
base de E, k un élément de N U {oco} et f une application de [
dans E dont les applications coordonnées relativement a la base B sont
notées fi,..., fp.
Alors :

feCU EyeViell,pl f €CUK)

De plus, si k estdans N etsi f estde classe G sur 1, alors:

P

Vxel fOw= Z fi(k)(x)ei

i=1

1.4.3 Composée de fonctions de classe ek

Théoréme 10

Soit J unintervallede R, ¢ une fonction de classe € de J dans
I et f une application de classe e de I dans E, alors I’application
f oo estdeclasse € sur J.

Exemple

Si u est une fonction de classe (k > 1) sur un intervalle / a valeurs
dans R, alors la fonction (x — Inu(x)|) est de classe C* sur 1 et, de
plus :

dinfu(x)|  u'(x)

I =
vx e dx u(x)

Rapport Mines-Ponts, 1997
« Une proportion relativement im-
portante de candidats (plus de 20
%) trouve le moyen de se tromper
des le début dans le calcul de la

C’est

dérivée seconde de

sin2 x
difficilement excusable a bac + 2 ! »

Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716), mathématicien et phi-
losophe allemand. Il étudie d’abord
la philosophie, le droit et la théolo-
gie. Agé de 26 ans, lors d’une mis-
sion diplomatique a Paris, il ren-
contre Huygens qui ’incite a ap-
profondir sa connaissance des ma-
thématiques et de la physique. Nous
lui devons les notations modernes
du calcul différentiel et intégral :
dy

dx’ /

Ses trés nombreux écrits témoignent
d’un esprit universel.

C’est le seul cas ou il est possible
de dériver directement une fonc-
tion contenant une valeur absolue
sans distinguer les différents cas
suivant le signe de u, ni utiliser
la fonction signe.

125

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit



Analyse PC-PSI

(© Hachette Livre - H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

A pplication 2

126

Soit y= f(x)=+vx2—1, x réel > 1.

1) Etablir que :

d" ) - P, (x)
T S0 = 10 =

ou P, estune fonction polynomiale.

2) Préciser le monome de plus haut degré de P,(x).
[Distinguer les cas n =0, n=1 et n >2.]

3) Etablir que :
Pn+l(x) + An(-x) Pn(-x) + Bn(-x) Pn—l(x) = 07

ou A,(x) et B,(x) sont des polynomes a pré-
ciser. (Prouver que (x2 -1 f'x) = x fx)

et lui appliqguer la formule de Leibniz
5 {ux)v(x)}=...)
4) Démontrer que Pl(x) = —n(n — 2) P,_1(x)
pourtout n > 1. Calculer P,(1).
5) De tout ce qui précede, déduire que
(=" fPx) >0 sin>2.
1) Py(x)=1.
Supposons que, pour un entier n > 0, on ait
P,(x)
(n) _ n
e = (x2 — 1)n—1/2
avec P, fonction polyndme.
Alors :
FOD () = (x2 — 1) P/(x)—2n—1)x P,(x)
(xz _ 1)n+1/2 !
Posons :
Pui(x) = (x* = 1) P/(x) = 2n = Dx P(x) (1)
C’est une fonction polynome et :
Pi(x)
(n+1) o n+1
) = (x2 — 1)D—1/2
2) Py(x) = 1, son mondme de plus haut degré
est 1. N
!/
X)= —.
F =5

Donc P;(x) = x son mondme de plus haut degré
est x.

—1

S = m

Utilisation de la formule de Leibniz

Donc P,(x) = —1, son mondme de plus haut de-
gréest —1.
L’égalité (1) vous permettra de prouver que, pour
n > 2, le mondme de plus haut degré de P,(x)
est:
(=D 1n!
2

n—2

3) De I'égalité f'(x) = ——
7

(x*=1) fl(x)=x f(x)

o on déduit :

2

Sachant que, pour k > 2, (x2 — 1)(k) =0, la
formule de Leibniz permet d’écrire, pour n > 2 :
[ = 1) f/]™ == 1) o)
+n(2x) fP@) +n(n—1) fO V()

De méme :

Le SON® =x [P +n f7D(x)
Donc, d’apres (2) :

(x*=1) f"*Px)+2n— Dx fPx)
+(m>=2n) f"Px)=0

Par définition des polyndmes P,, on trouve :

Pu(x)+@2n—1)x Py(x)

+m>=2n)x* =D P_1(x)=0 (3)

Pour n > 2 A,(x) =
Bu(x) = (n® = 2n)(x% = 1).

Vous vérifierez que la formule reste valable pour
n=1.

4) De (1) et (3), nous déduisons :

2n — Dx et

(x2 —1) Pi(x)+ (n2 —2n) (x2 —1) Pmi(x) =0
D’ou la formule suivante pour tout n > 1 :

Py(x) = —n(n—2) P_1(x) @
De (3), on déduit :

P+ 2n—1) Py(1) =0




Sachant que P;(1) = 1, on en déduit par récur-

rence que P,(1) = (—1)" H(Zi —1) et:
i=1
2n-—2)!

_(_1\yn—1
P = D S

5) Le signe de (—1)"~! f™(x) sur ]1,+o0[ est
celuide (—1)""! P,(x).

(=D 'P(x)=1>0.

Supposons que, pour un entier n > 2, on ait

Pour n =2,

5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

On sait que (—1)" P,1(1) > 0 et, d’apres (4) :

d
ax [(—=D)" Py (x)]
=)'+ D) —1)Py(x) >0

Donc la fonction (x — (—1)" Py1(x)) est stricte-
ment positive sur [1,+oo].

On a prouvé par récurrence que, pour tout n > 2,
(=" f™(x) > 0 pourtout x > I.

(=)' ' P(x) >0 pour tout x > 1.

1.4.4 C*-diffeomorphismes

Dans ce paragraphe, I et J sont deux intervalles de R d’intérieurs non
vides et k estun élémentde N* U {oco} .

Une application ¢ de J dans / estunC k_difféomorphisme de I’intervalle
J sur intervalle 7 si:

e ¢ estbijective;

e ¢ estde classe ek sur J

1

o ¢! estdeclasse C* sur I.

Exemples
B Lafonction (x — Inx) définit un €°°-difféomorphisme de R** sur R.

B Lafonction (x — x°) estune bijection de R dans R qui est de classe
€' sur R, mais n’est pas un Cl—difféomorphisme de R dans R. En re-
vanche, sa restriction de I'application (x — x*) a R™ définit un €*-
difféomorphisme de R™* dans R**.

B Soit a et b deuxréels tels que a < b.
— La fonction (t —a+t((b— a)) définit un €°°-difféomorphisme de [0, 1]
sur [a,b].

a+b b

— La fonction +1 %) définit un C°°-difféomorphisme de

[—1,1] sur [a,b].

t—

Théoréeme 11

Soit J un intervalle de R, k un élément de N* U {co} et ¢ une
application de classe C* de J dans R. L application ¢ induit un =
difféomorphisme de I’intervalle J sur I'intervalle ¢(J) si, et seulement si :

VteJ @) #0.

Rapport ENSAM, 2002
« Peu de candidats savent ce qu’est
un difféomorphisme et ceux qui s’en
souviennent, tout en ignorant le
théoréme qui s’y rapporte... »

Rapport Centrale, 2001
« Les définitions de base ne
sont pas connues [...] e

difféomorphisme... »
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A pplication 3

128

Démonstration
e Supposons que ¢ soit un ek-difféomorphisme de I'intervalle J sur ¢(J).

Alors qo*l estde classe €. De plus, @71 o ¢ = Id,;. Dérivons cette expression.
Viel (e loe) ) =(¢") (¢() x ¢'®) = 1.

Donc :
Vied @) #0

e Supposons que :

vied ¢'@)#0.
¢’ estune application continue de J dans R qui ne s’annule pas sur ’intervalle J.
Elle est donc de signe constant et la fonction ¢ est strictement monotone, donc injec-
tive sur J. On a prouvé que ¢ induit une bijectionde J sur ¢(J).
@ est continue, strictement monotone, donc gofl est continue.

Soit 7 un point de @(J) et ¢ dans ¢(J)\ {to}. Alors, en posant ¢(x) =t et
e(x0) =10 :
el —¢ W) x—x
r—1o  e(x) — e(xo)

—1 -1
¢ W=e (1) et la limite
t—1o ¢'(x0)

(;71 est donc dérivable en 1.

car ¢'(xo) n’est pas nul. L application

De plus :

est continue sur ¢(J).

e Si k > 1, on montre par récurrence que @ " estdeclasse € sur o(J).

Etude d’un C°°-difféomorphisme

Soit la fonction f définie par f(x) = x +Inx 4y
sur R,

1) Montrer que f est un C™-difféomorphisme de
R*™ sur R.

2) Donner un développement limité a [’ordre 3 de
£ auvoisinage de 1. 21

3) Donner un développement asymptotique a deux
termes de f~'(x) en +oco. I

—= |
0

1) Vous montrerez que f est de classe G sur
R**, que sa dérivée ne s’annule pas sur R*™ 1]
et que : f(R*™) = R f est donc un C>-

difféomorphisme de R™* sur R.

=Y

Doc. 4. Les graphesde f et f~'.




2) Premiére méthode

L’application f~! estde classe € sur R. La
formule de Taylor-Young nous en donne un déve-
loppement limité a tout ordre au voisinage de 1. A
I’ordre 3, il s’écrit :

s =i+ )
2

h* no,o
+7(f ) (1)+g(f )

Dy +o(n?)

De plus :

ffl\Yy=asa+ha=1<a=1

Déterminons les dérivées successivesde f ! en:

—1 /7 1 ’ _ l

() =ggp e SO=1+7
’ 1 1
N = = .
0= 75 =2

(W)

vieR ()Y@ =
) (fof1)’°

—1\ 71
(/)" m=g

VxeR U“NWn=—<ﬂ”U”u»

1
x ———————+ [ (7)) x (=3)

(f o f~1(0)
/(7 w@) )
X 5
(frof~10)

NG 1
)= ——
()" M=-5
Et nous obtenons :
_ h  h? n3
f ](1+h):1+§+ﬁ_@+0(h3)

Seconde méthode
Puisque f~'(1) = 1, le développement limité de
f en 1 vanous permettre de trouver celuide '
e Posons x =1+ h.
f+h)y=1+h)+In(l+h)
h?  h3
=142h — —+— 3

STt3t o(h*)

Donc :

T (fA+h) =1+h
_ h:  h?
=f! <1+2h7+?+0(h3)>

5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

2 3
h
e Notons u =2h — >*t3 +o(h*). Lorsque h

tend vers 0, u tend aussi vers 0.
f_l(l +u)=1+a u+a2u2+a3u3+o(u3)

(2)

Calculons les puissances de u :

h2 h3 ;
u=2h —= += +o(h’)
ut = 4h* —2h° +o(h?)
u = 8h® +o(n?)

On déduit alors de (1) et (2) que :
ay 2
1+h:1+2a1h+<f?+4a2) h
ai 3 3
+ (5 —2a2+8a) W +o(h")

L’unicité du développement limité d’une fonction
en un point permet de calculer :

_ 1 L

=5 27 = o
2 3

Ty =1+ L o0

S 2t 16 193 to)

3)Lorsque x tend vers +co, f'(x) tend vers

+00.
De plus :
x=f7)+InC £ ).

Donc :

) ~x.
Soit :

FH) = x +xe(x),

avec :

1ir+n e(x)=0.

En reportant :

x=x+xelx)+In (x +xs(x)) ;

soit :
Inx +In (1 + s(x)) = —xex),
d’ou:
xe(x)=—Inx+o(1).
Finalement,

F i x)=x —Inx+o(l).
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Donc, le graphe de la fonction (x — x —Inx) est t 10 | 10? 10° 10*
asymptote a celui de f '

x = f@) 12,3| 104,6| 1006,9| 10009,2
Expérimentalement, le fableau suivant indique que 1
= 1 1 1 1
le graphe de f~! est au-dessus de celui de n=F,"®| 10 00 000 0000
(x — x —Inx) pour les valeurs calculées. y2=x—Inx| 9,79| 99,95| 999,99 | 9999,999

I.5. Fonctions de classe C* par morceaux

Dans ce paragraphe, k est un élémentde NU {co} .

AY

Une application f définie sur un segment [a,b] a valeurs dans E est .
dite de classe C* par morceaux sur [a,b], s’il existe une subdivision D_< o
(ag,ay,...,a,) de [a,b] telle que la restriction de f a chacun des in- : ! | — AR
tervalles ]a;_j,a;[ soit prolongeable en une fonction de classe C* sur i ! >

a=ay 1a; 0 4y a3 4, b=a,
lai—1,ai]. : !

Dot

Une telle subdivision est dite subordonnée a f.
Doc. 5. Une fonction en escalier est

Exemples de classe €™ par morceaux
e Toute fonction en escalier sur [a,b] est de classe €°° par morceaux sur

a,b] (doc.)5).

e Lafonction Arccosocos est continue, paire et 27 périodique. Elle est aussi

de classe €' par morceaux sur tout segmentde R (doc. 6).

V =
rd .

|
|
|
|
2@ - |0 ™ 2m 3w -4 -3 -2 -1 0051 2 3 4

Doc. 6. La fonction Arccos o cos. Doc. 7. La fonction (x — \x\) .

e Lafonction (x — +/|x|) estcontinuesur R et de classe e' sur R*. Elle
n’est pas de classe C! par morceaux sur [—1, 1] (doc. 7).

En pratique, pour prouver que [ est de classe ek par morceaux sur [a, b],
il suffit de trouver une subdivision (ag,ay,...,a,) de [a,b] telle que, pour
tout i € [1,n]:

e f estdeclasse C* sur Jai_yail ;
e [ admet une limite a droiteen a;_; ;

e f admet une limite a gaucheen a; ;

I’application f;, définie sur [a;_;,a;] par:
lim f(@) si x=a;_
t—ai_,

filx) = fx) st x €laj—1,a

lim f(t) si x=a;

t—a;

est de classe C* sur [a;_1,a;i].
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5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

Une application f est dite de classe et par morceaux sur un intervalle [
quelconque si sa restriction a tout segment est de classe ek par morceaux.

L’ensemble des fonctions de classe CF par morceaux sur l'intervalle 7, a
valeurs dans E, est un sous-espace vectoriel de F(I, E), noté eM (1, E).
Exemples

. . 1
e La fonction valeur absolue est continue et de classe € par morceaux
sur R.

e Pour tout n de N, I'application (x — |x est de classe @*" sur R

62 n+l

‘2n+l)

et aussi de classe par morceaux.

Soit k € N* et f € F(I,E). Onremarque que,si f estde classe G par
morceaux sur /, alors les dérivées successives de f :

(£ £,y P ))

sont définies en tout point x de [ sauf sur un ensemble P. L’ensemble
P ala particularité suivante : tout segment [a,b] inclus dans [/ ne contient
qu’un nombre fini de points de P.

Dans ce cas, pour j € [[1,k]], on note D’ f ou fY lafonctionde I \ P
dans E définie par (x — f(x)).

Théoreme 12

Soit I un intervallede R et f une applicationde / dans E. Si f
est continue sur I et de classe @' par morceaux sur cet intervalle, alors
f estconstante sur / si, et seulementsi, Df = 0.

2 Intégration sur un segment

2.1. Intégrale d’une fonction en escalier

2.1.1 Définitions
Soit Esc([a,b], E) I’ensemble des fonctions en escalier de [a,b] dans E,
¢ un élément de Esc([a,b], E). Notons (@i)icpo,,y une subdivision de

J = [a,b] subordonnéea ¢ et A; lavaleur prise par ¢ sur Ja;,_i,a;[.
n

Le vecteurde E : [ (¢) = Z (a,- — a,-,l) A; est indépendant de la subdivi-

i=1

sion subordonnée a ¢ utilisée pour le calculer.
n

Le vecteur [ (¢) = Z (a,- — ai,l) A; est appelé intégrale de la fonction ¢

i=1

sur le segment [a, b]. Nous le noterons / ¢ ou /go.
[a,b] J

On retrouve la caractérisation
des fonctions constantes parmi
les fonctions continues sur [
et dérivables sur I’ensemble des
points intérieurs a I (cf. corol-
laire 6.1).

B L’intégrale ne dépend pas des
valeurs prises par ¢ aux points
de la subdivision.

B Si ¢ est une fonction
constante sur J, de valeur A :

/ soz/qoz(bfa))t
la,b] J

B Dans le cas d’une fonction a
valeurs réelles positives, on re-
trouve I’interprétation classique
en terme d’aire. C’est d’ailleurs
I’origine historique de la notion
d’intégrale (doc. 8).
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2.1.2 Propriétés

Théoreme 13

Soit J un segment de R. L’application de Esc(J, E) dans E , qui a

¢, est linéaire :
J

V (a,B) € K* V (¢, ) € (Esc (J, E))*

/J(a¢+ﬁl/')=a/1¢+l3/1¢~

@ associe

Théoreme 14

Soit E et F deux K -espaces vectoriels de dimension finie, J = [a, b]
un segmentde R, ¢ une application en escalierde J dans E et u une
application linéaire de E dans F. Alors:

e yogp e Esc(J,F);

+ fuee-u(fe)

Théoreme 15

Soit J un segmentde R et ¢ unélémentde Esc(J,E). Si ||| est
une norme sur I’espace vectoriel E. Alors :

o ||¢|| € Esc(J,R)

[ < [tel.
J J

Démonstration

Soit (@i);co,y Uune subdivision de J subordonnée a ¢. Sur chaque intervalle
lai—1,ail, lafonction ¢ est constante, donc la fonction ||¢|| 1’est aussi.

Notons A; lavaleur prise par ¢ sur Jai—i,a;[. Ona:

’/GDH = Z(af—af—l)/\i gZ(Cli—a[—l)H/\iH =/||§0H
J i=1 i=1 J

Corollaire 15.1

Soit [a,b] un segment de R, ¢ un élément de Esc([a,b], E),| ||
une norme sur I’espace vectoriel E et M un réel > 0 tel que :
Vx €la,b]l |e)| <M. Alors:

fou¥
[a.b]

En particulier, si ||¢||cc = sup{||e x)|| ; x € [a,b]}, alors:

]/ ¢H</ lell < llelloe & — ).
la.b] [a,b]

</ loll < M® —a).
[a,b]

A ’
\
S o
[ | |
] : ]
Npoopmmt L
i s 1
0l a=q, a, a, as a4=b'

Doc. 8. Ici, ¢ est a valeurs dans
R* et:

/ ¢ -
[a,b]
représente [’aire de la portion colo-

rée.

Zn: (ai —ai—1) A;

i=1

<
o
=G ¢ G 3 [ % S
1 b 1 P 1
4 49 4, a, ds g

Doc. 9. Construction d’une subdivi-
sion subordonnée simultanément a
deux fonctions en escalier.



5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

2.2. Intégrale d’une application continue par morceaux
sur un segment

2.2.1

Soit [a,b] un segment de R. Toute fonction vectorielle continue par mor-
ceaux, f, de [a,b] dans un espace vectoriel de dimension finie £ ou C
peut étre approchée uniformément par des fonctions en escalier sur [a, b].

Définition de l’'intégrale

Cette propriété va nous permettre de définir I’intégrale d’une application
continue par morceaux sur un segment.

Théoreme 16

Soit [a,b] un segmentde R et f une application continue par mor-
ceaux de [a,b] dans E.

B Si (¢,) estune suite de fonctions en escalier de [a,b] dans E qui
converge uniformément vers f sur [a,b], alors la suite de vecteurs

( / %) converge dans E.
[a.b]

B Si (¢,) et (¥,) sont deux suites de fonctions en escalier de [a, b]
dans E quiconvergent uniformément vers f sur [a,b], alors :

lim
n—+o0o

¢, = lim /3
[a.b] n=*00 Jla b

Démonstration (PSI)

Pour toute application f de €M ([a,b], E), posons :
[ flloe =sup{ll f(Dle | 1 €la,b]}.

Dans la suite de la démonstration, on fixe un élément f de CM ([a,b], E).

e Soit (¢,) une suite de fonctions en escalier de [a,b] dans E qui converge uni-
formément vers f sur [a,b]. C’estune suite de Cauchy de 1’espace vectoriel normé

(CM([a, D], E), || [[o0) et:
Ve>0 INENVRENVpEN (1 =N)= (||ewp — ¢nlloo <€)

Les fonctions ¢+, et ¢, sont des fonctions en escalier sur [a,b] ;

’/ s0n+p*/ @ =’/ (@nep — ¢n)
[a,b] [a,b] E [a,b]

On en déduit que la suite de vecteurs ( / qon) est une suite de Cauchy de E ;elle
[a.b]

< @nsp = @ulloe (0 —a).

E

converge donc dans E.
e Notons (¢,) et (¢,) deux suites de fonctions en escalier de [a,b] dans E telles
que :
Jm (L = eulle = 1im || f = ¢ullec = 0.
— On peut écrire : [|@n — ulloo < || f — @nlloc + || f — ¥nlloo - On en déduit :

lim oy = Pulloc =0
n—+00

Les suites ( / gon) et ( / ¢n) convergent dans E. Notons :
[a.b] [a.b]
L(¢) = lim

/ o, et
n—+oo [a,b]

L) = lim ¥n

n—+00 Ji, )

Ce résultat a été vu dans le cha-
pitre 4.

(PC) 1l existe donc une suite
(¢,) de fonctions en esca-
lier de [a,b] dans (E,| ||g)
telle que, pour tout n > 0

1
sup{[| £(t) = @) 31 € [a,b]} < -
On dit, dans ce paragraphe, que

la suite (¢,) converge unifor-
mément vers [ sur [a,b].

En d’autres termes, la conver-
gence des suites (¢,) et (¢,)
vers f , dans I’espace vectotiel
normé (C€M([a,b], E), || |l~) »
entraine la convergence de la
suite (¢, — ¢,,) vers la fonction
nulle.

Lorsque f est elle-méme une
fonction en escalier, on peut
choisir ¢, = f pour tout n.
On obtient Dintégrale telle
qu’elle avait été définie dans le
paragraphe précédent.
L’intégrale qui vient d’étre défi-
nie pour les fonctions continues
par morceaux sur un segment est
bien une généralisation de I’inté-
grale des fonctions en escalier.

(© Hachette Livre - H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

133



Analyse PC-PSI

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

134

— On sait que :

VneN 0<‘

g Hqﬁn_lﬁnHoo (b _a)~
E

/ ¢n_/ lﬁn :’/ (wn_lpn)
[a.b] [a.b] E [a.b]

Le théoréme d’encadrement permet de conclure que :

L(e)=L®).

Le théoréme 16 permet de définir I’intégrale d’une fonction continue par mor-
ceaux sur un segment.

Soit f une application continue par morceaux de [a,b] dans E et (¢,)
une suite de fonctions en escalier de [a,b] dans E qui converge uniformé-
mentvers f sur [a,b]. L'intégralede f surlesegment [a,b] estlalimite

de la suite (/ %) . On la note f ou f(r)dr.
[a,b] [a,b] [a.b]

f estun vecteur de E. Par définition :

lim (/ qo,,)z/ = f(p)dz.
=400 \ Ja,b] [a.b] la.b]

2.2.2 Sommes de Riemann

[a,b]

Soit [a,b] unsegmentde R d’intérieurnonvideet f une application conti-
nue de [a,b] dans E.

Pour tout entier n > 0, on pose :

n n—1
b—a b—a b—a b—a
Sn: j t Tn: ]
;. Zf(a+l ;. > e ;. Zf<a+z " >

i=1 i=0

On appelle S, et 7, des sommes de Riemann* de f sur le segment
[a,D].

* Nous devons a Cauchy, en 1823, la premiere définition rigoureuse de
I'intégrale. Il établit que, si f est une fonction réelle, continue dans un
intervalle [xp, X] et x; < xp < ---x, = X n points de I’intervalle
[x0, X], les sommes

§ = (x1 —x0) f(x0)+(x2—x1) flxp)+- -+ (X —x4-1) f(xn—1)
admettent, lorsque :
max {x;s1 —x; | i € [0,n — 1]}

tend vers 0, une limite : « limite qui dépendra uniquement de la fonction
f(x) etdes valeurs extrémes x,, X attribuées a la variable x. Cette li-
mite est ce que 1’on appelle une intégrale définie ». Riemann montre que
cette définition de I’intégrale s’applique a un ensemble de fonctions plus

vaste.

fay) il

fay)|
flay)

|
|
|
|
|
|
S S N
0 a=a, a a, a; a,=b
Doc. 10. Sur ce schéma,

b—a

n=4, a,=a+i
n

et I’aire hachurée représente :

5= flan=2.

n

i=1

YA

fay)

flay)
fay)

V=

0 a=a, ay

Doc. 11. Sur ce schéma,
b—a

n=4, a,=a+i

et I’aire hachurée représente :

n—I1

b —
Tn:Zf(ai) na
i=0
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Rapport CCP, 1997
Corollaire 16.1 Vous ne pourrez pas abuser les exa-
Soit f wune application continue de [a,b] dans E. Les suites de minateurs
. En ce qui concerne l'intégra-
sommes de Riemann (S,) et (7,) convergent vers f « .q . & ,
[a.b] tion, plusieurs candidats ont affirmé
n’avoir jamais entendu parler de
b—a b—a sommes de Riemann. »
/ f= lim S <a +i )
la.b] noree n 4 n
=i
b—ax b—a
= lim +1i
n—+oco N Z f axi n
i=0
Lorsque f est a valeurs dans R*, il est aisé de voir que S, et T, repré-
sentent des sommes d’aires de rectangles (doc. 10 et 11).
La démonstration est hors programme car elle utilise une notion qui ne figure vA

pas aux programmes PC et PSI. Toutefois, il nous parait intéressant de vous
faire remarquer qu’elle repose sur 1’idée suivante. On désigne par ¢, la fonc- m—‘
tion en escalier sur [a,b] définie, pout tout i entre 0 et n — 1, sur chaque ! ! ! ‘ / x

. _ . 1 _ 0 T T
intervalle {a + ib a),a + (+D®—a) { par (doc. 12) : \‘ﬁ[

n n a=a, a, L G4 das dg a;=b

i(b—a) Doc. 12. La fonction en escalier
en(x) = f (a ¥ —) et @u(b) = F(b). J
n ©Pn.
La suite de fonctions en escalier que nous venons de construire, (¢,),
converge uniformément vers f sur [a,b].
» Pour s’entrainer : ex. 6.
A pplication «
Utilisation des sommes de Riemann
. 1l .. [iw est continue sur [0, 1] et que S, estune somme
1) Calculer ngr-{loo n2 Z;l st (7) : de Riemannde f sur [0, 1].
1=
2) On fixe un réel a # 1. Déterminer un équi- Donc :
2n
1
. P _ 1 1
valent de la suite (u,) définie par u, Z TR lim S, — / ¢ sin(mr)dt = —.
k=n+1 n—+o0o [0,1] T

3) Traiter la question 2) dans le cas o o« = 1.

n

, CIN BNUE | 1 1
1) Notons : 2) Z k_“:;m:n_ﬂz

k=n+1
1 < i | — i imT
S, = — isin| — ) =— —sin [ —

i=1

Enposant f (x) = xsin(mwx), onconstate que f

i=1 <1 + l_)
n

La fonction g est

1
(I+x)*"

Posons g(x) =

continue sur [0, 1].
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1 & j 3)L =1:
— Z g (l—) est une somme de Riemann de g ) Lorsque a
n n

i=1

2n n
= 1 1 1
sur [0, 1], donc: Z_:Zn+l__

k : n
k=n+1 i=1 i=1 _
l’l

] 2]—11/ -1

lim Zg ( ) _— . On reconnait 1a une somme de Riemann de la
n—oo I 4 1l -« |

fonction continue <t — —> sur le segment
On en déduit que : [(0.1]. Donc : L+1
2n 2n
1 2'=e—_1 1 1

0= e . li - = ——dr=1In(2

“ ko 1—a nel "—I'TOO Z /[01] I+ ")
k=n+1 k=n+1

2.2.3 Linéarité de I'intégrale d’une application continue
par morceaux sur un segment

Théoreme 17
Soit J un segment de R. L’application de €M (J, E) dans E, quia

f associe / f, estlinéaire :
J
V@B eV (S e @U.EN [@repo—a [ s48 [
J J J

Démonstration

Soit (¢,) et (¥,) deux suites de fonctions en escalier de J dans E convergeant
uniformément vers f et g respectivement.

La suite de fonctions en escalier (a¢, + Bi,) converge uniformément vers « f + Bg
et:
[@rpo= i [@ospir—a[r+p[e
J e Sy J J

» Pour s’entrainer : ex. 7.

Théoréeme 18

Soit [a,b] unsegmentde R, f et g deux fonctions continues par mor-
ceaux de [a,b] dans E. Si f et g coincident, sauf sur une partie finie

A vous de prouver, le plus brie-
de [a,b], alors vement possible, ce résultat en

C CHSi[ E’Iant J g
/ab f /ab .
[a,b] [a,b]

B Conséquence importante (PSI)

Si f est une fonction définie sur un segment J = [a,b] privé d’une subdi-
vision S = (ag,ai,...a,) de [a,b] ettelle quelarestrictionde f achacun
des intervalles ouverts J]a;,a;+1[ est prolongeable en une fonction continue
sur [a;,ai+1], f peut étre prolongee en une fonction continue par morceaux
sur [a,b], que nous noterons f L’intégrale de f sur [a,b] ne dépend pas
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des valeurs choisies pour prolonger f . Nous I’appellerons via zrozgm Trf;c.e Regr.:iaph Mrasgh u?‘a'.,, ¢ f
intégralede f sur [a,b] etlanoterons encore : R

/Jfou - f.

.. . 1
Ainsi, si g est une fonction de classe € par morceaux de

J dans E, on peut calculer / g’ bien que g’ ne soit pas

J AR R BT FIRC
Doc. 13. Le graphe de (x — | sinx |) est en
trait plein et celui de sa dérivée en pointillé.

définie en tout pointde J.

2.2.4 Intégrale et applications linéaires

1 Fzv Fivw Y Fuv 3 F&
- @ AlgebrafCalc|0ther|Prgmnl0Clear a—z..

Théoreme 19
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie,
u une application linéaire de E dans F, J un segment

de R et f une application continue par morceaux de J
dans E. Alors:

2'n g )
e uo f€CM(J,F) 'Ja 2=(1sinGor)ax o
JCdCabhs(sintx22. . x2,x,. 0,2%n)
PAIN EAD AUTD EUNC 1253

/f:(/Jf)

Démonstration

Doc. 14. A vous de prouver, le plus briévement
possible, ce résultat.

Onnote || ||z unenormesur E et ||| une normesur F. Puisque u € L (E,F),
on sait qu’il existe un réel M tel que Vv € E |[u(v)||r < M|v|le (cf Analyse ,
chapitre 3).

Pour toute application f de CM(J,E), onpose | flloo = sup|| f(t)|le-
red
Pour toute application g de CM(J, F), onpose ||gllcc = sup|/g(?)]|lr.
el

L’application f de CM (J, E) étant fixée, on introduit une suite (¢,) de fonctions
en escalierde J dans E qui converge uniformément vers f sur J. Onadonc:

lim | f = @ullc =0
n—+o0o

De plus, les fonctions u o ¢, sont des fonctions en escalier de J dans F et:
VneN VielJ Huo f(t)—uoqon(l)HF = Hu(f(t)_(Pn(t))HF

SMIIf (D) —en(D)le < M| f = @nllos
On en déduit :

VneN 0< luo f—uogule=suplluo £(1)—uoe,(nllr < M| f - ¢l
teJ

La suite de fonctions en escalier (u o ¢,) converge uniformément vers u o f sur J.
D’ou:
/uof: lim Uuo @,
J J

n—+0o

Or, ¢, estune fonction en escalier, donc / UoQ, =1u ( / go,,) .
J J

La continuité de I’application linéaire # permet d’écrire :

frer=smo([o) =+ ) -+ (] )

Dans la suite du paragraphe, on note B = (€;);cy ,; une base de E.
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Corollaire 19.1

Soit J un segmentde R et f une application continue par morceaux
de J dans E. Onnote (fi);cp p; les applications coordonnées de f
relatives a la base B. Le calcul de I'intégrale de f peut étre effectué
composante par composante :

[1=2(] )

i=1

Démonstration

En notant ¢; la fonction i-iéme composante dans labase B :

Vi e[l pl e?‘(/j.f):/jei*of:/jfi-
L= (fr)

En particulier, si f est une fonction continue par morceaux sur le segment
J, avaleurs complexes, alors :

o/Jf:/JRefﬂ/]Imf;
. Re (/Ji/JRe(f)’Im (/Jf>=/11m(f>;
- f

Donc :

Utilisation de fonctions complexes

Pour tout entier n > 0, on pose : 2) On s’intéresse a la nature de la série
Z (—1)" a,. Etablir la formule :
a, = / cos” (x)sin (nx)dx, dx
0.5) Si=Im [ ——" R, (n),
0,21 1 +e¥cos(x)
et +1
H n
n . R, (x) =1 (fe”‘ cos (x))
_ _ avec x) =Im - dx.
Sp =) (—1) a. n =1 1+e¥cos(x)
k=0 (0,31

3) Démontrer que | R, (x) | tendvers 0 quand n
1) Prouver que la  suite (ay) tend tend vers +00.
vers 0. [On pourra utiliser [’inégalité

4) En déduire la somme s de la série

lan | </ cos” (x)dx. ] i an

[0.7]




cos" (x)dx.

1) Notons b, = /

[0.7]

Pour tout x de [O,g} : 0 < by < b,. Lasuite
(by) converge.

1
bz,,:/ cos? (x)dx = —/ cos? (x)dx
[0.5] 4 Jio2m
1

. .2
=— / (e*+e ™) dx
4 [0,27]

Développons par la formule du bindme de Newton.

On sait que, si k est un entier non nul,

/ e¢* dx = 0. On en déduit :
[0,27]

™ - 1
Donc In(by) = 1 (—) n(1-=).
onc In(by,) =In > +;n< 2i>

1
Or la série a termes négatifs Z In <1 - —,) est

2i
divergente.
Donc lim In(by,) = —oc0 et lim by, = 0.
n—+oo n—+o0

2) (-1)"a, = Im V (—cos(x)ei")”dx] :
(0,31

5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

Pour tout x de [O, g} , —cos (x) el # 1, donc:
Se=Y (1)
k=0

+1
= Im / dx
[0,7]
1
= Im / —— dx | — R,(x).
(0,77 I +cos(x)et

3) On sait que, pour tout nombre complexe
z,|Im(z) | < |z], donc:

1 — (—cos(x)e™)"

1 + cos(x)el*

n+l
Ry () | </ _Jeosn "™
.21 | 1+ cos(x)e™ |

Or |1+cos(x)ei"| > 1, donc | R,(x)| < bys1.
Cette majoration prouve que lim R,(x) = 0.
n—+00

4) De ce qui précede, on déduit la convergence de
la suite (S,) et:

o

lim S, = Z(—l)kak

n—+00
k=0

1
= Im / ——dx
[0.7] 1 +cos(x)e™
Loe

En posant u# = cos(x), on trouve :

/ —u_ In(2)
s = u=——:-.
0.1 1 +3u? 3

S =

— cos (x) sin(x)
1 + 3 cos?(x)

2.2.5 Cas des fonctions a valeurs dans R*

Théoreme 20 : Positivité et croissance de I’intégrale

Soit [a,b] un segment de R, f et g deux fonctions continues par

morceaux de [a,b] dans R. Alors:

e f20= f=20;
la,b]

o f>g:>/ f>/ g -
la,b] la,b]
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Démonstration

e Soit (¢,) une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f sur
[a,b]. Pour n fixé dans N, définissons la fonction ¢, en posant :

Vit ela,b]l ¢, (1) =max(0, @,(1)).
Vous prouverez que :
e i, estune fonction en escalier sur [a, b] ;
e ¢, estune fonction positive sur [a,b] ;
e VneN 0| f—tulloo <|| f = @nlloo-

La suite de fonctions (¢,) est une suite de fonctions en escalier sur [a,b] qui
converge uniformément vers f sur [a,b]. Donc:

/ f = lim
| [a,b] n—+oo

lﬁn > 0
[a,b]

Théoreme 21

Soit J unsegmentde R et f une fonction continue et positive sur J.
Alors :

/szO@sz.

Démonstration

Considérons une fonction f continue positive sur J et non identiquement nulle.
Alors il existe un point intérieur a J, que I’on notera c, tel que f(c) > 0. La
continuité de  f en ¢ entraine (doc. 16) :

G

Ja>0Vxelc—a,cta]l flx)> =

=V

I
I
L
] ],

0| c—a ¢ cta y=g(x)

Doc. 16. L’intégrale de [ sur J est plus grande que [’aire hachurée.

Appelons g la fonction définie par :

(c)

gx) = N six €c—a,c+al

gx)=0 sinon

g estune fonctionde CM(J,R) et f > g, ,dou /f)/g:af(c)>0.
| J J

» Pour s’entrainer : ex. 8 et 9.
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y
y=Ax)
J%(A‘)
0l ai_y -—::( i

Doc. 15. Si sur la;—y,a;[ -

en(x) = A <0,

alors :

Vx €lai-1,ail

[en(x) = A < Yu(x) =0 < fx)

Rapport Mines-Ponts, 1997
« Les fautes de calcul sont trop
fréquentes, elles se doublent par-
fois d’absurdités (trouver une va-
leur positive pour :

1
1 [1—
/ xdx,
0 x—2 X

par exemple). »

L’hypotheése de continuité  est
fondamentale comme [illustre le

schéma suivant (doc. 17).

X
>

ol a4 b

Doc. 17. Graphe d’une fonction
positive et d’intégrale nulle sur
[a,b], mais quin’est pas identique-
ment nulle sur cet intervalle.
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2.2.6 Une inégalité fondamentale

Soit || || une norme sur E. L’application || || estune application continue de
E dans R. Si [a,b] estun segmentde R et f une application continue
par morceaux de [a,b] dans E, alors || f| estune application continue
par morceaux de [a,b] dans R.

Théoréme 22

Si [a,b] estun segmentde R et f une application continue par mor-
ceaux de [a,b] dans E, alors:

\/ fH <[ N1<e-a fl
[a,b] [a,b]

e Soit (¢,) une suite de fonctions en escalier de [a,b] dans E convergeant unifor-
mément vers f sur [a,b].

Démonstration

Pour tout entier n, lafonction || ¢, || estune fonctionen escalierde [a,b] dans R.
De plus :
Vielabl [ fI = Ted [ | < [ FOD=ealD] <N f=enllo

La suite de fonctions en escalier (|| ¢, ||) converge uniformément vers la fonction
[| 1 sur [a,b]. Donc:

lim n%n:/ I £
n—+oo [{l,b] [a,b]

Par ailleurs, pour tout n, ¢, estune fonction en escalier de [a,b] dans E, donc:

\/ o < [ el 0
[a,b] [a,b]

Sachant que  lim on = f etque lafonction || || estcontinue sur E,
n—+oo [a,b] [al’]

on peut passer a la limite dans (1). On obtient :

‘A@f‘iLJUH

o Vrela,bl || f(O <] flloo-

Done : / wumm</’nmw=w—mnmw
[a,b] la,b]

» Pour s’entrainer : ex. 0.

Une majoration effectuée avec soin
rapportera des points :

Rapport Mines-Ponts, 1997
« Les fautes de majoration-mino-
ration sont fréquentes (méme les
plus grossieres, du type cos(t) < 1
implique acos(t) < a ). »

Rapport E3A, 1997.
« Rares sont les candidats qui
prennent des précautions de valeurs
absolues avant de majorer... »

yylication 6

L égalité / f‘ - / | f]
[a.b] [a.b]
Si  f est une application continue par morceaux Dans cette application, nous allons étudier le cas
de [a,b] dans C, alors : d’égalité lorsque f est continue.
1) Soit f une application continue de |a,b]
/ f< / | f1 dans R.
[a,b] [a,b]
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Prouver que :

[oal=[ s
[a,b] [a,b]

si, et seulement si, f ne change pas de signe sur

[a,D].

2) Soit f une application continue de

dans C.
/ f‘= [ o1
[a,b] la.b]

Prouver que :
si, et seulement si,

la, b]

JaeR Vxela,b]l f(x)eRre.

Remarque : Géométriquement, cela signifie que les
valeurs prises par [ sont toutes sur une demi-
droite du plan complexe issue de 0.

1) e Si f estde signe constant sur [a,b], alors:

Lot =L

e Réciproquement, si f =0, alors:
[a.b]
[ asi-1-=o
la.b]
La fonction | f| — f est continue et positive sur

[a,b]. Son intégrale est nulle, donc elle est identi-
quement nulle.

Si f < 0, on applique le cas précédent a la
[a,b]

fonction — f.

2) e Supposons que :

JaeR Vxelab] f(x)eRe

Alors
Vx €la,b]l f(x)= | fx)|e“.
Donc :
flx)dx :ei“/ | f(x)| dx
[a,b] [a,b]
et

fx)dx

- / | ()] dx.
[a,b]

[a,b]

e Réciproquement, supposons que :

Lot =L

f=0

[a,b]

Cas particulier :

Alors / | f£1=0. Lafonction | f| estconti-
la.b]

nue et positive sur [a,b]. Son intégrale est nulle.
Elle est identiquement nulle et le probleme est ré-
solu.

f#0

[a,b]

Cas général :

f estun nombre complexe non nul que I’on
la.b]

met sous forme trigonométrique :

Ja R f=el

[a,b]

L]
[a,b]

On peut donc écrire :

/ f ‘ _ fe—iu
[a,b] [a,b]

:/ Re (fe_i”) +i/ Im (fe_i‘”)
[a,b] [a,b]

On en déduit :

/ Im (fe ) =0
[a,b]

et/ |f|:/ f‘:/ Re (fe ')
[a,b] [a,b] [a,b]

Donc :
/[b] (| f1 = Re (fe)) =0.

Or, pour tout ¢ de [a,b] :

| f(D] = Re (f(n)e™™)
= | f(ne™| — Re (f(ne™) =0

car, pour tout nombre complexe z, |z| > Rez.
La fonction | f| — Re ( fe™'*) est continue et
positive sur [a, b]. Puisque son intégrale sur [a, b]
est nulle, elle est identiquement nulle.




A pplication 7

1l semble évident que la distance parcourue par un
point mobile de ’espace E est inférieure au pro-
duit du temps de parcours par la vitesse maximale
du point. Prouvez-le.

Notons a et b les instants de départ et d’arri-
vée du point mobile et || || une norme euclidienne
sur E. La trajectoire du point est paramétrée par

I’application :
l[a,b] — E
f
to= (D)

5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

Encore un peu de cinématique

que I’on suppose de classe €', comme toujours en
cinématique.

La distance parcourue par le point mobile entre les
instants a et b est:

b
d:/|w%mmﬁ

La vitesse maximale du point mobile est || f'||co-
Ona:

d<(b=a)| fllso-

2.2.7 Valeur moyenne, inégalité de la moyenne

La valeur moyenne de f surle segment [a,b] estle vecteurde E :

1 /
E f
[a,b]

Corollaire 22.1 : Inégalité de la moyenne

Soit [a,b] un segmentde R et f une application continue par mor-

ceaux de [a,b] dans E.

La norme de la valeur moyennede f sur [a,b] estinférieure a la valeur
moyenne de la norme de f qui est elle-méme inférieure & || f || co-

1/ 1
fH< /f<f.
e B

2.2.8 Intégrale et applications bilinéaires

Dans ce paragraphe, (E.| ||g).(F.|||r) et (G,
vectoriels normés de dimensions finies.

Corollaire 22.2

) sont trois espaces

Soit [a,b] unsegmentde R, f € CM([a,b],E), g € €M ([a,b], F).
Onnote || fllooc = sup [[f(D)le et [gllc = sup [lg(t)]|F.
t€la,b] t€la,b]

Si B est une application bilinéaire de E x F dans G, alors:

o B(f,8) € CM([a,b],G);

e JK €R* / B(f,g2)
[a,b]

<Kwﬂm/’nmmum
@ [a,b]

S K®-a)| flloollglloo -
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Démonstration

e Lorsque E,F et G sont de dimension finie, toute application bilinéaire B de
E x F dans G estcontinue et il existe un réel K tel que :

V(v,w) € EXF ||[Bww)|c < K|v|elw|r.
Puisque f et g sont continues par morceaux sur [a,b], 1’application suivante :

[a,b] — E X F
t = (f(1),8(1))

est continue par morceaux sur [a, b].

On en déduit que I’application B (f,g) : (t — B (f(t),g(t))) estcontinue par mor-

ceaux sur |[a,b].
’ / B(f.8)
[a.b]
Donc :

/ B(f.8)
la.b]

e De plus :

< / |B(f(1),g(1)|cdr.
[a.b]

G

</[b]KHf(I)HEHg(I)HFdI<K(b*a)\|f\|oo||8||oc

| ‘ G

2.3. Intégrale sur un segment d’une fonction continue
par morceaux sur un intervalle

Dans ce paragraphe, E estun K -espace vectoriel de dimension finie.

2.3.1 La fonction caractéristique

Soit K une partiede R. La fonction caractéristique de K est’application Y
de R dans R, notée y,., etdéfiniepar: e [$ 600 ooeeens X
-7-6-5-4-3-2-1? 12345678910
R—R )
Xg - ; ’—’XK(I){OSII¢K Doc. 18. {\/Z(x)zo si x n’est
1sitekK pas un entier.

,\/Z(x) =1 si x estun entier.
Exemples

La fonction caractéristique de & est la fonction nulle.

La fonction caractéristique de Z a le graphe ci-contre (doc. 18).

Théoreme 23

Soit J et K deux segments tels que K C J et f une application

continue par morceaux de J dans E. Onnote f larestrictionde f a Doc. 19. Sur ce schéma :
K. Les deux propriétés suivantes sont vérifiées : J = la,b], K = [c,d], f est
~ ; +
o fcCM(K,E); unefo&ctlon de [a,b] dans R™.
En noir, se trouve le graphe de  f.
/ ¥ / ]7 En couleur, se trouve le graphe
° X = o
;0K K de fx,-
L’aire de la partie grisée représente
Dans la suite, nous noterons cette intégrale / f (doc. 19). / f= / SXe -
K K J
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2.3.2 Larelation de Chasles

Théoreme 24

Soit [a,b] unsegmentde R, f une application continue par morceaux
de [a,b] dans E et ¢ unpointde Ja,b[. Alors:

[ o= s+ 1
[a,b] [a,c] [e,b]

Démonstration

Les fonctions xjac] f + X1 f €t f sont continues par morceaux sur [a,b] et
different uniquement en c¢ . Donc leurs intégrales sur [a, b] sont égales.

2.3.3 Extension de l'intégrale

Dans ce paragraphe, I estunintervallede R et f estune application conti-
nue par morceaux de / dans E.

Si J estunsegment inclus dans I, alorslarestrictionde f & J estconti-

nue par morceaux et son intégrale sur ce segment est notée / f.
J

Etant donnés deux éléments a et b de I, on définit Iintégralede a a b

b b
de f, notée / f ou / f(r)dt, parlaformule :
a a

f sia<b
[a,b]

b
/ f 0r sia=b
— f sia>b

[b.a]

b a
Y (a,b) € I* /f:—/b f

2.3.4 Invariance par translation

On remarque que :

Théoreme 25 : Invariance par translation

Soit [a,b] un segment de R, f une application continue par mor-
ceaux de [a,b] dans E et xo un réel. On définit I’application g sur
[xo + @, xo + b] en posant :

[xo+a,x0+b] — E
x—gx) = fx—xo)
Alors :
o g€ CM([xo+a,xo+b],E).

° / 7= g.
[a,b] [x0+a,xo+b]

TRAITE

GEOMETRIE SUPERIEURE,

Pax M. CHASLES,

PARLS,
BAGHELIER, (MPRIMEUR-LIBRAIRE
e

Michel Chasles, mathématicien
francais (1793-1880). Polytechni-
cien, il devient agent de change.
Ruiné, il retourne aux mathéma-
tiques et excelle en géométrie.

Si f est continue par morceaux
sur un intervalle 7, pour tous a
et b de I, ona:

b max(a,b)
/ Fdi </ | £ s

min(a,b)

L’invariance par translation est
une conséquence de la formule
de changement de variable :

b b+xg
/ f(x)dx = f(t—xp)dt

a+xgp

que nous généraliserons aux
fonctions vectorielles. Ce théo-
reme est immédiat pour des fonc-
tions en escalier. Pour une fonc-
tion continue par morceaux, f,
revenir a la définition de :

|
[a,b]
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2.4. Des normes sur C([a, b],K)

2.4.1 Norme de la convergence en moyenne

L’espace vectoriel € ([a,b],K) est muni de la norme N; définie par: La norme N; a été donnée

€([a,b],K)— R
fHNl(f):/ | f

[a.b]

Nli

Cette norme est appelée norme de la convergence en moyenne.

comme exemple de norme au
chapitre 2. La continuité de f
est essentielle pour obtenir 1’im-
plication :

Ni(f)=0= f=0.

2.4.2 Convergence uniforme et convergence en moyenne (PSI)

L’espace vectoriel € ([a,b],K) est muni de la norme de la convergence uni-

forme.

V f € €(a,b].K) ’/ f‘ [ fl=N(NH<B=a)| flloo-
[a.b]

[a.b]

On en déduit le théoréme suivant :

Théoreme 26

Soit f une fonction continue de [a,b] dans K et ( f,) une suite de
fonctions de € ([a, b], K) convergeant uniformément vers f sur [a,b].

Alors :

e lasuite ( f,) convergeen moyennevers f : lim Nj(f, —
n—+00

e lim fn =] f
n—+0o [a.b] [a.b]
Exemples
1
® Etudier la suite (u,) ol u, = / / fo-
Jo 2n + x

Pour tout n, f, estuneapplication continuede [0, 1] dans
R (doc. 20).

La suite de fonctions ( f,) converge simplement sur [0, 1]

vers la fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = ° 7

La convergence est-elle uniforme ?

—x 1
Vxelo1] | fx)— ﬁ(x)‘*z(%m 4n

La suite de fonctions ( f,) converge uniformément vers f
sur [0, 1].
La suite (u,) convergeet:

1 — | - —1
X X 1_
fim ne dx:/ S P
0 2

n—+oo [o 2n+x 2

146

=0

Ew Fev
v 2 |zoomn|Trace RetraphMathDrau« &

ENL RAD BUTH FIRC

Doc. 20. Sur cet écran de TI, se trouvent, de bas
en haut, les graphes de f\, fs et f. La fenétre
utilisée est 0 < x <1 et 0 < y < 0,5.
Les graduations sur les axes sont espacées de 0,1.

A Si la suite de fonctions conti-
nues ( f,) converge simplement,
mais non uniformément vers f,
le théoréme ne s’applique plus (cf.
exercice 12).
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m Etudier la suite de fonctions ( f,) définies sur [0, 1] par fn(x)=x".

e La suite de fonctions ( f,) converge simplement vers la fonction en esca-
lier f, définie par:

Fx)=0si x #1
fy=1

e La suite de fonctions ( f,,) ne converge pas uniformémentsur [0, 1] car f
n’est pas continue.

1

. 1 . .

e Pour tout entier n, / | ful = 1 Donc la suite de fonctions ( f;,)
0 n

converge en moyenne vers la fonction nulle sur [0, 1].

On en déduit que la norme de la convergence uniforme || ||« et la norme
de la convergence en moyenne N; ne sont pas des normes équivalentes sur

C([a,b],K).

Théoreme 27
Soit g u, une série d’applications continues de [a,b] dans K,
convergeant uniformément sur [a,b] vers S, alors la série numérique

u, estconvergente et :

[a.b]
un(x)dx> :/ S:/ Uy(x) | dx.
; </[a,b] [a.b] [a,b] ;

2.4.3 Convergence normale et convergence en moyenne

Théoreme 28
Soit Z u, une série de fonctions continues de [a,b] dans K, conver-
geant normalement sur [a, b], alors :

e la série numérique E Ni(u,) = E / |u, | estconvergente;

[a,b]
e on note S la fonction somme de la série, elle est continue sur [a, b] et :

,,(x)dx> =/ S:/ u,(x) | dx
; </[a,b]u [a.b] la.b] Z

n=0

/ s‘ <NS) D Nilu) < (b —a) Y [lutn]] oo
[a,b] n=0 n=0

Démonstration

B La série a termes réels E |lun]|oo est convergente. De plus, nous savons que :

VneN 0< NiG) < (b —a)un]le @™

Cet encadrement permet de conclure que la série numérique Z Ni(u,) est conver-
gente.
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/ S‘</ IS| = Ni(S).
[a.b] [a.b]

e De I’encadrement (1), on déduit aussi :

Yo Nw) <G =a) Y unloo.
n=0 n=0

e Notons S, =
sait que : k=0

n
PLT

k=0

Vn e N Ni(S) :/

[a,b]

a,b] k=0

s Onen déduit le dernier point du théoréme.

Corollaire 28.1

Soit / un intervalle de R et Z u, une série de fonctions continues
de I dans K. Si cette série de fonctions converge normalement sur tout

segment inclus dans /, alors :

B Les fonctions u, sont continues sur [a,b] et la série de fonctions Zun
converge normalement sur le segment [a,b]. Donc S est continue sur [a, b].

n
Z uy lafonction somme partielle d’indice n de la série Z u,. On

<[ Sl =Xl =3 M
k=0 lab] k=0

(PSI) Ce résultat s’applique si
la série de fonctions converge
uniformément sur tout segment
contenu dans [ .

Y (x,y) € I* Z(/yun(t)dt> :/y <Zun(t)> dr
* X \n=0

n=0

» Pour s’entrainer : ex. I I.

A pplication §

Pour tout entier n et tout réel x de]—1,1[, on
pose uy(x)=(—1)"x".

1) Soit a € 10,1[. Montrer que la série de fonc-

tions u, converge normalement sur [—a,a].

2) Montrer que, pour tout x de |1 — 1, 1],

n+l

ln(1+x)—Z(—l)

n=0

e n+l

In(1 —x)=—

148

Développement en série de la fonction logarithme sur ]0, 2]

3) Que dire des deux fonctions et des deux séries
apparaissant a la question précédente lorsque x
n’est pas dans 1 — 1, 1[?

4) Montrer que, pour tout x de 10,2] :

n+l

1
lnx—Z( 1" n+1)

1) Ce résultat a déja été vu. On peut écrire :

Vx €[—a,al 0< |u,(x)| <a"




Le majorant " estindépendantde x. La conver-
gence de la série géométrique Z a" permet de

5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

3) La fonction (x — In(1 + x)) est définie pour
x> —1.

conclure. . . n+l
. ) ) La série de fonctions Z(fl)"— converge sur
2) Les hypotheses du corollaire 28.1 sont satis- 11 n+1
faites, donc : I=11]
Vxel- 1| ()
v De plus, I Icul d , écrivant
- . ./ oo e plus, le calcul de Z:O”_H en écrivan
Z(/ unu)dr) :/ > un(n) | di | | - © iy
n=0 \/0 0 \n=0 n+1:/0 t*dt montre que IHZ:ZH_H.
. n=0
Soit :
On procede de méme pour la fonction
0 n+1 X
1 x — In(l — x)) enremplacant x par —x.
Z(_l)nx :/ b —ma e ( ( ) plag p
n+1 o 1+¢
n=0 4) Pour tout x de ]0,2], x—1 estdans ]—1,1]
fe'e) n+l
En remplagant x par —x, on trouve la deuxieéme et Inx =1In(l +(x — 1)) = Z(_])n x—1 _
égalité. n+1

n=0

2.4.4 Norme de la convergence en moyenne quadratique
sur C([a, b],K)
2.4.4.1 Le cas réel

A La continuité est essentielle
pour prouver I’implication

(f1fl=0= f=0).
En effet, si (f| f) = 0, alors :

f? =0 et l'application f*
la,b]
est continue et positive sur [a,b].

Son intégrale sur [a,b] est nulle,
donc f estidentiquement nulle.

L application suivante :

C([a,h],R) x C([a,b],R) — R
(f,e9)— (flg)= fg

[a,b]

(1

définit un produit scalaire sur le R -espace vectoriel des applications conti-
nues de [a,b] dans R.

Onnote N, lanormesur C([a,b],R) associée a ce produit scalaire. Elle est
appelée la norme de la convergence en moyenne quadratique.

Par définition, si f est une fonction continue de [a,b] dans R :

Na( f) = /[b] £2

On rappelle I’inégalité suivante :

Théoreme 29-R. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit f et g deux élémentsde C([a,b],R). Alors:

(o) (L0 ) (L)

[ f ] g)| < N f) Na(g)

L’égalité a lieu si, et seulement si, f et g sont liées.

Hermann Schwarz, mathématicien
allemand (1843-1921).
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En particulier, en prenant g = 1, on trouve :

2
</ﬁ f)sé@a) f.
[a,b] la,b]

L’égalité a lieu si, et seulement si, f est constante.

2.4.4.2 Le cas complexe

L application suivante :

C([a,b],C) x €([a,b],C) — C
() (f.e)— (fle)=] Tg

[a.b]

définit un produit scalaire sur le C-espace vectoriel des applications continues
de [a,b] dans C.

Comme dans le cas réel, on note N, la norme sur C([a,b],C) associée a
ce produit scalaire. Elle est appelée la norme de la convergence en moyenne
quadratique.

Par définition, si f est une fonction continue de [a,b] dans C :

No(f) = /[b] | £ P

Théoreme 29-C. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit f et g deux élémentsde C([a,b],C). Alors:

2 2
Lose < ([ et < ([ 1R ([ 1er)
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

2
/ fg| = (/ | f |2> (/ |g |2> a lieu si, et seule-
[a,b] [a.b] [a,b]

mentsi, f et g sont liées.

L’ égalité

Exemples

B En utilisant la fonction constante g = 1, vous prouverez que :

L

B Vous démontrerez aussi que :

/ t f(r)dt
[a,b]

2

<b-a)| |fI-
[a,b]

2
b3_a3
< / | I
la.b]

» Pour s’entrainer : ex. 12 et 13.

De méme que dans le cas réel, la
continuité de f est essentielle
pour obtenir la derniere implica-
tion.
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A pplication F

Etude de

Soit a et b deux réels tels a < b. On dé-
signe par F [’ensemble des fonctions continues de
[a,b] dans R qui ne s’annulent pas sur [a,b].

‘ b b
1) Calculer fll’elfI; l/a f] [/a ?] .

2) Déterminer pour quels éléments de
borne inférieure est atteinte.

b b
3) Calculer l/ fnl l/ 7 dans le cas ou

fo(x) =€". Qu’en concluez-vous ?

[ cette

1) D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
tout élément de F est de signe constant sur
[a,b] . De plus :

LA LE

Donc :
el LAl L

ou G estl’ensemble des éléments de F a valeurs
strictement positives.

Pour tout élément [ de G,
Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

LU @)

></b\/?%> -

I'inégalité de

L]

De plus,si f est une application constante, alors :

LAl
Donc : , ,
Al oo

2) On vient de voir que cette borne inférieure est
atteinte pour toutes les fonctions constantes. Réci-
proquement, pour tout élément de G tel que :

e

C’est le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-
f et

vai

Schwarz. Les fonctions sont coli-
néaires.

On en déduit que f est constante. Pour les fonc-
tions négatives, on applique ce qui précede a — f.

el

en(bfa) + efn(bfa) _2

On trouve que :

wnl | |[5] -

2.4.5 Comparaison des trois normes

Théoréme 30

Pour toute application f de C([a,b],K):
M (H<Vb—al fle
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La fin de ce paragraphe est au programme de la section PSI uniquement.
Pour toute application f de €([a,b],K):

N (f) < vVb—aN,(f).

La convergence uniforme d’une suite de fonctions entraine sa convergence en
moyenne quadratique et la convergence en moyenne quadratique d’une suite
de fonctions entraine sa convergence en moyenne :

lim || f— fille = OénEIPOONZ(f_ f) = 0;

n—+o00o

Jim No(f = f) = 0= lim Ni(f—f) = 0.

Mais les réciproques de ces implications sont fausses.
Exemples

B [aq,b]=1[0,1] et f,(x)=x".

La suite ( f,) converge vers la fonction nulle en moyenne quadratique, mais
pas uniformément.

®m [a,b]=1[0,1]. Pourtout n de N* ettout x de [0,1] (doc.21):
2 . 1
n(l —n"x) sixe |0,—
n
gn(x) =

1
0 siox € {—2,1}
n

La suite (g,) converge en moyenne vers la fonction nulle, mais pas en
moyenne quadratique.

152

En combinant les deux, on re-
trouve le résultat vu au 2.4.2. :

Aim [~ fille =0
= lim N (f— f,)=0
n—+oo

5

n

Doc. 21. Graphe des fonctions
gn et g .
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Bl FICHE METHODE __

@® Pour montrer qu’une application f de I’intervalle I dans E est dérivable en x( , on peut:

e utiliser les opérations sur les fonctions dérivables;

e cherchersi f peuts’écrire :

Jfx) = f(x0)+(x —x0)V +(x —xp)e(x), avec lim e(x)=0g;
X—X0
J&x) — fxo)
X — Xo
e choisir une base de E et montrer que les applications coordonnées de f sont dérivablesen xg .

e montrer que la limite, lorsque x tend vers xp, de existe ;

@® Pour montrer qu'une application ¢ de ’intervalle J dans intervalle I de classe C* estun
C* -difféomorphisme de J sur I, on prouve que :

e ¢ estdeclasse G sur J ;
o VicJ ¢'@)#0;
o o(J)y=1.

@ Pour montrer qu’une application f de I dans E , de classe e! par morceaux, est constante
sur I , il suffit de prouver que :

e f estcontinuesur [ ;
e Df=0.

@® (PSI) Soit [a,b] un segmentde R, E un espace vectoriel normé de dimension finie, f une
fonctionde C([a,b], E) et ( f,) une suite de fonctions de €([a, b], E) convergeant simplement vers
f sur [a,b].

Pour montrer que lim fn = f, il suffit de prouver que la suite de fonctions (f,)

. n=r0 Jla,b) la. b]
converge uniformément vers f sur [a,b].

® Soit Zu,, une série d’applications continues de [a,b] dans E, convergeant simplement sur
[a,b] vers S.

Pour montrer que la série numérique E / u, converge,on peut :
[a, b]

e montrer la convergence normale sur [a,b] de la série de fonctions E U, ;

o (PSI) établir que la série de fonctions Z u, converge uniformémentsur [a,b] vers S ;

(oo}
<Z un(x)> dx tend vers 0 lorsque N tend vers +oo.

n=N

un(x)dx> :/ S:/ u,(x) | dx.
/[a,b] la, b] la, b] Z

n=0

e prouver que /
la,b]

On a alors : i (

n=0
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Y

Les formules de quadrature de Gauss (formules d’intégration approchée)

Cette méthode a été publiée en 1816.
Notations (les résultats énoncés ici seront admis)

e On désigne par E = GO([—I, 11, R) I’espace vectoriel des applications continues de [—1,1] dans R que I’on
munit de la norme || ||o . Pour g € E :

18lloe = sup{lg(n)], € [=1,11}.

e Pour m € N, P,, désigne I’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a m.
e Dans le probleme, w désigne un élément de E vérifiant: Vx € [—1,1], w(x) > 0.

ePour f et g dans E,(( f,g)) désigne le réel :

1
((f.9) :/ () g(x)w(x)dx @)
—1
ce qui définit une application bilinéaire symétrique de E x E dans R.

B Premiére partie

1) Montrer que ((.,.)) est un produit scalaire sur E.
On se propose de construire une suite (p,),eny d’élémentsde E qui vérifie :
a) p, estun polyndme par rapport a la variable x, de degré n et dont le coefficientde x" est1;

b) pourtout n > 1 etpourtout ¢ € P,—; ,ona ((p,,q)) =0 (c’est-a-dire que p, estorthogonala P,_;).

2) Montrer qu’il existe au plus une telle suite.

3) Montrerque pp =1 et pj(x) =x — %.
05 PO

4) On suppose que n > 2 etque p,—; et p,—» sontconnus. Soit alors «, et B, les nombres réels :

ﬁ o ((pn—l’pn—l)) @, — ((xpn—lspn—l))

" (Pae2 =) ((Pats PaeD))
Montrer que :
Pn = (x - an)pn—l - Bnpn—Z (2)

vérifie (a) et (b) siles p,,, pour m € {0,...,n — 1}, vérifient (a) et (b). Conclure a I’existence des (p,).
5) Application

On suppose que w(x) = 1.

Calculer po, p1, p2, p3, €t ps.
On revient au cas général ot w est quelconque.

On désire montrer que p, posseéde n racines simples et réelles. Prenons donc n > 1.

6) Montrer que p, posséde dans ] — 1, 1[ au moins une racine réelle de multiplicité impaire (on pourra remarquer
1

que/ pn(x)w(x)dx = 0).
—1
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5. Dérivation, intégration des fonctions vectorielles

7) Soit alors (xy,...,x,) pour m > 1 lesracines de p, qui appartiennenta ] — 1,1[ et qui sont de multiplicité
impaire. En considérant le polyndme m tel que m(x) = (x — x1)...(x — x,,) et’intégrale (( DPns 17)), montrer que
m =n etconclure que p, possede n racines distinctes qui appartiennenta | — 1, 1[.

B Deuxieéme partie

Une formule d’intégration approchée sur [—1,1] est la donnée de k + 1 éléments distincts de [—1, 1] notés
(xi)ogi<k etde k+1 nombresréels A; : (A;)ogick- On écrit alors :

1 k
/lﬂmquwaIMfu» 3)
- i=0

Dans cette définition, k est un entier naturel arbitraire, on dira que (3) est une formule 2 k + 1 points. On associe
alors a (3) une application A de E dans R définie ainsi. Pour f € E,

1 k
Mf%:/lﬂmwwmxfE:Mf@J )
- i=0

On diraque (3) estd’ordre m € N si:

Vpe P, Alp)=0 5)
1) Montrer que A : E — R est une application linéaire de ’espace vectoriel normé E dans R.
2) Montrer qu’ une formule d’intégration approchée a k + 1 points d’ordre m est telle que m < 2k + 1.

On se propose de montrer qu’il existe une formule d’intégration approchée a k + 1 points qui soit d’ordre 2k + 1.

On désigne par xo,...x; les k+ 1 racines de py.1 (voir la question 1.7). On note [;, pour i € {0,...,k}, le
polyndme de Lagrange :
= I =
; Xi — Xj
0<j<k
J#
et on introduit les réels :
1
A = (Ui, D) :/ li(x) wx)dx (6)
—1

Soit alors, pour f € E, p(f) le polyndme d’interpolation de Lagrange de f aux points Xxo, . . . Xi.

k
3) Montrer que p( f) = Z Feel:.

4) Montrer que : -
k 1
EZMfuoz/}fomwumx @)
i=0 -
5) En déduire que, pour ce choix de x; et A; ,la formule d’intégration approchée (3) est au moins d’ordre k.
6) Soit p € Py+1. Montrer qu’il existe ¢ € P, et r € P, telque p =ql+r ,ou [ estle polyndme ﬁ(x — Xi).
i=0

7) Montrer que (avec les notations de la question précédente) :

1 1
/ p(x)w(x)dxz/ r(x)wx)dx
—1 1

8) Conclure que si les (x;) sont les racines de pjy; et les (A;) sont donnés par (6), alors (3) est une formule
d’intégration approchée a k + 1 points qui est d’ordre 2k + 1.
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B Troisieme partie

Dans cette partie, on suppose que w(x) = 1 pourtout x de [—1,1] et on choisit pour (x;) et (A;) ceux obtenus

a la question de la deuxieéme partie de sorte que (3), qui s’écrit ici :

1 k
/ fEydx =Y A fx)
-1 i=0
soit d’ordre 2k +1 (k est un entier arbitraire).

On admet alors I’estimation d’erreur suivante. Pour f € €2k+2([7 1,1;R), ona:

2243 ((k + 1)1)°*
2k +3)(2k +2)!)°

| (2k+2) | | -

IACH| <

3
1) En utilisant que p3(x) = x> — 3% montrer que (8) s’écrit pour k =2 :
/] ferax~ s r (< 2) s rores (|2
x)dx ~ = —1/= =
1 9 5 5
2) Ecrire (9) dans ce cas.

1
3) Calculer / vV2+xdx.
—1

4) Montrer que (9) s’écrit pour f(x) = V2+x :
3 _
ACHI < 5755 =9:37510 N

5) Avec combien de chiffres significatifs faut-il évaluer le second membre de (10) ?
6) Evaluer le second membre de (10) et A( f). Conclusion ?

7) On rappelle la formule d’intégration approchée de Simpson (formule a 3 points) :

1
1
t/lf(UdX‘U5[f04)+4f@)+fﬂﬂ

Comparer, sur I’exemple précédent f(x) = V2 + x, les valeurs approchées obtenues par (10) et (11).

En étudiant I’ordre de (11), expliquez ce que vous avez constaté.

®

)

(10)

(1)



Exercices

-
valeurs réelles. Ecrire I’équation de la tangente et de la normale
au graphe de f au point d’abscisse xp.

1) Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle / eta

2) Soit / un intervallede R et I une application de classe
€' de I dans R*: I (t) = (x(2), y(®)).

Ecrire 1’équation de la tangente et de la normale a la courbe
paramétrée par I" en I'(f), lorsque le vecteur vitesse en ce
point n’est pas nul.

3) Ecrire I’équation de la tangente au point (xo, yo) du cercle
de centre O etderayon R.

:2 1 1

1) M i éfini - _ -
g ) Montrer que la f(.)ncFlon définie par f(x) P~
est prolongeable par continuité a | — r, [.

2) Le prolongement obtenu est-il de classe e' sur l—m,w[ ?

é Calculer les dérivées n-ieme de g et h définies par :

x—4 8x
=3 H)=—————,
§(x) x2—5x+6 ) (x = 1?2 =1
no 31416
é;“ Calculer la valeur de I 21 en 0 pour tout 7.
g, Soit f(x) = Arctan (x). Utiliser la relation

(1' + xz) f'(x) = 1 et la formule de Leibniz pour calculer

(0.

6 Déterminer les limites des suites définies par :

e
| n 1/n
= LHl(k + n)]

n

Z n+k
Uy = —
! n? +k?

k=1

1
z«, Onnote a et B lesracines du polynome X2—X+m.

Prouver que, pour tout P de Rs[X] :

1 1
/MP =— (5 P(a)+8P <§> +5P(,B)) .
8 . 1) Calculer

o

—nt

3 (53
lim / dr.
n—+o00 [0.1] 1+1¢

cos (a sin(z)) dr.
[0,7/2]

2) Calculer lim

a—0

gﬁ. Soit f une application continue de [0,1] dans R
f =
]

| =

telle que
[0,1

Prouver I’existence d’'un x de ]0,1[ tel que f(x) = x.

/LQ Dans cet exercice, £ estun R -espace vectoriel de di-
mension finie, [a,b] un segment de R d’intérieur non vide
et f une application continue par morceaux de [a,b] dans
E. Pour tout entier n > 0, on pose :

n—1 b — @

b—a
]f(t)dzfz -

k=0

R, = f(a+k

[a,b

1) E=R et f estcroissante. Prouver que :

b—a
0SR s —— (f(0) = fla)).
2) || || désigne une norme sur E et ¢ unréel > 0. On
suppose que [ est c-lipschitzienne par rapport a cette norme.
b — 2
Prouver que : ||R,|| < 6(270).
n

/!':I,. Dans cet exercice, ¢ estunréel > 0 fixé. Pour tout x
de [0,1] ettoutentier n > 0, on pose :

xt

x+1°

un(x) = (=1, 8,0 =Y u(x),  fx) =
k=0

1) Prouver que la série de fonctions E u, converge en
moyenne vers f sur [0, 1].

2) Cette série converge-t-elle simplement sur [0, 1] ?

/!2: Pour tout entier n > 0, on définit la fonction f, sur
le segment [0,2] al’aide du schéma suivant.

YA

n

y=£x)

=Y
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1) Prouver que la suite de fonctions ( f,) converge simplement
vers la fonction nulle sur [0, 2].

2) Montrer que cette suite ne converge pas en moyenne.

3) Que dire de la convergence en moyenne quadratique ?

’7#”’/ Soit [a,b] un segment de R contenant plus de deux

points et f une application de [a,b] dans R, continue et
positive.

b
Pour tout entier n > 0, on pose I, :/ f"(t)dt. Montrer
a

que :
VneN L = (]n+1)2

Que dire si f n’est pas a valeurs positives ?

iLé; Soit f une fonction de classe €~ sur ]0,+ool.

_ 1
1) Pour tout entier n > 0, on pose fu(x) = x" ! f (;) .

Montrer que :

n —1)" n 1
£ = [( ) } f“(—) M
X X
2) En déduire que :
n.1/x
i U R B VA I (_1) el
Vx €10, +o0] o [x" e’ ] = 7(#”1) .
3) Prouver de méme que :
n — 1!
Vx € 10, +o00[ d X" ()] = (=Dt
dx" X

*
ﬁ; Théoréme de Darboux

Soit / unintervalle de R contenant au moins deux points et
f une fonction de / dans R, dérivable sur /. Prouver que
f£'(I) estun intervalle.

N. B. : Ici, on ne suppose pas f’ continue.

©

constants, scindés dans R[X] et n’admettant que des racines
simples. On suppose, de plus, qu’entre deux racines de 1’un, il
y a toujours une racine de I’autre et qu’ils n’ont pas de racine
commune.

Soit (P, Q) un couple de polynomes réels, non

1) Montrer que le polyndme « P + 8 Q reste scindé et a ra-
cines simples dans R[X] lorsque (a,B) décrit R>.

2) Montrer que, pour tout réel «, le polyndome P +a P’ est
scindé dans R[X] et n’admet que des racines simples.

3)Soit R=ao X" +a1 X" '+ +a,_1 X+a, un polyndme
scindé de R[X], de degré n.

158

Prouver que le polynome :
S=aP+ai P+ +a,_1 P" " +a, P”

est scindé dans R[X] et n’admet que des racines simples.

2n

ES
F . . _ 1
/L_,..J Déterminer la limite de 7, = E (ch ﬁ) —n.
k=n+1

/!'_,5; Calculer, a I’aide de sommes de Riemann, I’intégrale :

s
/ cos* tdt.
0

ok ok
/LQ.-J Soit (E,(|)) un espace vectoriel euclidien et || ||

la norme associée a (| ). On considere une fonction f conti-
nue de [a,b] dans E telle que :

[o]|= [

1) Montrer que f prend ses valeurs dans une demi-droite vec-
torielle de E.

2) En est-il de méme si la norme de E ne provient pas d’un
produit scalaire ?

*
%...0-** Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé de dimen-

sion finie et f une application continue de [0, 1] dans E.
Calculer :

n—+00

1
lim n/ " f(r)dze.
0

-
unique polynome P, de R[X] tel que:
(1= X)" = Pu(X)(1 + X*) + (—1)"4".

1) Prouver que, pour tout entier n > 0, il existe un

2) Déterminer une suite (u,) telle que :
! 1
/ P.(t)dt = u, + O (—) .
0 n

Z:s*
%,..w Soit a et b deux réels tels que a < b et f

une application continue de [a,b] dans R*. Pour tout entier
p > 0, onnote :

b 1/p
U, = (/ (f(r))"dz)

sup f(1).

Montrer que  lim u, =
[=AES 1€[a,b]



Lien entre
dérivation et
intégration

Iy

Dans ce chapitre, nous définissons les primitives
d’une fonction continue par morceaux sur un
intervalle, a valeurs dans un espace vectoriel

normé de dimension finie et mettons ainsi en

évidence le lien entre dérivation et intégration dans

le cadre des fonctions continues par morceaux sur
un segment.

Nous exploitons alors le théoreme fondamental du

calcul différentiel et intégral pour I’étude globale
des fonctions de classe C* par morceaux.

Nous sommes ensuite en mesure d’effectuer une

étude globale d’une fonction définie comme limite
d’une série (ou d’une suite en PSI) de fonctions.

OB]ECTIFS

B Propriétés de 1’application :

<x - / f(t)dt> .

B Définition des primitives d’une fonction

continue par morceaux sur un intervalle.

B Intégration par parties et changement de

variable.

B Inégalité des accroissements finis.

B Les trois formules de Taylor.

B Dérivabilit¢é  d’une  fonction
d’une suite de fonctions (PSI).

B Dérivabilité  d’une  fonction

d’une série de fonctions.

limite

limite
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Dans ce chapitre, I est un intervalle de R d’intérieur non vide, K désigne
R ou C et E estun K-espace vectoriel de dimension finie.

Primitives d’une fonction continue
par morceaux

I.l1. La fonction x»—>/ f(oydt

Théoreme 1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, f une application
continue de / dans E et a un pointde /. L’application F définie

comme suit :
I — E

F: x»—>F(x)=/x f()dr

est une application de classe @' de I dans E et vérifie :

Vxel F'(x)= f(x).

Généralisation

Considérons le cas ou  f est continue par morceaux sur I’intervalle /. Nous
allons d’abord introduire quelques notations.

Notations (doc. 1) :

Lorsque [ est un intervalle majoré, nous désignerons par Ig I’intervalle
I\ {supI}. Lorsque I n’estpas majoré, Is =1I.
Pour tout x de Is, la fonction f a une limite a droite en x ; on la note

fax) = Tim f(0).

Lorsque 7 est un intervalle minoré, nous désignerons par I; 1’intervalle
I\ {infI}. Lorsque I n’estpas minoré, [; = I.

Pour tout x de [;, lafonction f aune limite a gauche en x : on la note

feo) = Tim f().

Théoreme 2

Soit f wune application continue par morceaux de / dans E et a un
pointde I.

I — E
X — F(x)z/ f(r)dte

(respectivement a gauche) en tout point de [s (respectivement ;) et, de
plus :

L’application F : est dérivable a droite

Fi(x) = fax) et F,(x)= fo(x).

Ce théoreme a été établi en Pre-
miere année pour des fonctions a
valeurs numériques. Le passage a
des fonctions vectorielles se fait
en raisonnant sur les applications
coordonnées.

I=l,

\/

.

A\

Doc. 1. Dans cet exemple,
I=1=]—o00,1]etly =]— o0, 1].

Cette généralisation nous sera
nécessaire lors de 1’étude des
séries de Fourier .




Démonstration
Notons || || une norme sur E.

Soit x un pointde Is, ilexiste a > 0 tel que ]x,x + a[ soit contenu dans [ et:

_ x+h x-+h
vhewal SIS o [ roan- g [T war
Donc : ) h )
F(x+h)— F L[
0< Hw - fd(x)H < Z/ | f() = fa@)| dt @
Fixons alors & > 0.
36€10,af Viel (x<t<x+8)=(f0)— fa| <e).

Par conséquent, pour tout /# telque 0 < h < 6, ettout ¢ dans ]0,k], d’apres (1),
ona:

_ x+h
0< || FEEM=FO ool < l/ edi—g.
h h J,
Ceci permet de conclure que :
F —F
i FEENZFW i,

Corollaire 2.1
Soit f dans CM(/, E) et a un point de I’intervalle /.

X
On définit F sur / en posant F(x) :/ f(@)dzt. Alors:
a

e I est continue sur [ ;
e entoutpoint x decontinuitéde f, F estdérivableet F'(x) = f(x);

o F estdeclasse @' par morceaux sur /.

1.2. Les primitives

Soit f une application continue sur I’intervalle 7, a valeurs dans E, on
appelle primitive de f toute application F dérivable sur [ telle que :

Vxel F'(x) = f(x).

Soit f une application continue par morceaux de / dans E. On appelle
primitive de f toute application F continue sur /, de classe ¢! par mor-
ceaux sur [ ettelle qu’en tout point x de I enlequel f estcontinue, F
est dérivableet F'(x) = f(x).

Le corollaire 2.1 peut s’énoncer ainsi :

Pour toute application f de CM(I, E), ’application F définie sur /
X

par F(x)= f(t)dt estune primitivede f sur I.

6. Lien entre dérivation et intégration

Rapport Mines-Ponts, 2001

« Les primitives usuelles ne font pas
toujours partie du bagage de cer-
tains candidats admissibles, ainsi
que certaines propriétés élémen-
taires des fonctions hyperboliques.
De maniere générale, le calcul pra-
tique des intégrales est un écueil,
méme pour les meilleurs. »

Rapport Mines-Ponts, 2000

« Dérivation fausse pour f conti-
nue, de l'intégrale sur [a,x] de

f&x) = fla). »

m Sila fonction f est conti-
nue sur / alors, toute primi-
tive F de la fonction f est
de classe @' sur [ puisque
F' = f.

B Lethéoreme 1 prouve qu'une
fonction continue sur un inter-
valle admet toujours une primi-
tive sur cet intervalle.

Rapport Mines-Ponts, 2001

« Primitives classiques non connues.
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A pplication 1

Interprétation cinématique de la formule de la moyenne

162

On en déduit le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral :

Théoréeme 3

Soit f une application continue par morceaux de / dans E et a un
pointde I.

e Si F; et F, sontdeux primitives de [ sur ’intervalle I, alors Fj
et F, different d’une constante :

JVeE Vxel Fi(x)=Fx)+V.

e La fonction F définie en posant F(x) = / f(t)dt est 'unique

primitive de f qui s’annuleen a.

e Si G estune primitivede f sur'intervalle 7, alors:

Y (u,v) € I* G@)—Gm):/mfmdn

Une application tres classique de ce qui précede (et tres utile dans les problemes
de concours!) est le corollaire suivant :

Corollaire 3.1
Soit f une application de classe @' de I dans E. Alors:

Vax el fox) - fa)= / Flydr.

de R et f une application de classe e de I
—
dans R* telle que Yt € I OM(t) = f(1).

L’énoncé ne précise pas s’il s’agit de vitesse vec-
—

rique (|| f/()||) . Traitons les deux cas.

Soit M un point mobile du plan dont la trajectoire e La valeur moyenne de la vitesse vectorielle entre
est paramétrée par (I, f), ou I estun intervalle les instants #, et #; est:

/ Fydr = L0 = S S @) — f(t) f(to)

. . . fr — o I — Iy
Montrer que la vitesse moyenne du point mobile
entre les instants ty et t; (typ < t1) est égale a (1) M(11)
B
la valeur moyenne de la vitesse entre ces deux ins- Or f(t)) — f(to) = M(ty) M(t)) et 0 p !
1—1Io
tants. est la vitesse moyenne vectorielle entre 7y et ;.
D’ou le résultat.
Onnote | || lanorme euclidienne usuelle de R?. e Rappelons que, puisque le parametrage est de

1 . ‘. . .
classe €, la vitesse numérique du point mobile
est la dérivée de I’abscisse curviligne :

. , dM . .
torielle ( fi(t) = W(I)> ou de vitesse numé-
OUON——ﬁO

Rapport Centrale, 2001

« Dans des exercices utilisant une
fonction f de classe C' sur un
intervalle, les candidats ne pensent
Jjamais a écrire f au moyen d’une
intégrale portant sur f'. »

Rapport E3A, 2002

« Notons les difficultés de calcul de
nombreux candidats en calcul inté-
gral. »

Rapport E3A, 2002

« On a ainsi vu des candidats
trouver la valeur 0 pour [inté-
grale d’une fonction strictement po-
sitive, donner comme primitive de
OSk+](x)

k —_—
oS ) i Dsinx

On retrouve le théoreme suivant :
Si f est continue et positive sur
b

[a, b] et si / f=0,alors f =0.
En effet, pOlilI‘ une telle fonction

f, on pose F(x):/ f()dz.

F est de classe €' et crois-
santesur [a,b] (F' = f>0).
De plus, F(b) = F(a) =0
Donc F=0cet F/' = f =0.




La valeur moyenne de la vitesse numérique entre
les instants 7, et #; est:

IR 1 /“ds
1| dt = —(t)dt
o [ renae= [

_s(tr) — s(t)
o nh—1 ’

6. Lien entre dérivation et intégration

Or s(t;) — s(tp) est la distance parcourue par le
point mobile entre les instants #, et #;, donc:
s(t) — s(to)
=1
est la vitesse moyenne du point mobile entre les ins-
tants 1y et f;.

Corollaire 3.2 : Extension au casou f est continue sur 7 et de classe

€' par morceaux sur I

Soit f une application continue de / dans E et de classe © par

morceaux sur /. Alors :

V(a,x)eI* f(x)— f(a):/x fl(rydr.

» Pour s’entrainer : ex. | et 2.

A pplication 2

On considére une ligne brisée du
My, ..., M,) telle que les abscisses (xo,. ..
des points (M, . .
ment croissante.

plan

b -xl’l)
., M) forment une suite stricte-

Doc. 2. Comment calculer la pente du segment de
droite [My, Ms) en fonction de celles des segments
(Mo, M1], [My, Ma], . .., [My, Ms]?

On note p;
(M1, M;].

la pente du segment de droite

Prouver que la pente m du segment de droite
[My, M,] est le barycentre de la famille de points
pondérés (pi,xi — xi—1)ieqiny- C’est-a-dire que
la pente moyenne est la moyenne pondérée des
pentes, les coefficients de pondérations étant les
(X; — Xi—Die[in]-

(L’idée de cette application est extraite de la revue

La pente moyenne d’une ligne brisée

« Chantier » de ’A.P.M.E.P. de janvier 1998, article
de Sylviane Gasquet.)

On veut prouver que :

1 n
m= > pilxi = xi).

i=1
Notons f la fonction affine par morceaux dont
le graphe est la ligne brisée (M, ..., M,). Cette
fonction est continue et € par morceaux sur
[x0,x,]. Donc:

/ L P0dr = fGn) — fxo).

Par ailleurs, pour tout i € [1,n]], f " est constante
sur ’intervalle ]x;_y,x;[ etvaut p;, donc:

/" f’(t)dt:Z/ll ) di

0 i=1

= Z pi(xi — Xi—1).

i=1
En divisant par x,, — xo, on trouve la formule de-

mandée :

RN 1 e
— iXi = Xi—1) = —— rdir
xn_xOZpu Xi1) xn_xO/x f@)

i=1 0
_ JGa) = o)
= =m

Xn — X0
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A pplication 3
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|.3. Intégration par parties

Vous avez rencontré en Premiére année un outil fondamental, I’intégration
par parties. Cet outil se généralise de la maniere suivante :

Théoreme 4

Soit f une applicationde / dans K et V une applicationde / dans
E. On suppose que f et V sont continues et de classe e par mor-
ceaux sur /. Alors:

b b
V(a,b)e I* / V@) dx = [ fFOVE) - / F)V'(x)dx.

Démonstration

D’apres les hypotheses sur  f et V, la fonction produit f V est une application
continue de I dans E et de classe €' par morceaux sur /. En tout point x en
lequel f et V sontdérivables, on peut écrire :

(fV)@) = fl@V@+ f)V ).

On applique le théoreme 3 pour terminer.

Intégration par parties généralisée

1) Soit f et g deux fonctionsde C"(I,K). Mon- 1) La formule se démontre par récurrence.
trer que : In2 o 3x
V(a,b) € I? 2) /0 e (P +x+1)dx = [ — +x+1)
b

g — [p=Dg, _ pn=2),/ —3x —3x qln2 In2

/af g=[r""Ye—r"" b e e S 2] 7/ 0
(n—1) ¢ (n—1)7" n (n) 9 =27 ] 0
Fot CDOVLV T 0 £ B done
In2 In2 2
In2 5In2 49

2) Calculer : /0 e +x + D, /0 e_3x(x2+x+1)dx:—(nz 4) SELLE.

Rapport Mines-Ponts, 2000

« Recherche d’équivalent d’une
fonction définie par une intégrale,
les candidats ne pensent pas a
Uutilisation d’une intégration par
parties ou d’un changement de
variables. »

Rapport Centrale, 2000

« Il est inadmissible de ne pas sa-
voir intégrer une fraction ration-
nelle; en revanche, il est illusoire
de rechercher les primitives de cer-
taines fonctions. »

» Pour s’entrainer : ex. 3.
I.4. Changement de variables

Théoréeme 5

Soit [a,b] un segmentde R, ¢ une application de classe e' de [a,b)
dans R telle que ¢([a,b]) C I et f une application continue de [

Rapport TPE, 2002

« Le calcul intégral est mal mai-
trisé, les changements de variables
classiques sont méconnus. »



dans E. Alors:

b
Fydi = / Flp))e ) du.

/‘P(b)
p(a)
Démonstration

Soit F une primitive de f sur [, alors F o ¢ est de classe €' sur [a,b] et
(Fop) = (foe)e'. Donc:

(D)

b
/ Fle)g' )y du = [F o o)) = Fleb)) — F(g(a) = f@dz.

¢la)

En pratique, lorsque les hypotheses sont vérifiées, on pose ¢
dt = ¢'(u)du, etonmodifie les bornes.

o(u) et

Corollaire 5.1

Soit I et J deux intervallesde R, ¢ une application strictement mono-
tone et de classe @' de J dans I, et f une application continue par
morceaux de / dans E. Alors:

e(b)

b
Y(a,b) € J? fde = / o) (u)du

o(a)

Démonstration

Introduisez une subdivision du segment d’extrémités ¢(a) et ¢(b) adaptéea f. La
relation de Chasles et le théoréeme 5 vous permettront de conclure.

Exemples

B Soit 7 unréel > 0 et f une application continue par morceaux, 7 -
périodique de R dans C. Prouvons que :

X x+T
VY (a,x) € R, / f(t)dt:/

+T

T a+T
/ f(t)dt:/ f()dzr.
0 a
Avec: t=u+T :

x+T X X
/ f(t)dt:/ f(u+T)du:/ fw)du.
a+T a Ja

Pour la seconde relation, utilisons la relation de Chasles :

T a a+T
/ f(t)dt:/ f()dt +/ f()dt
0 0 Ja

f(t)dt.

Va € R,

6. Lien entre dérivation et intégration

Rapport Mines-Ponts, 2000

« Impossibilité de calculer des pri-
mitives simples comme celle de

1

1 + cos?(t)
mettre en oeuvre un changement de

et grande difficulté a

variable en tant par exemple. »

Il ne faut pas remplacer I’hypo-
these « ¢([a,b]) contenu dans
I » par « ¢(a) et ¢(b) appar-
tiegnenté I ».Pensera:

cos’uduetdt =tanu.
Jo

Rapport CCP, 1997

L’extrait du rapport suivant montre
I’importance de la remarque précé-
dente :

« Certains n’hésitent pas a faire des
changements de variable disconti-
nus ou du genre logarithme com-
plexe et s’étonnent d’aboutir par-
fois a des intégrales dont les deux
bornes (réelles ou complexes) sont
égales. »

T
+ / f(@)dr.
. Ja+T
D’apres ce qui précede :

T 0 a
/ f(t)dt:/ f(t)dt:f/ f(t)dt.
Ja+T a 0

D’ou I’égalité demandée.

|
|
0] ra

Doc. 3. Deux propriétés de l'intégrale d’une fonc-
tion périodique.
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B Soit [a,b] un segment de R et f une application continue par mor-
ceaux de [a,b] dans E.

b
Exprimer / f(t)dt en fonction d’une intégrale sur [0, 1] ousur [—1,1].
Avec: t=0b—-a)u+a, dt =((b —a)du:
b 1
/ f(t)dt:(b—a)/ f((b—a)u+a)du.
a 0

b — +b b—
2au+a2 , dt = adu:

2
b d _b—a ! b—a a+b d
/a f®yder = 5 /_]f< 5 u+ 2 ) u.

B Les primitives d’une fonction f, continue et périodique de R dans C,
sont périodiques si, et seulement si, I’intégrale de f sur une période est nulle.

En utilisant : ¢ =

En effet, notons 7T la période de f et F une primitivede f :

x+T T
VxeR F(x+T)—F(x):/ f(t)dz:/ f()dz.
X 0

» Pour s’entrainer : ex. 4. et 5.

2 Inégalité des accroissements finis —

Théoreme 6 : Inégalité des accroissements finis

Soit f une applicationde / dans E,[a,b] un segment contenu dans [
et || || une norme sur E.

Si les trois hypotheses suivantes sont vérifiées :
e [ estcontinuesur [a,b];

e [ estdeclasse C' sur la,b[;

e JAER Vicla,bl ||f@)] <A

Alors :
| f(B) — f(@| < Ab —a).

Démonstration

f est continue sur [a,b] et de classe @' sur Ja,b[. Pour tout & > 0 tel que
b—

e < Ta’ f estde classe C' sur [a+eb—¢] :

b—e

fb—¢g)— f(a+8):/ f@dr.

b—e
/ fl(de

Or, f estcontinue sur [a,b] et I’application norme est continue de E dans R ;
dong, en faisant tendre & vers 0, | f(b) — f(a)| < AMb — a).

Soit :

1B —e) — fla+o) = <A —a—26) < Ab — a).

Rapport Mines-Ponts, 2000

« Peu de candidats semblent sa-
voir que, si [ est dérivable et
2w -périodique, sa dérivée est elle-
méme 2w -périodique. D’autres
candidats écrivent que les primi-
tives d’une fonction continue 21r-
périodique sont 2 -périodiques. »



B Interprétation cinématique

Lorsque E estde dimension 2 ou 3, I’application f : (¢t — f(¢)) représente
la trajectoire d’un point mobile en fonction du temps et le théoréme précédent

se lit ainsi :

Si, entre les instants a et b, la norme du vecteur vitesse est toujours majorée
par A, alors la distance parcourue par le mobile entre ces deux instants est

inférieure a A(b — a).

Théoreme 7

Soit [a,b] un segment inclus dans / et f une application continue de

I dans E, de classe e! par morceaux sur Ja, b[.

On suppose qu’il existe un réel A tel qu’en tout point ¢ de Ja,b[ en

lequel f est dérivable, on ait | f/(2)]| < A.
Alors :
| £(b) = f@ < Ab — a).

Démonstration

1l existe une subdivision (a;)iejo,,; du segment [a,b] telleque f soit de classe e!
sur tout intervalle ]a;, ai+1[. Le théoréme précédent s’applique sur le segment [a;, ai+1]

et:
Vie[0n—11 | flain) = f@)| < AMain — ai).

Sommons ces inégalités. On obtient :

n—1

1 £y — f@I <D flam) — fla) < Ab — a).
0

Théoréme 8
Soit f une application de [a,b] dans E telle que:

e [ estcontinue sur [a,b].
e [ estdeclasse e' sur [a,b[.

e f' aunelimite /(I € E) en b.
Alors f estde classe e! sur [a,b] et f'(b) =1.

Démonstration

Définissons I’application g ainsi :

[a,b] — E
['@) si x €la,bl
X gy = lim /') si x=b
<b
Par construction, g estcontinue sur [a, b], donc sil’on définit G en posant
X
G(x) :/ g(t)dt, onpeutdire que G est de classe €' sur [a,b].

a

Par ailleurs, pour tout x de [a,b[, ona:

G(x)= fx)— fla)

(6]

6. Lien entre dérivation et intégration

Ce théoreme est parfois appelé
« théoreme de prolongement ».
Cette appellation est dangereuse.
Il ne s’agit pas de prolonger la
fonction f’ en b .Enréalité, on
démontre que [ estdérivable (a
gauche)en b .

Une démonstration utilisant les
fonctions coordonnées de f est
aussi possible .

Rapport Centrale, 2001

« On comprend tres bien ce que si-
gnifie « prolonger une fonction par
continuité au point a, » mais que
peut bien vouloir dire « on pro-
longe la dérivée par continuité en
a, » apres avoir établi I’existence
de lim f'(x). »

X—a
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A pplication +

168

et la continuité de G etde f sur [a,b] permet d’affirmer que (1) est aussi vraie
pour x = b.

Donc :
Vx ela,bl fx)= fl@+Gx) et fe€'(ablE)

Corollaire 8.1
Soit f une applicationde [a,b] dans E et k unentier > 0 tels que:

e f estcontinue sur [a,b];
e [ estde classe C* sur [a,b[;

e pour tout » de [[1, k], f(’) aune limite /. (/. € E) en b.

Alors f est de classe e sur [a,b] et, pour tout r de [1,k],
fOw) =1,.

1
La fonction x — exp (——)
x2
Considérons la fonction définie sur R par : 2) La formule est vraie pour n = 0 en posant
| P,(x)=1.
f(x) = exp <_x_2) si x#0 Supposons que, pour un entier n > 0
FO)=0 :
7000 = 0 exp <—2>
1) Prouver que f est continue sur R. *
2) Prouver que f est de classe C™° sur R* et ol P, estun polyndme.
que, pour tout entier n, il existe un polynome P, Alors -
tel que : ’

(n+1) i (x) 2 L
RN 6o ! U T
Vx eR f (x):xTexp (_ﬁ)

I

n(X) 1 —3n 1
3) En déduire que f estde classe C™ sur R et * x3n P X2 * P x3n+l P X2
que, de plus :

VneN f™0)=0

B 2P, (x)+ x> Pl(x) — 3nx? P,(x) p( 1 )
- )

x3(n+1)

On pose alors :

1) La continuité de f sur R" est immédiate. De Posi(x) = 2Py(x) + X° P1(x) — 3nx2 Py (x).

plus :
hn(l) exp (ﬁ) =0. Puisque P, estun polynéme, P,,; en estun aussi
X—
et la formule annoncée est démontrée par récur-
Donc f est continue sur R. rence.




6. Lien entre dérivation et intégration

i : 1 Fev 5w Y FEv
3) On sait que : a Zoom Trace ReGraph Math Draw|+~ /
1 1
lim — ex — | =0.
x—0 X x3n P ( X 2 )

Donc :
VneN 1in% F™(x) =0.
[GETE RAD A0
Le corollaire 8.1 permetd’en déduire que f est
de classe €% sur R et que, de plus : Doc. 4. Le graphe de x — exp ) dans un
repere orthonormé avec —2,33 < x < 2,33.

VheN f™0)=0= lin%) F™(x)

» Pour s’entrainer : ex. 6. et 7.

3 Les formules de Taylor

Une des idées menant a 1’étude des formules de Taylor est la généralisation
de la relation caractérisant la dérivabilité d’une fonction f en un point a :

fla+h)y= fla)+h f'(a)+o(h).

Le but de ce paragraphe est de généraliser aux fonctions a valeurs vectorielles
ces formules vues en Premiere année pour les fonctions numériques.

3.1. Formule de Taylor avec reste intégral

Théoreme 9

Soit f une fonction de classe €' de I dans E, de classe €' par
morceaux sur /. Alors :

V@b e fb)= Z(b L i0@ys / G =20 ey a,

Brook Taylor, Mathématicien anglais (1685 - 1731). Il invente [’intégration par par-
ties. En 1715, il publie Methodolus incrementorum directa et inversa, qui contient sa
formule :

2
fla+h) = f(a)+h f'(a)+ %f”(a)
3
+%f”'(a) +

sans précision sur le reste. L’intérét de cette formule n’apparait qu’en 1772 lorsque
Lagrange y voit une des bases du calcul différentiel. 1l donne en particulier le premier
encadrement du reste. La formule de Taylor avec reste intégral est due a Cauchy. 1l la
démontre dans sa 35° lecon a I’Ecole polytechnique (1823). Il donne, dans la 38° lecon,

2
I’exemple (x +—> e V/x ) étudié a I’application précédente.
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Démonstration

La démonstration s’effectue par récurrence.

elecas n=0.

Soit f une fonction continue de I dans E, de classe €' par morceaux sur I et

b
a,b deux points de /. Onsaitque f(b) — f(a):/ f(x)dx.

e Le passagede n a n+1.

Soit n un entier > 0. Supposons que, pour toute fonction f de classe C" de [
dans E etde classe €' par morceaux sur /, on ait:

f(b) = Z(b L @ / -

Considérons une fonction g de classe €' de I dans E et de classe @' par
morceaux sur /. L’hypothese de récurrence permet d’écrire :

sb) = Z( @+ / G gy,

L’application g est continue et de classe €' par morceaux sur /. Intégrons par
parties le reste intégral, nous obtenons la formule a I’ordre n + 1.

V(a,b) € I f("“)( Ydx.

Y (a,b) € I’

(n+1)

Remarque
Cette égalité s’écrit également f(b) = T,(b) + R,(b), avec:

T U / = ey g,

k=0
T,(b) estappelé la partie réguliere de la formule de Tayloret R,(b) le reste

intégral.

3.2. Inégalité de Taylor-Lagrange

La formule de Taylor avec reste intégral est une égalité. Pour majorer la dis-

tance entre  f(b) et Z f(k)(a) une inégalité suffit.

Soit f une application de classe et par morceaux de [ dans E et J
un segment inclus dans 1.

On sait qu’il existe une subdivision (a;)icjo,,y de J telleque f est n+ 1
fois dérivable en tout point de J\ {a;|i € [0,n]} et que la restriction de f
a chaque intervalle ]a;,a;41[ est prolongeable en une fonction de classe e
sur les segments [a;, a;4+1]-

On en déduit que f @D et bornée sur chaque intervalle Ja;,a;41[ et sur
J\{ai |i € [0,n]}. Si ||| désigne une normesur E, onnote:

Sl;p H f(””)H = sup{” f(’”l)(x)H |x € J\{a;|i € ﬂO,n]]}}
Enfin, si a et b sont deux éléments de I’intervalle I, on note :
Jap = [min(a, b), max(a, b)].

C’est le segment d’extrémités a et b.

170

Rapport Mines-Ponts, 2000
« Les hypothéses des théoremes
conduisant aux différentes formules
de Taylor sont tout aussi difficiles a
obtenir. Le reste intégral est le plus
populaire, mais son écriture exacte
laisse bien souvent a désirer. »

mathématicien
et physicien francais (1736-1813).

Joseph Lagrange,

Mathématicien, il développe la
théorie des fonctions. Cherchant a
approximer une fonction par un po-
lynéme, il reprend la formule de
Taylor et précise le reste. Dans
le domaine des équations différen-
tielles, nous lui devons la technique
de variations des constantes.
Physicien, ses travaux portent sur
la propagation du son, la théorie
des cordes vibrantes et la méca-
nique céleste. Il participe a la créa-
tion de I’Ecole polytechnique et y
enseigne.



Théoreme 10

Soit f une fonction de classe €" de I dans E, de classe el par
morceaux sur / et || || une norme sur E. Alors :

n+l
|b al sup||f(”+1)||.

2 (b ®
V(a,b) el Hf(b) Z X o) e

k=0

Démonstration

Fixons a et b dans I. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, on a :

H fb) - Z(b ' ) </
J,

ab

b _ n
/ 4 dx | sup
Jab n: Jab

En distinguant les cas a < b et a > b, vous prouverez que :

_ n _ n+l
JLEL T
T n! (n+1)!

a

A pplication ;

(b

G poeigy )de

Donc :

H fb) - Z b o) o

et pour tout entier n > 0 :

M, (x) = sup {| f

; t € [min(0, x), max(O,x)]}

1) Montrer que, pour tout réel x > 0 et tout entier
n—1

n>a, M,(x)< H|ifa|.

En déduire que :

Vrelodl f) =Y 0

n=0

tout entier n > « -

M, () < (1= xp* " I li = el

Développement en série de x — (1 + x)“

(convergence sur

i=0 fx)=

2) Montrer que, pour tout réel x de] — 1,0] et Or: £ ) = [

Donc: Vx>0

6. Lien entre dérivation et intégration

Rapport CCP, 2000

« Le théoreme des accroissements
finis est souvent invoqué (pas
toujours correctement d’ailleurs...)
mais on rencontre parfois des hor-
reurs. »

Rapport Mines-Ponts, 2000
« L’inégalité de Taylor-Lagrange
semble peu connue. »

Soit a € R\ N. Pour tout réel x > —1, posons : En déduire que :
1 x"
— 1 a _ — (n)
fx)=(1+x) vxe] 2,0} fx) = E_Of (O)n!.

Remarque : Le résultat obtenu est asymétrique

: 1
Sl

Nous verrons ultérieurement, en utilisant une mé-
thode différente, que la formule :

[e}

> s
n:

n=0

est valable sur 1 — 1, 1].

1) Fixons un entier n > «. Pour toutréel ¢ > 0,
ona (1+0)*" < 1.
n—I1

H(a - i)] (1+1)*".

i=0

n—I1
M) <] li — al.
i=0
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De ’inégalité de Taylor-Lagrange nous déduisons,
pour n > a:

n—I1
X"
|

o H|l—a|

i=0
€y

; vous vérifierez aisé-

n—1 k
Ve>0 | fo =Y 0] <
k=0

X
Posons ¢, = -

. En+l
lim
n—+00 &,

ment que

= x. Si x estdans ]0,1[,

la regle de d’Alembert permet de conclure que
lim g, =0 et,d’apreés (1) :
n—+o0
>0
n‘

n=0

Vx e[0,1] fx)=

2) Fixons un entier n > «. Pour tout x de
1—1,0[ ettout ¢+ de [x,0], ona:

A+0)%" < (1+x)*™,

Donc :

Vxe]—1,0[

M, (x)

n—1
< A+0)* " []li —al
i=0
n—1
= =[]l — el
i=0

De I'inégalité de Taylor-Lagrange nous déduisons,
pour n > «:

n—1 k
Vxel-LO[ | f(x)- Z FOO0
n n—1
<A =[x "| |),11'[|ifa| )
i=0

Posons :

On *(1*|x|)

’

—|x |)nH|l7

vous vérifierez aisément que :

T
n—+oo O, 1—|x|.
De plus :
1
——<x<0=0< x| < 1.
2 1 —|x|

La regle de d’Alembert permet de conclure que

B

1 > . x"
Vxe ]5,0} flx) = Z F )(O)H'

n=0

lim 6,=0 si x estdans

n—+o00o

et, d’apres (2) :

3.3. Développement limité d’une primitive

d’une fonction continue

Théoréme 11

Soit f une application continue de / dans E et a unpointde /. Si

f admeten a le développement limité d’ordre n :

@)= (x —a)V;+o((x — a)")
0

alors toute primitive F de f admet en a le développement limité

d’ordre n+1:

F(x) = F(a)+ Z (

)l+1
1) Vi +o((x

Démonstration

Notons, pour tout x de I\ {a} :

r(x) =

( )n

_ a)n+1)

(f()—Z(x—a) V) et r(a)=0g

Rapport Mines-Ponts, 2001
« Développements limités usuels
non connus. »

Rapport Centrale, 2001
« L’unicité du développement limité
est rarement citée. »

Rapport CCP, 2001
«...8’entrainer aux méthodes clas-
siques et savoir les maitriser défini-
tivement (DL, calcul intégrale...) »

Rapport CCP, 2000
«Il'y a une grande méconnaissance
des développements limités (méme
des plus simples comme In(1+x). »




r estcontinue sur /, lim r(x) = Og et, pour tout x de [ :

xX—a

f@ =) (x—a)Vi+x—a)r)
0

Si F estune primitivede f sur /, ona:

F(x) = F(a) + Z/x(z —a)Vidt + /x([ —a)"r(t)dt
0 a a

i+1
~ Fla)+ Z Cm Vi R o)

avec R,,+1(x):/ (t—a)'r@)dt.
a)n+1)‘

Notons || || une norme sur E et fixons & > 0, on sait qu’il existe 6 > 0 tel que :

Pour conclure, il suffit de prouver que R,+1(x) = o((x —

Viel |t—al<8=|r(t)| <e

On en déduit :

max(a,x)

Vxel |x—al <= ||Rum() </ [t —al"||r(0)]| dt

min(a,x)

max(a,x) _ n+l
<e/ |t—a|"dt:8%
n

min(a,x) +1

Donc Ry (x) = o((x — a)"™").

Corollaire 11.1 : Développement limité de la dérivée d’une application
de classe C'

Soit f dans C'(I,E) et a un pointde 7. Si f’ admeten a un dé-
veloppement limité d’ordre n, alors f admeten a un développement
limité d’ordre n + 1.

Si celui-ci est :
n+l

f@) =) (x—a)V;+o((x — )"
0

alors le développement limité de f’ en a est:

n+l

fle) =it —a) ' Vi+o((x —a))

1

» Pour s’entrainer : Revoyez les développements limités faits en Premiére année.

3.4. La formule de Taylor-Young

Théoreme 12 : Formule de Taylor-Young

Soit f une application de classe €" de [ dans E. Alors, f admet
en tout point a de / un développement limité a ’ordre n donné par :

fG) = Z .

f(")(a) +o((x —a)")

6. Lien entre dérivation et intégration

Rapport CCP, 2000
« Les développements limités sont
peu connus et les interprétations
géométriques élémentaires posent
de gros problemes. »

Rapport E3A, 2002
« Les correcteurs espéraient un peu
plus qu’une simple évocation de la
formule de Taylor-Young. »

L’hypothése « f' admet en a
un développement limité d’ordre
n » est fondamentale comme le
prouve I’exemple suivant :

On pose :
.1
x7sin—  si

x#0

si x=0

fx)=

Vous montrerez que :

e feC®).

e f admet un développement
limité a I’ordre 2 en 0.

e [’ n’a pas de développe-
ment limité a ’ordre 1 en 0.

THE FUNDAMENTAL THEOREMS

OF THE

DIFFERENTIAL CALCULUS
by

W. H. YOUNG, S.D, F.RS.
Formedly Fellow of .
Lecturer on Higher Analysis ac

CaMBRIDGE:
at the University Press
1910

William Young, mathématicien an-
glais (1863-1942). Il généralise la
formule de Taylor aux fonctions de
plusieurs variables et détermine le
reste qui porte son nom.
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Démonstration

Puisque f estde classe €" sur I, f

peut s’écrire :

est continue en tout point a de I, ce qui

(Ho) f™(x) = f"(a)+o(1)

Et ceci représente un développement limité a ’ordre O de  f "

au point a.
Soit alors k € [[0,n — 1]l. Supposons que :

(x

k i .
(Ho) " P =Y l_—,") 77 @)+ o((x — a)t)
Tl

L’application f“™ est continue sur 7 et f“ " est une primitive de £
sur /. On termine en appliquant le théoreme précédent.

Suites et séries de fonctions
de classe Gk

Les fonctions considérées dans ce paragraphe sont définies sur un intervalle [
de R etavaleurs dans K.

4.1. Suites de fonctions (PSI)

4.1.1 Convergence uniforme et intégration

Nous avons établi dans le chapitre précédent que la convergence uniforme en-
traine la convergence en moyenne. En voici une conséquence.

Théoreme 13

Soit @ un point de I’intervalle 7, ( f,) une suite de fonctions continues
sur [ avaleurs dans K et, pour tout n, h, laprimitivede f, sur [
telle que h,(a) = 0.

Si la suite de fonctions ( f,) converge uniformément sur tout segment de
I vers f, alors la suite de fonctions (4,) converge uniformément sur
tout segment de / vers la primitive 4 de f telle que A(a) = 0.

Et, pour tout x de 7, ona:

tim_ / fydr = / (1im £0)dr.

4.1.2 Dérivation d’une suite de fonctions

Théoreme 14

Soit ( f,;) une suite de fonctions de / dans K telle que :

e pour tout n, f, estde classe G sur 1.

e lasuite ( f,;,) converge simplement sur / vers f.

e lasuite ( f]) converge uniformément sur tout segmentde I vers g.
Alors f estde classe C' sur I et =g

Nous venons de prouver qu’une
fonction de classe €" sur un in-
tervalle admet un développement
limité a 'ordre n en tout point
de I'intervalle.

La réciproque est fausse : une
fonction admettant un dévelop-
pement limité aI’ordre n en tout
point d’un intervalle n’est pas né-
cessairement de classe C".
L’exemple suivant le prouve.

On fixe n dans N* et on défi-
nitla fonction f de R dans R
par :

0 six =0
fx)= {x"” sin (xi") six #0

On prouve aisément que :

e [ est de classe C°° sur
R*

e YxcR |f(x)|<|x|™"
Donc f est continue sur R.

o f(x)=0o0(x").

Donc f admet un développe-
ment limité a ’ordre n en 0.

e f/(x) n’apas de limite en 0
et f n’apasde dérivée seconde
en 0.

Ce théoreme découle des inéga-
lités rencontrées dans le 2.4.2 du
chapitre précédent.




6. Lien entre dérivation et intégration

Démonstration A C’est la suite ( f)) qui doit

Soit @ unpointde 7, ona: converger uniformément, comme le
Vx el fix)= fula)+ /X fl)dr. prouve [’exemple suivant :

Posons h, = f, — fu(a). ‘ 1

h, estlaprimitive sur I de f, quis’annuleen a. Il suffit d’appliquer le théoréme fn(x) = \/ 2+ 2

précédent 2 la suite de fonctions ( f,) pour conclure.

On déduit du théoréme précédent une extension au cas des fonctions de classe
k . . 7 1 , . 7z
C", dontnous vous laissons le soin de rédiger la démonstration par récurrence.

Corollaire 14.1 : Extension aux fonctions de classe C*

Soit k € N*U{+00} et ( f,) une suite de fonctionsde I dans K telle

que : Rapport Mines-Ponts, 1997

« Beaucoup plus grave est de voir
omniprésente [’affirmation que la

e pour tout n,( f,) estde classe Gk sur 1 ;
convergence uniforme de la série

e lasuite ( f,) converge simplementsur / vers f; entraine la convergence de la série
dérivée, et justifie de dériver terme
e pour tout entier non nul p < k, la suite ( f,f”)) converge uniformé- a terme. »

ment sur tout segment de / vers une fonction g,,.

Alors f estde classe C* sur I et pour tout entier p non nul et infé-
rieur ou égala k :

f(P) =g,

Exemple

Considérons, pour tout n de N*, la fonction f, définie sur ]0,+oo[ par

X n
i = (1+2)
La suite de fonctions ( f,,) converge simplement sur ]0,+oo[ vers la fonction
exponentielle.

Les fonctions f,, sont de classe €% sur [0,+oo[ et, pour tout p > 1 et
tout n > p, ona: 0<e* — (f,)P(x) =hx).

La fonction & est de classe @ sur [0,+o0o[ et:

nn—1)...(n — p) (1+£)n—p—l'

B = et = ([P0 = e ,
npP+t

n
Or:
_ _ n—p—1 n—p—1 n
nn—1)...(n p)(1+£) p <(14_1) p <(1_'_1) <ot
np+l n n n

La fonction & est croissante sur [0,+oo[. Pour tout b > 0 et tout x de
[0,b], ona: 0 < h(x) < h(b).

Sur tout segment de ]0,+oo[, la suite de fonctions (( fn)(”)) converge
uniformément vers la fonction exponentielle. Nous retrouvons le fait que
la fonction exponentielle est de classe € et que sa dérivée est elle-
méme.
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5 Séries de fonctions

5.1. Convergence normale et intégration

Rappelons ce théoréme établi dans le chapitre précédent.

Théoréme 15

Soit a un point de I'intervalle I, (u,) une suite d’applications continues
sur I, avaleurs dans K. Si la série de fonctions Zun converge nor-
malement sur tout segment de / alors, pour tout x de [ :

/X iun(t) dr = i </xu,,(t)dt>
a 0 0 a

Exemples
1 - . o
B Vrie]l-11][ T— = Zt”. Les hypotheses du théoreme ci-dessus
0
sont vérifiées, donc :
12 4y > 1
/ ——=n2=)
o l—t 2m*l(n + 1)
0

0k
t
B VieR e = E o De la méme fagon, nous obtenons, pour tout x :
5 k!

X , X e tk e xk+1
e'dr = — | dt = — =" -1
/0 /0 — I Z(k+1)!

0

» Pour s’entrainer : ex. 8 et 9.

5.2. Dérivation des séries de fonctions

Théoréme 16
Soit (u,) une suite de fonctions de / dans K telle que :

e pour tout n,u, estde classe C! sur I;

e la série de fonctions E u, converge simplementsur /;

e la série de fonctions E u!, converge normalement sur tout segment
de 1.

Alors, la fonction somme S de la série de fonctions Z u, estde classe
C' sur I et:

Vxel S(x)= Z“;(X)-
0

Rapport Mines-Ponts, 2000

« Le théoreme de dérivation terme
a terme d’une série de fonctions
n’étant pas souvent pas appliqué
correctement, de nombreux candi-
dats n’ont pu démontrer que la
fonction  était de classe C* sur
R. »

Les éleves de PSI savent que ce
théoréme s’applique des que la
série de fonctions converge uni-
formément sur tout segment de /.

Rapport E4A, 2002
« les théoréemes d’interversion
série-intégrale ne sont pas toujours
bien maitrisés. »



6. Lien entre dérivation et intégration

Sous ces hypothéses, en notant DS = S’, on peut également écrire : PN .
M ’ §=5, p g Pour les éleves de PSI, ce ré-

sultat est une conséquence du

o0 o0
théoréeme 14. Le théoreme s’ ap-
D g u, | = g Du,,. . R L. P
5 5 plique deés que la série de fonc-
tions converge uniformément sur

Démonstration tout segment de /.

On applique le théoreme 15 a la série de fonctions normalement convergente :

/
E Uy,.

Corollaire 16.1

Soit k € N* U {+oo} et (u,) une suite de fonctionsde I dans K telle
que :

e pour tout n,u, estde classe ek sur 1 ;

e la série de fonctions E u, converge simplement sur /;

e pour tout entier non nul p < k, la série de fonctions Z uﬁ{’ ) converge
normalement sur tout segment de /.

Alors la fonction somme S de la série de fonctions Z u, estde classe
ek sur 1 et, pour tout entier nonnul p < k :

Vel SV => ul ().
0

A pplication 6

1 > (_1)n+1
Les fonctions {(x) = Z ey et u(x) = Z R
1 1
1) Montrer que la fonction { est de classe €™ e la série de fonctions Z u, converge simple-
sur ]1,+o00[ et calculer ses dérivées successives. ment sur ]1,+oof[ ;

2) Etudier cette fonction et tracer son graphe. esi p>1etl <a<b, pourtout x de [a,b],

3) (PSI) Montrer que la fonction u est de classe ona:

C> sur 10,+o00[ et calculer ses dérivées succes-

sves. (= Inn)’n™| = (Inn)’n=" < (Inn)’n"7%
4) (PC) Montrer que la fonction pu est de classe

@™ sur 11,+o00[ et calculer ses dérivées succes- L. po—a
et la série E (Inn)?n~“ converge.

sives.
1) La fonction ¢ est définie sur ]1,+oo[. Cher-  Donc, lasérie de fonctions Z u? converge nor-
chons si elle vérifie les hypothéses du corollaire malement sur tout segment de ]1, +o0][.

16.1. Posons u,(x) = n~*

Nous remarquons que :

pour x & ]I,+00l. Lafonction ¢ estdoncdeclasse C> sur ]1,+o00[

et, pour tout x de ]1,+oo[ ettout p > 1, ona:
e pour tout n de N*, la fonction u, est de
classe €% sur ]1,+oo[ et,si p>1 :

(P =) (~Innyn~
1

uP(x) = (—Inn)’n™";
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o0
2) En particulier, '(x)= Z(f Inn)n™™ et
> |
P = Z(— Inn)’n~*. La fonction ¢ est
1
donc décroissante et convexe. Nous savons que

lim {(x) =+c0 et lim {(x)=1
x—1* X—+00

Avec Maple :
> plot(Zeta(x),x=1..10) ;
A

=V

2 4 6 8 10
Doc. 5. La fonction ¢ .

3) (PSI) Posons v,(x) = (—1)y"*'n=*
pour x € ]0,+o0[.
Nous remarquons que :
e pour tout n de N*, la fonction v, est de
classe €% sur 10,+oo[ et,si p>1;
u () = (1" (= Inn)” n =
e la série de fonctions Z v, converge simple-

ment sur ]0,+oo[ car elle vérifie, pour tout x de
10, +oo[, le critere spécial des séries alternées.

Soit p > 1 fixé, pour tout x de ]0,+oo[ et tout
n de N*, ona:

VP (x) = (= 1) (= Inn)’n".

Montrons que la série numérique :

> (=D nny n

est, lorsque x est fixé, une série alternée vérifiant
le critere spécial. Dans ce but, notons v la fonc-
tion définie sur R*™ par v(r) = (In1)”r~*. Cette
fonction est dérivable et :

V()= nt)? '+~ (p —xInr)

Lorsque n est supérieur a exp (E) , la fonc-
X

tion est décroissante. La série numérique
Z(f 1Y**P(Inn)?n=" vérifie donc le critére spé-
cial. La série de fonctions associée converge sim-
plement sur ]0, +ool.

e Considérons ensuite 0 < a < b, p > 1 fixé
et x dans [a,b]. Si n > exp (E), alors la sé-

a
rie Z(fl)"””’(ln n)’n™* vérifie le critere spé-

cial et :
|R.(x)| < |(—In(n + 1)P(n+ 1)~

<(In(n+ D)Y’n+1)"¢

Donc, la série de fonctions Z v'”) converge uni-
formément sur tout segment de 0, +o0l.
La fonction u est donc de classe €% sur

10,+00[ et, pour tout x de ]0,+oco[ et tout
p=>1,ona:

oo

pP ) =D (=1 (= Inn)y’n "

4) Procéder comme dans la question 1).

5.3. Un exemple important : la fonction exponentielle

On fixe z dans C et on définit 'application u, :
u,: R—C

t—up(t) =

n_n

t"z
n!

1) Montrer que la série de fonctions Z u, converge simplement sur R.

2) Montrer que la série de fonctions Z u, converge normalement sur tout
segment de R.
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3) Montrer que la fonction somme de cette série de fonctions que I’on notera e,
est de classe C™ sur R et est la solution de I’équation différentielle linéaire
y'(t) = z y(t), vérifiant la condition initiale y(0) = 1.

Lorsque z =0,up =1 et u, =0 pour n > 1. Les questions 1, 2 et 3 sont
immédiatement résolues.

Supposons donc z # 0.

1) Pour t = 0, la série Z u,(0) converge.
Pour ¢ # 0, on peut appliquer la régle de d’Alembert.

Up+1 (t)

|tz
u,(t)

= et
n+1 n—+o0o

Up+1 (t)

=0<1
u, (1)

Donc la série numérique E u,(t) est absolument convergente.

2) Soit [c,d] unsegmentde R.
Notons R = max(|c|,|d]|). Alors [c,d] C [-R, R].

Pl Rl

X

Vi€ e, d] |un(t)| = = .

La série de fonctions E u, converge normalementsur [c,d].

3) Pour tout n, la fonction u, est une fonction polynéme de la variable 7,
elle est donc de classe €' sur R.

La série de fonctions E u, converge simplement sur R.
nt'"— 1 "

n :Zun—l(t)~

dugy du,
P =0, — = _
our n =0, a7 0, etpour n > 0, a7 (1)

Or, la série de fonctions E u, converge normalement sur tout segment de

R, donc la série de fonctions E zZu,_; aussi. Ainsi, la série de fonctions

du
Z d—tn converge normalement sur tout segment de R.

Nous pouvons donc appliquer le théoreme et conclure que la fonction e,

somme de la série de fonctions Z u, estde classe @ U sur R et est telle
que :

de, = du, =
VieR dt(’):; dt(z)zzl:zun_l(t)zzez(t)

De plus, ¢,(0) = 1.

Donc e, est bien la solution de 1’équation y’ = zy vérifiant la condition
initiale y(0) = 1.

Pour conclure que e, estde classe C°°, il suffit de rédiger une récurrence en
partant de e, estde classe e et eg =ze;.

» Pour s’entrainer : ex. 10.

6. Lien entre dérivation et intégration
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Bl FICHE METHODE __

@® Soit f une application continue de / dans E et de classe ! par morceaux sur /.

Pour montrer une propriété ou une inégalité sur f , penser a écrire :
X
Vaner fw- f@= [ roa
a

@® Pour montrer qu’une application f de [a,b] dans E, de classe e sur [a,b[, est de classe
e sur [a, b], on peut montrer que :

f estcontinue sur [a,b] et f’ aunelimite | (I € E) en b.

@® Pour montrer qu’une application f de [a,b] dans E, de classe ek sur [a, b[, est de classe
ek sur [a, b], on peut montrer que :

f estcontinue sur [a,b] et, pourtout » de [1,k], f(’) aune limite /, (/. € E) en b .

@® Pour calculer un développement limité, on peut :

utiliser les opérations sur les fonctions admettant un développement limité ;
utiliser la formule de Taylor-Young, si la fonction est facile a dériver;
intégrer le développement limité de  f” .

@® Suites de fonctions (PSI)

Soit ( f,) une suite de fonctions de I dans K convergeant simplement vers [ sur [ .
Pour montrer que f estde classe @' sur I, il suffit d’établir les deux propriétés suivantes :

pour tout n, f, estde classe e sur I ;

la suite ( f)) converge uniformément sur tout compactde I vers g.
Lorsque ceci est réalisé,ona: g = f’ .

@ Séries de fonctions

Soit (u,) une suite de fonctions de / dans K telle que la série de fonctions Z u, converge sim-
plement sur 7 vers S.

Pour montrer que S est de classe @' sur I, il suffit d’établir les deux propriétés suivantes :

pour tout n, u, estde classe C' sur 1 ;

la série de fonctions Z u,, converge normalement (PSI uniformément) sur tout segment de 1.

o0
Lorsque ceci est réalisé,ona S’ = E ul,.
0



6. Lien entre dérivation et intégration

Y

1. Suites récurrentes et point fixe

B A. Le théoréeme du point fixe

(E, || ) estun espace vectoriel normé de dimension finie, F estunferméde E, f une applicationde F dans F
qui est contractante (k-lipschitzienne avec k < 1).

1) Justifier que, pour tout élément uy de F, on peut définir une suite (u,) telle que :
VneN wup = f(un) (1
Dans la suite de cette partie, u, est fixé dans F et la suite (u,) est définie par (1).

2) Démonstration de la convergence de (u,) (PSI)

Montrer que la suite (u,) est une suite de Cauchy de (E, || ||) ; en déduire qu’elle converge vers un élément [ de
F. Les étudiants PC admettront ce résultat.

3) Montrer que le point [ est I’'unique point fixe de f.

4) Prouver que, pour tout entier n :
kn
1—k

Cette question complete le résultat de convergence par une indication sur la vitesse de convergence.

[l = 1| < o — ui

B B. Points fixes attractifs, points fixes répulsifs

Dans cette partie et dans la suivante, I estun intervallede R d’intérieur non vide et f une applicationde [/ dans
I. On suppose que f admet un point fixe, noté £.

1) Soit uy unpointde I et (u,) lasuite récurrente définie par u,.; = f(uy).
Montrer que, si pour un entier N,uy = ¢, alors la suite (u,) est constante a partir du rang N.

On dit qu’un point fixe ¢ de f est attractif s’il existe un réel @ > 0 tel que, pour tout uy de [[ — o,/ +a] NI,
la suite récurrente définie par u,,; = f(u,) converge vers /.

On dit qu’un point fixe ¢ de f est répulsif si toute suite récurrente (u,+; = f(u,)) qui converge vers £ est
nécessairement stationnaire.

Dans la suite, on suppose f de classe e' sur 1.

2) Montrer que, si | f'(1)] < 1, il existe unréel a > 0 tel que larestrictionde f a J =TI N[ — a,f+ a] soit
une application contractante de J.

En déduire que ¢ est un point fixe attractif de f.
3) Montrer que, si | f/(¢)| > 1, alors ¢ estun point fixe répulsif de f.

4) Les exemples suivants montrent que, lorsque | f'(£)| = 1, tout est possible.
Etudier, pour chaque exemple, si le point fixe ¢ est attractif ou répulsif :

a) f(x)=—x>+3x—1 et (=1

b) f(x)=e% D et £=1;

¢) f(x)=Arctan(x) et (=0 ;

d fx)=x>+x et (=0
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e) f(x):%+0,5(x71)2 et (=1;

) f<x>=%—o,s<x—1)2 ot (—1:

B C. Vitesse de convergence pour un point fixe attractif
Dans cette partie, on suppose que | /()| =y < 1.

On sait, d’apres la deuxieme partie, que ¢ est un point fixe attractif de f. On suppose connuunréel a > 0 tel que
f soit une application contractante de J =1 N[{ — a,f + «].

Dans la suite, u( estchoisi dans J etlasuite (u,) est définie par u,. = f(un).

1) Dans cette question, y # 0.
Soit € unréel >0 telque y—e >0 et y+e < 1.

Prouver I’existence d’un entier n tel que :
VpeN (y—e)lu, — ) < |upsp — £ < (y+ &) |uy, — £
La minoration (y — &€)”|u, — | < |u,+p — | prouve que I’on ne peut guére faire mieux.

2) Dans cette question, v =0 et f estde classe e

Onnote M =sup| f"(1)|.
1eJ

a) Etudier bricvement le cas o M = 0.

b) Prouver I’existence d’un entier n tel que :

2.”
2 1
— < — | —
VpeN |upp—{ < I (10)

Pour simplifier, on peut dire qu’a partir du rang n, a chaque itération du calcul de u; on double le nombre de
décimales connues dans 1’approximation de ¢ par u;. Attention, toutefois, aux cas particuliers.

La vitesse de convergence est beaucoup plus rapide que dans le cas précédent.

ys

2. Calculs approchés d’intégrale, majorations de I’erreur

Les sommes de Riemann permettent de réaliser le calcul approché d’intégrales. Cette méthode élémentaire est appelée
méthode des rectangles. Son efficacité numérique est assez limitée car I’incertitude est un O (—) , ainsi que nous
n

le montrons dans I’exercice 10 du chapitre 5 .

Dans ce TD, nous exposons trois autres méthodes simples de calcul approché d’intégrales. Pour deux d’entre elles

(méthodes des trapezes et des tangentes), I’incertitude est un O —2> ; pour la troisiéme (méthode de Simpson)
n

1
c’estun O (—4> .
n
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6. Lien entre dérivation et intégration

B A.La méthode des trapézes et la méthode des tangentes

Dans cette partie, f est une application de classe C? de [a,b] dans C et My = sup | f(1)].
t€la,b]

La méthode des trapézes

(b —a)( fla)+ f(b))
2

1.a) Interpréter en terme d’aire de trapeze.

—a) f;a) + ) _ /” (t — a)2<r =D eniyay

b) Montrer que : / fydr —

¢) En déduire que :

b 3
(b—a)( fla)+ f(b)| _ My(b—a)
dr— < .
/a f@di . =
2) Prouver que, pour tout entier n > 0, ona:
—1
f(a) AL My (b — a)’
d k < .
/ fodr = l kz:: “r 2 1212
La méthode des tangentes
3) En vous aidant d’un schéma, prouver que :
PN
/ fOdi—b-a)f (a”’) RO

4) Prouver que, pour tout entier n > 0, ona:

b b—a < 11b—a My(b — a)®
[ a2t (s k5] 5 )‘<T

5) Prouver que, si f estconvexe (ou concave) sur [a,b], alors les deux approximations précédentes de / f@)dtr

en fournissent un encadrement.

B B. la méthode de Simpson
Dans les deux méthodes qui viennent d’étre exposées, on approxime d’abord I'intégrale de f sur [a,b] par une
formule utilisant la valeur de f en un (ou deux) point(s).

La méthode de Simpson donne une approximation de I’intégrale de f en utilisant, au départ, trois points d’interpo-
lation.

Dans la suite, pour toute application f continue de [a,b] dans C, on note :

b —_
A(f)z/ f(r)dr—”—[f(a) 4f( >+f<b)]

k
b
1) On pose Py(t) = (t — a;— )

Calculer A(Py) pour k dans {0,1,2,3}.
En déduire que A(P) = 0 pour toute fonction polyndme P de degré < 3.

Thomas Simpson, mathématicien anglais (1710-1761).

1l exerce le métier de tisserand, apprend seul les mathématiques, écrit et publie plusieurs ouvrages de mathématiques a partir de
1737. Sa formule parait en 1743 dans le cas des arcs de parabole. Elle était toutefois déja connue de Cavalieri en 1639. Le grand
mérite de Simpson est d’avoir pensé a découper [a,b] en n morceaux pour améliorer I’ approximation.
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2) Dans cette question et dans la suivante, f est une application de classe C* de [a,b] dans C.
Onnote My = sup | fP()| et:

t€la,b]
x —
R = [ 0,
a) Prouver que A( f) = A(Ry). ’
b) Montrer que :
My a+b 4
Vx € la,b] |Rs(x)| < ar (x ~— > )
s My(b — a)’
En déd A < —.
n déduire que |A( f)| =20
My(b — a)’ My(b — a)’
Remarque : Un travail plus fin permet de majorer |A( f)| par % au lieu de %.

La recherche de ce meilleur majorant n’est pas dans [’esprit des sections PC et PSI. Aussi, nous contentons-nous de
signaler ce résultat.

My(b — a)?
2880

On ne peut donc pas améliorer cette majoration valable pour I’ensemble des fonctions de classe (Gal

Les amateurs de calculs vérifieront aisément que, si f = P, alors |A( f)| =

3) Pour tout entier n > 0, on pose :

Su(f) = [f(a)+2z f <a+kb—) + f(b)
1|b—a
+4kz_;f<a+[k—§] p ﬂ

Prouver que :
My(b — a)’

b
/af(t)dt*Sn(f) S 50

4) Comparez avec votre calculatrice les valeurs approchées obtenues par ces trois méthodes pour :

/Owsin(t)dt
A lgorithmiyne, TD 7

La méthode de Newton, résolution d’équations numériques.

B Partie mathématique. Algorithme de Newton-Raphson.

Si f est une fonction numérique continue sur Ja, b[, telle que f(a)f(b) < 0, alors nous savons qu’il existe ¢
dans [a,b] tel que: f(c) = 0. Quelques dichotomies permettent d’approcher ¢ par unréel x, , mais cette méthode
converge lentement.

On cherche alors une fonction g , définie telle que :
f) =0 gx)=x

sur un intervalle contenant xo et c¢ , k-contractante (¢f TD1),
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6. Lien entre dérivation et intégration

La suite définie par uq et, pour tout n entier, u,,; = g(u,) , converge vers c . La convergence est d’autant plus
rapide que k est proche de 0.
Si f estde classe C! sur [a,b], la fonction g est alors choisie de la forme : g(x) = x

de f'(c).
Toutefois f'(c) n’est pas connu, mais, lorsque f’ ne s’annule pas au voisinage de ¢, le choixde a = f/(x) y
remédie.

,avec « proche

)
o

¢ est alors un point fixe attractif pour la fonction & définie par :

X
h(x) =x — f/( ).
J'x)
La suite définie par x¢ et, pour tout n : x,.; = h(x,) converge vers c et la convergence est quadratique. Le

nombre de décimales correctes est approximativement doublé a chaque itération.
L’expression de la suite correspond a une linéarisation de la fonction f au voisinage de x,, .

En effet, si x,, est calculé, on cherche x,.; tel que:
fne) =0 = f(xy+h) = f(xy)+ f'(x)h + he(h).

En négligeant le terme he(h) , on obtient h = x,,41 — X, , pUiS X471 -

3

Cette méthode a été exposée en 1669 par Newton pour la résolution de I’équation x> —2x —5=0,avec xo =2 .

La formule de linéarisation est due a Raphson en 1690. L’interprétation géométrique est simple. La fonction est
approximée par sa tangente.

> plot ({x73-2*x-5,10*x-21} ,x=2..2.2);

0.5+

R 202 204 206 2.08 2.1 212 214 216 218 2.2

-0.5 +

B Partie informatique.

En calcul formel, les nombres flottants (décimaux) sont représentés par des couples (m,e) d’entiers, respectivement
la mantisse et I’exposant.

Tous les calculs flottants en grande précision (précision de la machine) sont basés sur les calculs entre grands entiers.
Les algorithmes entre grands entiers réalisent les calculs élémentaires comme la somme, la différence et le produit.
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Le premier qui ait mis au point une méthode de multiplication rapide semble étre A. Karatsuba. Il remarque en 1962
qu’un entier de taille 2k peut s’écrire a + b10* La multiplication de deux tels entiers :

(@ +b10%(c +d10") = ac + [(a — b)(c — d) — ac — bd]10* + bd 10%*

nécessite donc trois multiplications d’entiers de k chiffres, plus des décalages et des additions.

1) En utilisant la méthode de Newton-Raphson, indiquer un algorithme de calcul de I’inverse d’un entier n’utilisant
que des additions et des produits.

> restart:b:=11234567890: x:=10~(-10): to 3 do x:=2*x-b*x"2; od;
_ 876543211
x'_>10000000000000000000
- 889903113378401366139102931
x.—-10000000000000000000000000000000000000

= 890109842964375156914321919557643785687481429337130104118073571
v 10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

> b:=11234567890:Digits:=20: x:=107(-10): to 6 do x:=2.*x-b*x"2;

od;

>
x :=.876543211000000000010 "
x = .8899031133784013661410 '
x :==.8901098429643751569310 '
x :==.8901098909999974086410 '
x == .8901098910000000009110
x == .8901098910000000008710

> 1./b;

.8901098910000000008910

2) Indiquer un algorithme de calcul de V2.

Modifier cet algorithme pour prendre en compte le nombre de décimales calculées. Comparer avec la version précé-
dente.

> £(x)=x"2-2; x(n+l)=x(n)/2+1/x(n)
> restart:x:=7/5:st:=time(): to 5 do x:=x/2+1/x; od;time()-st;
99
X ="
70
19601
X =
13860
768398401
T 543339720
~ 1180872205318713601
e 835002744095575440
- 2788918330588564181308597538924774401
v 1972063063734639263984455073299118880

0




6. Lien entre dérivation et intégration

Linstruction Maple suivante donne 1000 décimales exactes de racine 2. Nous vous laissons la joie de les découvrir.

> restart:Digits:=1000:x:=1.4:st:=time(): to 9 do x:=x/2.+1/x:
od:R:=x;evalf (sqrt(2)) ;time () -st;

3) Indiquer un algorithme de calcul de la racine k-ieme d’un entier m > 0 .

> f£(x)=x"k-m et x(n+l)=(k-1)x(n)/k+mx(n)*(1-k)/k.
> restart: x:=3/2: k:=3: m:=5: to 4 do x:=(1-1/k)*x+m/k*x”* (1-k) ;
od;
47
X = ;
306061
¥ 7178929
~85982094476505407
o 50282628861668427
1906976194409842798920507776545608642156463726160701

T 1115206443760798337077626618277067277279580809462369

> restart: Digits:=1: x:=1.5: k:=3: m:=5: to 6 do
Digits:=2*Digits: x:=(1-1/k)*x+m/k*x”*(1-k); od; evalf(5*(1/3));
Digits =2
x:=18
Digits == 4
x:=1.715
Digits := 8
x = 1.7099906
Digits :== 16
x = 1.709975946802264
Digits =32
x = 1.7099759466766969893623295134493
Digits := 64
x :=1.709975946676696989353108872543860109868104830668576167181479842
1.709975946676696989353108872543860109868055110543054924382861707
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Lxercice réspln

Une série de fonctions

ENONCE

—nx

On considere la série de fonctions de terme général u,(x) = o2 sur RY.
n

1) Montrer que la série converge normalement sur R*. Qu’en déduisez-vous ?

o —nx

e

2) Montrer que la fonction S = E Tom est de classe €% sur R**.
n

0

3) Montrer que S vérifie une équation différentielle simple du second ordre sur R**.
4) Montrer que la fonction S n’est pas dérivable en 0.
5) Calculer lim S(x).

X—+00

CONSEILS SOLUTION
7}1)6 1

1) Pourtout n de N, ettout x >0 : |u,(x)| = 2l S
n

Les fonctions u, sont continues sur R* et E Uy converge normale-
ment sur R*. Sa fonction somme, S, est continue sur R™.

On montre, pour tout k& > 1, la | 2)Les fonctions u, sontde classe € sur R* et, pourtout p > 1 :
convergence normale de la série des e—nx
dérivées k-iemes sur tout intervalle ul )(X) = (—n)’ 2l
[a,+oo[ avec a > 0.

Soit a >0. Vx € [a,+oo[ [uP(x)| <enl2
La série Z e "“n”~2 converge, la série de fonctions Z uP) converge
normalement sur [a,+oo[. Lafonction S estde classe €™ sur R**.

3) Pour tout x >0, ona:

§"(x) + S(x) = Zu”(x) + Zun(x) - Ze—m _ ﬁ

e e nx
4)P 0, S(x)= —-n—— .
) Pour x > (x) Z( n1+n2>

0

D tout N de N* : [§'(x)| =
onc pour tou e |S(x)] ;( 1+n2> Zn“_nz

> A etil existe

Soit A > 0, il existe un entier N tel que E o2
n
0

a >0 tel que, pourtout x de [0,af ettout n < N, ona e ™ >

N —

Finalement, on obtient :
A
YVA>0 INEN Ja>0 Vx [0 af |S’(x)|>5.
En d’autres termes : lin%) S'(x) = —o0.

Le graphe de S admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.

5) La convergence normale sur R* de la série de fonctions E u, permet

L . B ) e X B
d’écrire: lim _S(x) = zo: (xl{{rnoo 1 +n2> =1

188



Exercices

X
/I .~ Soit F lafonction définie par F(x) = / In(1+xz)dz.
- 0

Etudier la dérivabilité de F.
Indication : Poser u = xt.

Zj‘ Soit

o
telle que :

f une application continue de [a,b] dans R

b
/ f@dr #D0.

On fixe un entier n > 0.
Prouver ’existence d’une famille (x,;)icjo.y de réels telle
que :

o a=Xpo < Xp1 <. <Xnn:b 5

Xn.i

e Vie[Ln] f()dt = — /f(z)dt

Xni—1

?w’ Calculer les primitives des fonctions suivantes en préci-
sant le domaine de définition.

1) f(x) = [sin(2x) — 2 cos(3x)]e".
2) g(x) = xArccos 2()c).

/4
é;“ Calculer I = / ds

o cos(t)® +cos(r)

é:*' Calculer une primitive de

el

Indication : (2t + 1> et @t + 1)/?
entieres de (27 + 1)]/6.

sur

@t + 123 — 2t + DI/2

sont des puissances

=7 Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R, déri-
vable en 0.

Montrer que la fonction F  définie sur ]O,1]

1 X
F(x) = = / t f(z)dt peut étre prolongée en une fonction
x= Jo

par

de classe @'

i

- Soit f une fonction de classe @' de R dans R*
et a unélémentde ] — oo,0[ U{—0o0}.
/
lim 4 & _
—+00 f(x)
Déterminer la nature de la série Z f(n).

sur [0, 1].

On suppose que

§ (PSI) Etudier la convergence de la suite (f,) sur [0, 1]
vers f.

Peut-on en déduire que :

[ 1= m [ 5

1) fu(x) = nx exp(—nx ) ;
2) fulx) =

2nx )
1+n2x*

3 fo=(1+2)

—nx

i
e

uniforme de la série de fonctions Z(—l)" —
n

(PSI) Déterminer les domaines de convergence simple et

Calculer la somme S de cette série.

/LQ On pose, pour x réel, u,(x) = nx". Calculer la
somme Zun(x) lorsqu’elle existe.
0

ﬂ Soit f une fonction continue de R* dans R, telle
que :

Jk>0 VxeR* f(x)gk/x f(Hde
0

Montrer que f = 0.

/L%Z On considere 1’arc défini par :

{ x(t) =
e o
() =

1) Tracer cet arc.

3
acos} © } (a > 0, fixé)
asin’(t)

2) On le découpe en n arcs de méme longueur délimités par
les points Mo, M1, ..., My—1, M,.

Déterminer la limite de Z OM

4””5‘.“*

dans C. Onnote M = sup |g"(1)|.
t€lab]

1) Soit g une application de classe @’ de [a,b]

Montrer que :

g(b) + 5(@) — 2g (‘”b)’ <

Mo — a)’
5 ;

4
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Indication : utiliser I’égalité de Taylor avec reste intégral.
2) Soit f wune application de classe @ de [0,1] dans C.

On pose :
B (5
k=0
— 2% + 1 k
(52 6)]

Un = g
k=0

Montrer que les deux suites (u#,) et (v,) convergent vers une

méme limite que 1’on déterminera.

Indication : Etudier u, + v, et uy — vy.
3) En déduire

@n+1)(2n +3)...(4n — 1)
n—ioo 2M)2n +2)...(4n —2)

iLé; Trouver toutes les fonctions de classe €G> de R dans
R telles que :

Vx €R f(x)+/x(x—t)f(t)dt:1 1
0

£3
'ZI:,_.-S»' Dans cet exercice, E = R3[X] et, pour tout réel x
ettout €lément P de E, onpose fi(P)= P(x) ainsique

b
(D(P):/ P(t)dz.

Dans la suite, a,b et ¢ sont trois réels distincts.
N.B. : L'utilisation du calcul formel est intéressante.

1) Montrer que les quatre formes linéaires fu, fp, fo et @
forment une famille libre de E™ si, et seulement si,

b
/ (t —a)t —b)(t —c)dr #0.

2) Trouver une condition simple liant a, b et ¢ pour que

b
/ (t —a)t —b)(t —c)dt =0.

b
3) On suppose que / (t —a)t —b)(t —c)dt = 0.
Déterminer o, S et y telsque:

D=afo+Bfo+7vfe

b
En déduire une expression simple de / P(t)dt valable pour
a

tout polyndme de degré < 3.

/Lé Dans cet exercice, £ = CO(R) et, pour tout élément
f de E, on définit I’application @( f) en posant :

B f)(x) = / if(de.
0

1) Prouver que @ est un endomorphisme de E.

190

2) Btudier I’injectivité et la surjectivité de .

3) Déterminer les éléments propres de @.

*
/!__,% 1) Montrer que, pour tout entier n > 3, 1’équation

x" = €' admet une unique solution sur [0, 7], notée u,.

2) Démontrer que la suite (u,) est convergente et préciser sa
limite L.

3) Déterminer un développement limité de u, a la précision
1
ol = |-

*
/!‘§.u 1) Montrer que, pour tout réel x > 0, on peut poser

. x2 eft2
For) = / :

2) Prouver que f estde classe C' sur R*™.

dz, et déterminer le signe de f(x).

3) Calculer f’ etprouver que f' s’annule une seule fois sur
R** enun point a de ]1,2[.

2
4) En utilisant la décroissance de la fonction (z — e~ "), dé-
terminer un encadrement simple de f(x) et déterminer les
limitesde f en 0" eten +oo.

5) Dresser le tableau des variations de f et donner 1’allure de
son graphe.

/L,,..-J Etude et graphe de la foncztlon définie par :
X dt
F(x) = —
@) /Y Int

sk
Z;PQ, On note E = C"(R,C) et on définit I’endomor-
phisme 7 de E par:

T(f)x) = / fde.
0
Par récurrence, on définit T° = Idg et, pour n >0 :
Tn+] —To Tn
1) Montrer que :

X n—1
VneN VxeR T"(f)(x):/ G-
y (-1

2) Déterminer Ker(7T") et Im(7") pour tout entier n > 0.

f(t)dt

En déduire que (7") induit un isomorphisme de CO(R, (©))
dans Im(T").

3) Déterminer les spectres de 7 et T2

4) Montrer que, pour tout élément f de E, la série de fonc-
tions Z T"( f) converge simplement sur R et donner une

expression intégrale de Z T"( f)(x).

n=1



Z;*‘:“" On considere la fonction f définie par :
oo =il
_ (=D""'n
[ = 213 —
1) Donner le domaine de définition de f. Calculer f(0).

2) Donner une expression de f(x) —In2 sous la forme de la
somme d’une série de fonctions.

En déduire la limite de f en +oo.

3) Montrer que f est continue, puis de classe €.

ki
Z‘;% Soit g une application continue de [0, 7] dans
R. Montrer que :

Vit e[0,T]

/ gw)du = lim E a
0 AR :

I
/ ekx(’*”)g(u) du
0

6. Lien entre dérivation et intégration

quand la série

o0 n
Zm;"'é Pour x réel, on pose f(x) = Z fl_z
converge.

1) Déterminer ’ensemble E de définition de la fonction f.

2) Donner pour la dérivée f "(x) une expression simple va-
lable sur | — 1, 1[. En déduire le tableau de variations de f.

3) On donne :

’1T2

fh=-.
Calculer f(—1).

4) Préciser les tangentes en x = —1 et x = 1 ala courbe
d’équation y = f(x).

5) Trouver I’ensemble D de définition de la fonction ¢ telle
que :

o) = f()+ f (*1:6)'

1
Calculer ¢'(x). En déduire la valeur de f <5> .
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192

Fonctions
intégrables

Iy

L’histoire de la théorie de l’intégration est typique
du cheminement des idées mathématiques.

Les mathématiciens du XVIII¢ siecle ont utilisé le

calcul différentiel et intégral sur des bases
intuitives.

En 1832, les travaux de Cauchy sur la notion de

limite lui permettent de définir rigoureusement
I’intégrale d’une fonction f continue sur un
segment [a, b].

En 1854, Bernhard Riemann, dans son mémoire

sur les séries trigonométriques, élargit le probleme

en cherchant a préciser les fonctions

auxquelles cette définition s applique. Il introduit
les fonctions intégrables au sens de Riemann, un
ensemble complexe, difficile a manipuler.

Au début du xX € siecle, Emile Borel définit les
ensembles de réels de mesure nulle.

Henri Lebesgue, dans sa these de 1902, reprend

certaines idées de Borel et fournit un cadre plus
simple a l’intégration.

Des théoremes puissants vont s’ appliquer aux
suites et séries de fonctions, ainsi qu’aux fonctions
définies par des intégrales.

Nous présenterons certains d’entre eux en nous
limitant a des fonctions continues par morceaux.

Nous avons déja défini la notion d’intégrale d’une
fonction continue par morceaux sur un segment.

Nous allons maintenant généraliser cette définition

a des fonctions continues par morceaux Sur un
intervalle quelconque.

OBJECTIFS

B Convergence d’une intégrale généralisée.
B Intégrale absolument convergente.

B Fonction continue par morceaux sur un in-
tervalle 7, intégrable sur /.

B Criteres d’intégrabilit¢é d’une fonction
continue par morceaux sur /.

B Espaces vectoriels normés de fonctions in-
tégrables.

B Théoreme de convergence dominée.

B Intégration terme a terme d’une série de
fonctions.

B Continuité d’une fonction définie par une
intégrale.

B Dérivabilité d’une fonction définie par une
intégrale.




7. Fonctions intégrables

I désigneun intervalle d’intérieur non videet K est R ou C. Les fonctions
considérées dans ce chapitre seront des fonctions continues par morceaux sur
I, avaleurs dans K.

Convergence des intégrales
généralisées

I.1. Intégrales convergentes

L’étude des séries nous a conduit a définir les séries numériques convergentes
et les séries absolument convergentes. Nous allons, en procédant de méme,
étendre la notion d’intégrale.

m Soit f € CM([a,b[,K)(b€R). Pourtout x de [a,b[, on pose: Nous travaillerons toujours avec
. des fonctions continues par

F(x) :/ f()dt. morceaux sur un intervalle 1.

a Lorsque I’intervalle [ consi-

déré n’est pas un segment de
R, les intégrales sont qualifiées

b
Si F aune limite 2 gauche en b, on dit que I'intégrale / f@dt (ou d’impropres ou de généralisées.
a
f(t)dt ) converge et on note :
[a.bl
b X
f@)dte :/ f@)dt = lim / f(@)dze.
[a,b[ a x—=b= Jq
B On définit, de manicre analogue,si f estune fonctionde CM (Ja, b], K), Lorsque I = [a,b], et f
_ b est dans CM([a,b]), linté-
(a € R), lorsqu’elle converge, I’intégrale / f= f. b
a Ja,b] grale / f définie dans le cha-

) pitre 5,aest la limite en b de
B Soit f unefonctionde CM (Ja,b[, K) ((a,b) eER ) et ¢ un point x
de Ja,b[ x — f). 1l est cohérent

a
d’utiliser la méme notation.

@ X
Si les fonctions (x — / f(@) dt> et <x — / f(@) dt> admettent
X @

une limite, réelle ou complexe, respectivement en a eten b, la somme

b
de ces limites est notée, de maniere impropre, / I= f. On dit
a la,b[

b
alors que I’intégrale / f (ou f ) est convergente.
a la,b[

Une intégrale généralisée qui ne converge pas est dite divergente.

Exemple

. .1 i .
La fonction [, +oo[— C,x — (21 — —2> e" est continue sur [, +oo[ .
X

X 1 2 eit2 * ei)c2 ei"ﬂ
2i— = | dr=|—| = - .
/1T 12 t X ™
m

. 4
. . 1 .2 e
lim (21 — —2> e dt =— .

x—+oo [ t T

Donc :
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+o0

L’intégrale /

m

.Y e
<21 — t_2> e’ dt est convergenteet :

+00 1 ) i’
/ (21——2> eldr = S
- t ™

En définitive, si / estun intervalle, et f une fonctionde CM(/,K), la
notation / f désigne :

esi [ est {m segment, I’intégrale définie dans le chapitre S ;

e sinon, lorsque 1’intégrale f converge, la valeur de cette intégrale

I
impropre.

1.2. Les exemples a connaitre

L o dy bdr
Les intégrales généralisées — et — sont appelées intégrales de
I o 1

a

Riemann.
+00 dt

B Nature de I'intégrale / i ou a estréel.
1

. . 1 .
Les fonctions f, définies sur [1,+oco[ par f,(x) = — sont continues sur
X

[1,+o0[.
e Si a = 1, alors I’intégrale diverge. Lintervalle [1,+oo[ n’est pas
e Si a # 1 alors, pour tout x > 1 borné.
X dt t_u+l x 1
— = | = — 1 — —a+l )
/] t4 [ a— 1] , a—1 ( * )
Finalement :
Rapport TPE, 2002

+00
L’intégrale généralisée — converge si, et seulement si, a > 1.
7 « On a ainsi vu des candidats af-
1

+00 ¢ 1 firmer (et méme tenter de demo;q—
“ I trer) intégrabilité de (x +— —)

1 a — B
sur 10, 1[. »

Dans ce cas :

1
o dr .
B Nature de I’intégrale / wa ou a estréel.
0

1
Les fonctions f, définies sur ]0,1] par f,(x) = — sont continues sur
xu
10, 17].
e Si a = 1, alors I’intégrale diverge. Lintervalle ]0,1] est borné,

mais les fonctions f, ne sont
pas bornées sur cet intervalle si

ld[ t7a+1 1 1 a>0
— = |- = (1—x17“).
. 18 a—-1], 1l-a

e Si a # 1 alors, pourtout x >0 :
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1
. dr . .
L’intégrale / ra converge si, et seulement si, a < 1. Dans ce cas :
0

o ¢

1—a’

1
B Nature de I'intégrale / In(r)d:.
0

La fonction définie sur ]0, 1] par f(x) = In(x) est continue sur ]0, 1].

Pourtout x >0 :

1
/ In(t)ds = [t In(z) — 1]} .

1
L’intégrale converge et / In(t)dt = —1.
0

+00
B Nature de I'intégrale / exp(—at)dt, ol a estréel.
0
Les fonctions  f,, définies sur [0, +oo[ par f,(x) = exp(—at), sont conti-
nues sur [0, +oo.
Si a = 0, 'intégrale diverge.

Si a # 0, pourtout x >0 :
X —an1?
/ exp(—at)dt = {M} .

0

a 0

+00
L’intégrale / exp(—at)dt converge si, et seulementsi a > 0.
0

1.3. Intégrales absolument convergentes.

Soit I un intervalle qui n’est pas un segment de R. On dit qu’une fonction
f de CM(/,K) a une intégrale absolument convergente sur / , ou est

intégrable sur I sil’intégrale / |f| converge.
I

L’ensemble des fonctions continues par morceaux et intégrables de I dans
K estnoté I(I,K).

Théoréme 1
Une intégrale absolument convergente est convergente.

Démonstration

Rédigeons la démonstration dans le cas ou I = [a,b] et K = R. Soit f dans
JI(I,R). Noussavonsque: 0< f+|f|<2|f]

X
La fonction (x +~ /(f + |fD@)dt) est croissante sur [a,b[, majorée par
a

b X
2 / | f|(r)dt . Elle admet une limite réelle en b. L’intégrale généralisée / f(dr

converge.

Lorsque la fonction f est a valeurs complexes, on utilise :

J = Re(f) +ilm(f).

7. Fonctions intégrables

L’intégrale généralisée :

+00 dt
0 t_a

est toujours divergente.

L’intervalle ]0,1] est borné,
mais la fonction In n’est pas
bornée sur cet intervalle.

Lintervalle [0,+oo[ n’est pas
borné.

La notation J(/,K) n’est pas
universelle. Vous rencontrerez
parfois LY(1,K).

Attention! Dans les ouvrages
de mathématiques plus avancées,
cette notation désigne un en-
semble plus vaste que I(/,K),
dans le cadre d’une théorie plus
complexe.

Ce résultat est admis en section
PC
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Théoreme 2
Une fonction f de CM(/,K) estintégrable sur I si, et seulement s’il
existe un réel positif M tel que, pour tout segment J contenu dans /,

on ait : /|f|<M.
J

Démonstration
Soit f une fonction de CM(7, K).
Si f estintégrable sur I, leréel M = [ |f(r)]d¢ convient.
1
Réciproquement, rédigeons dans le cas ot I = [a,b[. Pour tout a < x < b,
|f(r)|dr < M. La fonction croissante (x +— / |f()|dr) a donc une limite
a a
réelle en b. L'intégrale généralisée / |f(@)|dr converge.
Exemples

B La fonction f : (x — e ¥) est continue et positive sur R*. Si
[a,b] C R*, alors:

b
/ e 'dt =[-e"+e < L.

e 'dr=1.

+

Donc f estintégrable sur R*. De plus : /

2 .
B Lafonction f :(x+— |x|sin(x)e”" ) estcontinue sur R.

Sur R*, lafonction f estintégrable car, pour tout [a,b] C R :

—x2 - —a’ o —b? -
|f()ldx < [ xe ™ dx 5 e e <3

Elle est également intégrable sur R™ , car, pour tout [a,b] C R™

b b : 1
[ 1< [l ax <5

Elle est donc intégrable sur R.

» Pour s’entrainer : ex. |I.

En pratique, pour montrer que 1’intégrale converge, nous essaierons d’abord
de prouver que la fonction f estintégrable sur I . Lorsque I =]a,b[, I'in-
tégrabilité sur I de f équivaut a 'intégrabilité sur Ja,c] etsur [c,b[, de
f avec a <c <b.

Toutefois, il existe des fonctions non intégrables sur [ dont I’intégrale
converge.
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Rapport CCP, 2001
« L’intégrabilité¢ de B et vy estra-
rement convaincante. »

Rapport Centrale, 2000
«...Ce que l'on doit vérifier dans
le cadre strict du programme est
la continuité, ou la continuité par
morceaux de l'intégrande. »

Rapport Mines-Ponts, 2001
« De plus, on peut attendre de can-
didats au concours commun qu’ils
Jjustifient dans un premier temps
Uexistence des intégrales qu’ils ma-
nipulent. »

Rapport Centrale, 2001
« Les théoremes généraux sur l’in-
tégrabilité sont en général connus,
les définitions le sont beaucoup
moins! »

Rapport ENSAM, 2002
« La notion d’intégrabilité de fonc-
tions a valeurs complexes est mai-
trisée par trop peu d’étudiants. »



A pplication 1

On considere la fonction définie sur R* par
int
f(t):% sit#0, f(0)=1.

1) Montrer que la fonction f n’est pas intégrable
sur R*.

°° sint
2) Montrer que [intégrale / le est
0

convergente.

+00

3) En déduire que l’intégrale / sin(e')dt est
—00

convergente, mais non absolument convergente.

1) f estcontinue sur R*.

nw
Considérons les intégrales / | fl.
0

I Z/W g

—1 .
7”2 T sint ds
0 t+k1T
k=0
n

n
lim
n—+00 0

tégrable sur R™.

Donc, | f| = 400 et f n’est pasin-

2) Intégrons par parties. Pour tout x > 0 :
¥ sint 1 —cost]” *1—cost
[ g [l e,
o t t o Jo t

. 1 —cost
La fonction g : (t —_—

2 ) est continue sur

R** et prolongeable par continuité en 0. g est bor-
née et donc intégrable sur ]0, 1]. Pourtout ¢ > 1 :

2
<

1 —cost
2

Donc g est intégrable sur [1,+o0o[ car son inté-
grale sur tout segment contenu dans [1,+oo[ est
majorée par / dt

[1,+00[ t

7. Fonctions intégrables

L’ intégrale /
0

° sint
—dt¢
t

X
. sint .
L’intégrale / Tdt admet donc une limite fi-

0

nie lorsque x tend vers +oo et:

X : oo
sin ¢
—dr =
t 0
o0
1 —cost
[,
0 t

(t — sin(e")) est continue

. sin ¢
lim —dt
x—+o0 [o t

3) La fonction &
sur R.

Soit a et b deuxréels, b > 0.

Nous avons :

b e’
/ |sin(e")|dr = /
0 1

La fonction & n’est pas intégrable sur R*.
Mais :

sin u
du.

b el .
/ sin(e’)dt:/ Sy
a ed u
+00 o0 :
/ sin(e’) d ¢ :/ MY qu
— o0 0

+00
On en déduit que I’intégrale / sin(e’)d¢ est

— 00
convergente, mais non absolument convergente.
A

el 4

Doc. 1. (¢ — sin(e")).
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A pplication 2

n—1
Convergence et limite de la suite u, = Z
1

198

Critéres d’intégrabilité de fonctions
positives

2.1. Intégrabilité et primitives

Lorsqu’une primitive F de la fonction f est connue, son utilisation est tres
efficace.

Théoreme 3

Soit f une fonction continue par morceaux de I dans R* et F une
primitive de f sur /. Alors:

e [ estintégrable sur [ si, et seulement si, la fonction F est bornée
sur [ ;

e i f estintégrablesur /, ona:

/f: lim F(y)— lim F(x).
I y—sup [ x—inf [

Exemple

1
Fo = 1+2°

F : (t — Arctan 1) est bornée sur R. Elle est intégrable sur R et

/ dr
—s = .
r 1+12

Posons f est continue, positive sur R. Sa primitive

» Pour s’entrainer : ex. 2 et 3.

Etudier la suite définie par :
1
u, = e
Z k(n — k)

Posons  f(t) = sur ]0, 1[.

1
Vil —1t)

La fonction f est continue et positive sur ]0, 1[.
1

Son graphe admet la droite d’équation x = — pour

axe de symétrie. Une primitivede f sur ]O, I[ est
la fonction (¢ — Arcsin (2t — 1)) (doc. 2).

Avec Maple :
> int(1/sqrt(t*(1-t)),t) ;
Arcsin (2t — 1)

Doc. 2. Une primitive de f.

1
Vk(n — k)

Cette primitive est bornée sur ]0, 1[, donc f est
intégrable sur ]0, 1[.

— 1 1 1

D T
1n71 k ;<1 )
2 ()

E(n/2)
1 k
Posons v, = — Z f <—) . Lorsque n est pair,
n < n

2 . .
2v, = u, + — etlorsque n estimpair, 2v, = u,.

n
De plus, la fonction f est décroissante sur

o




7. Fonctions intégrables

AY Pour tout k& de HlE(%) — 1]] :
3 4
(k+1)
o 1 k 0
f<-r (—) < f
K % n n k=1
2 4
n 1 k "
Et pour tout k = E (—) —f (—) < f.
2 n n =1
1A Nous en déduisons : f<v, < / f
1 0
Puis lim f :/" f. Dot :
> » n—+oo [1 0
X n
01 1 1
no 2
Doc. 3. Comparaison intégrale et suite lim u, = lim 2v, = f=m.
n—+o00 n—+00 10,11

2.2. Comparaison a une série numérique (PS/)

Théoreme 4
Soit f dans CM(R*,R*), décroissante, alors la fonction f est inté-
grable sur R* si, et seulement si, la série Z f(n) converge :

feIR"RY) & Z f(n) converge.

Démonstration

Reportez-vous au chapitre 1 sur les séries numériques.

Exemples : Les intégrales de Riemann

. e 1 .
B Les fonctions f, définies sur [1,+o0[ par f,(x)= — sont continues
X
et positives sur [1, +oo[.

Lorsque a > 0, lafonction f, estpositive, continue et décroissante sur R™.
Le théoréeme précédent nous indique qu’elle est intégrable si, et seulement si,

. 1 . .
la série E — converge, donc si, et seulement si, a > 1.
n

Lorsque a < 0, lafonction f, n’estpasintégrable sur R* car ses primitives
ne sont pas bornées.

B Si b estunréel fixé, les fonctions g,, définies sur ]b,+oo[ par:

1

ga(x) = m,

sont continues et positives sur cet intervalle. Pour quelles valeurs de a sont-
elles intégrables sur [b + 1, +oo[ ?

n+l x

n—1

Doc. 4. Comparaison d’une inté-
grale a une série numérique.

Rapport Centrale, 2000
« Les erreurs les plus fréquentes

sont de croire que — est inté-

t2
grable sur R*. »

La fonction g, n’est pas inté-
grable sur ]b,+oo[. Elle est in-
tégrable sur ]b,b + 1] lorsque
a<1.
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Soit en reprenant le calcul précédent, soit en effectuant le changement de va-

riable défini par u = x — b, vous montrerez aisément que :

1
La fonction (.X — m

si, a > 1.

a) est intégrable sur [b + 1,+o0[ si, et seulement

» Pour s’entrainer : ex. 4.

2.3. Critéres d’intégrabilité de fonctions
a valeurs positives par comparaison

2.3.1 Croissance de Pintégrale

Théoreme 5 : Croissance de I’intégrale
Soit f,g dans €M (I,R*) telles que 0 < f < g.

e Si g estintégrable sur I, alors f estintégrablesur / et:

0</lf</1g-

e Si f n’estpas intégrable sur /, alors g nel’est pas.

Démonstration

Les criteres énoncés dans ce pa-
ragraphe sont des conditions suf-
fisantes d’intégration.

e Si g estintégrable sur /, alors, pour tout segment [a,b] contenu dans /, ona:

o</ f</ gg/g:M.
[a.b] [a.b] 1

Donc f estintégrable sur 7, et 0 < /f < /g.
I I

e Par contraposée, si f n’est pas intégrable sur /, g ne I’est pas.

» Pour s’entrainer : ex. 5.

A pplication 3

Deux calculs d’intégrale

1
1) Montrer que la fonction |t — —— | est
) auelaf < \/f<1+r2>>
t

intégrable sur R** et calculer

R VI +12)

2) Soit a > 0. Préciser pour quelles valeurs de

Arctan ¢
[23

a, lafonction <t — est intégrable sur

R*.

Arctan ¢t

3) Calculer /M Tdt

1) La fonction <t — i

1

—— | est continue et
(1+12)

positive sur R**.

De plus,
)
s

NG

Pour tout «

1
Vil +12)

! t la foncti
— (&) a roncuon
NG

est intégrable sur ]0, 1].

1 1

> 1, ona <
VIl +12) (1+12)




1
et la fonction (t — m) est intégrable sur

[1,+o0l.
1

Donc la fonction t— —
( Vil +1?)

> est inté-

grable sur R*™ .

o dr ) A dr
——— = lim 2 —_— .
0 \/l_‘(l+lz) x—too J1 (1+12) 2\/;

Effectuons le changement de variable u = /7 .

> dt _2/°° du w2
o Vil+) T )y (+uh 207

Avec Maple
> int(2/(1+u”4)),u=0..infinity) ;

V2
2

Doc. 5.

est continue et

Arctan t
2) La fonction |t — T)

positive sur ]0, +oo[.

7. Fonctions intégrables

Or, sur ]0,1], ona:

t'=¢  Arctan ¢
2 <—<

te

e,

La fonction (¢ — t'=%) est intégrable sur 10, 1]
si, et seulement si, a < 2.

Et, sur [1,+o0[,

1 Arctan ¢t w1
— < <

e S Tw Sam

tD[

S

1
La fonction (t — t_“) estintégrable sur [1,+oo[

si, et seulement si, a > 1.

Arctan ¢t

Donc la fonction |( f — est intégrable

sur ]0,+oco[ si, et seulementsi, 1 < a < 2.

3) Fixons 0 < & < A et intégrons par parties :

4 Arctan ¢ Arctan ¢ 4 dt
— 5 dtr=|-2
e 13/

+ 22—
Vil e Vi)
Puis :
°° Arctan ¢ & dt
———dt=2 - —a/2.
/0 e o Vid+?)

2.3.2 Intégrabilité et comparaison de fonctions
au voisinage d’un point

Théoréme 6

Soit b dans RU {+oo} et f,g deux fonctionsde €M ([a,b[,R*).
Si f =, O(g) et g estintégrable sur [a,b[, alors f est intégrable

sur [a,b].

Démonstration
Soit f et g deux fonctions de CM ([a, bl, R+) .
Si f =, O(g), alors:

dK >0 dc€la,b] Vx€le,b|

f estdonc intégrable sur [c,b[. Elle I’estsur [a, b[.

Corollaire 6.1

On obtiendrait un théoréme
analogue avec des fonctions
continues par morceaux sur
la,b], a € RU{—o0} et

Rapport Centrale, 2001

« Pour ['étude de [’intégrabilité,
on affirme (plus qu’on ne montre)

1
0< fx) < Kglx). qu’on a affaire a un o(t—z). Le

désarroi est grand lorsqu’on ne

peut pas conclure ainsi. Etudier
e sin x
Uintégrabilité de x — ——————
(x +sinx)
est un exercice insurmontable. »

Soit b dans RU{+0o}, et f et g deuxfonctionsde €M ([a,b[,RY).

Si f ~p g, alors f est intégrable sur [a,b[ si, et seulement si, g

I’est.
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2.3.3 Quelques exemples

B Considérons la fonction f définie sur [0, +oo[ par: A Approfondissez I’étude de ces

exemples, ils vous resserviront.
f@) =x"e™™ (meN,aeR"Y).

1

f est continue sur R*, positive. Au voisinage de +oo, f(x) = O (—2)
X

et la fonction g, définie sur [1,+oco[ par g(x) = est intégrable sur

;7
[1,+00[ ;donc f estintégrable sur [0, +oo[.

X na—at1* X
t"e n
/t"e_‘”dt[ ] +—/ "leT dr .
0 a 1o alJo
oo n oo
/ e dt = —/ e dr .
0 aJo

Une récurrence simple vous permettra de prouver que :

oo |
_ n!

e~ dt = .
0 an+1

B Soit la fonction f définie sur [1,+o0[ par f(x) =

De plus :

Donc :

el/x

1+x2

f estcontinue sur [1,+oco[, positive.
1

Au voisinage de +oo, f(x) = O —2> , qui est intégrable sur [1,+oc0[. f
X

est donc intégrable sur [1,+oo[.

B Soit a et b deuxréels (@ < b) et f une fonction continue par mor-
ceaux, positive et bornée sur [a,b[. Alors la fonction F définie sur [a,b[

par F(x) :/ f(t)dt est majorée. En effet :
Vx €la,b] Fx)< (b —a) sup f(1).
t€la,b[

f estdonc intégrable sur [a, bl.

1

Ainsi, la fonction définie sur ]0, 1] par f(x) = 1 — sin — est intégrable sur
X

10, 17].

» Pour s’entrainer : ex. 6 a 8.

A pplication +

Intégrales de Bertrand

Considérons les fonctions définies sur R™ \ {1} 1) Pour quelles valeurs de a et b, ces fonctions
: 1
par: | sont-elles intégrables sur } 0, 5] ?
xX)= ——,
fa,b( ) )Ca| Inx b
ou a et b sontdeux réels fixés. Ces fonctions sont 2) Pour quelles valeurs de a et b, ces fonctions
continues et positives sur R\ {1}. sont-elles intégrables sur [2,+o00[ ?

202



7. Fonctions intégrables

Attention! Contrairement a I’étude des intégrales O 1 ¢ a
de Riemann, dont les résultats sont exploitables
dans une copie ou pour résoudre un exercice, cet
exemple n’est traité que pour vous montrer des 1
méthodes trés importantes d’étude d’intégrabilité. Or, g. n’est pas intégrable sur ]0, —} . fap Me
Dans un probleme ou un exercice de concours, les 2

résultats suivants devront étre redémontrés.

Doc. 7. Choix de c.

I’est donc pas non plus.

1
L . . 1 Si a =1, soit x dans }0,—] . Alors :
1) Etudions I'intégrabilit¢ de  f,, sur |0, 5] 2

Si a # 1, nous allons comparer f,, aux fonc-

] / dr / du
tions g., définies par g.(x) = prd w2 1 Int[? in2nel] 40
Pour a < 1, en choisissant ¢ dansl]a, I[, on a, (en posant u = —Int).
au voisinagede 0: ——— = — .
g x| Inx|p o x¢ Lorsque x tend vers 0, |Inx| tend vers +oo et
‘ ‘ R nous sommes ramenés a une intégrale de Riemann
0 a c 1 sur [In2,+o00[. La fonction est intégrable si, et
Doc. 6. Choix de ¢ seulement si, b > 1.

1 2) Etudionsl’intégrabilité de fup sur [2,+o0[.
Or, g. estintégrable sur }05] ,  fap Destdonc

aussi. En procédant de maniere analogue, vous montre-

Pour a > 1, en choisissant ¢ dans ]1,a[, on a, rez que, lorsque a 7# 1, fup est intégrable sur
1 [2,+00[ si, et seulement si, a > 1, et lorsque

au voisinage de 0 : a =1, si, etseulementsi, b > 1.

x x4|Inxb )"

3 Propriétés de I'intégrale
3.1. Linéarité de l’intégrale

Théoréme 7
e J(I,K) estun K-espace vectoriel.

e [’application < f— / f) est une forme linéaire sur J(/, K).
I

3.2. Relation de Chasles

Théoreme 8

Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur deux inter-
valles [ et J. Si /U J estunintervalleetsi / N J estvide ou réduit
a un point, alors f estintégrablesur / U J et:

Jui = fr
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]

Démonstration

A pplication ;

Des équivalents

204

1) Soit f et g deux fonctions continues par
morceaux sur [a,b[(b € R U {+c0}), a valeurs
respectivement dans R* et dans C, telles que

g =» O(f).
a) Montrer que, si [ est intégrable sur [a,bl,

dlors /jg L0 ( /j f) |

b) Montrer que, si f n’est pas intégrable sur
[a, b[, alors /xg =, O (/Xf) .
2.a)En déduirz que, si f NZ g etsi f n’estpas
intégrable sur [a,b|, alors / g ~p /X f.

a a

* Arctan ¢

b) Donner un équivalent de / .
0

lorsque x tend vers +00.

1)a) llexiste K > 0 et ¢ dans [a,b[ tels que,
pour tout x de [c,b[ :

lg(0)| < Kf(x).

Alors, pourtout x > ¢, ona:

/xbg </xb|g|<1</xbf.
/xbgb0</xbf>~

b) Utilisons les mémes notations que dans la ques-
tion précédente.

X X C X
/g‘é/ |g|=/|g|+/ |g]
a a a C
C X
<[lelvx [ .
a Cc

D’ou:

Ces résultats se démontrent en utilisant des primitives de |f| et f sur I U J.

La fonction (x — / f) tend vers +oo lorsque

c
x tend vers b et / lg| estunréel fixé. Donc :
a

[emo([7)

2)a)Si f ~p g, alors f—g=po(f).
Démontrer, de méme que dans la question 1) b),

qu’alors :
/(f—g>=bo(/ f).
Donc /xfwb/xg.

b) La fonction <t —

Arctan ¢t .
e est continue sur

10, +oc[ et se prolonge en 0 par continuité.

Arctan ¢

De plus T "o T Donc elle n’est pas

2t
intégrable sur ]0,+oo[ et :

* Arctan ¢ * Arctan ¢
—df ~ip —dt
0 t 1 t

* Arctan t Y
——dt ~ —dt.
/, t +°°/1 2t

* Arctan ¢ ™
———dt ~io = Inx.

Or:

Soit :




3.3. Intégrale et continuité

Théoreme 9

Soit f une fonction continue, positive et intégrable sur /. L’intégrale
de f sur I estnulle si, et seulementsi, f estnulle.

Démonstration

f estune fonction continue, positive et intégrable sur /.

Supposons que / f = 0 et rédigeons la démonstration dans le cas o I = [a,b].
1

Pour tout x de [a,b[ :
I

o< [ r<[r=o.
[a.x]

7. Fonctions intégrables

Rapport Mines-Ponts, 2001
« Il convenait de préciser que la
fonction a intégrer était continue et

strictement positive. »

Rapport Mines-Ponts, 2001

« Un tracé rapide, direct ou a l’aide
de la calculatrice, de la fonction a

intégrer peut permettre d’orienter

son étude. »

f est continue et positive sur [a, x], elle est donc nulle sur [a,x]. Donc f est

nulle sur /.

A pplication 6

La fonction Gamma :

Le réel x étant fixé, on définit la fonction f sur
R** par f(t)=e "t* L.

1) Etudier son intégrabilité sur R**.

2) On définit sur R™ la fonction I" par

I'(x)= / e ' 1dr.
Montrer que :
Vx eR™ I'(x+1)=xI(x).

3) Expliquer pourquoi la fonction I’ peut étre
considérée comme un prolongement de la facto-
rielle.

1) f est continue et positive sur R**, que nous
allons scinderen ]0, 1] et [1,+o0].

Au voisinage de 0, f(r) ~ *~'. Donc:

fe€J300,1,R)< x >0.

1
Au voisinage de +oco, f(t) =o (t_2) . Donc :

feI(1,+o00[,R) .

f est intégrable sur R*™ si, et seulement si,
x> 0.

I'ix) = / e it ldy

2)Soit x >0, A>0 et € >0, fixés. Intégrons
par parties sur [g, A] :

A A
/ e 't"dr =[—e ]2 +/ xe 't dy
& &

A
= e AA e % +/ xe 'y
&

Lorsque A tend vers +oo et & vers 0, on ob-
tient :
lim e A" =0;
A—+00

Donc :

lime %e*=0.

e—0

I'x+1)=xI(x).

3) En particulier :

F(l):/ e 'dr =1,

puis par récurrence :

F(n+1):/ t"e”'dt = n!

Cette égalité nous permet de comprendre que la
fonction I, introduite par Euler, peut étre consi-
dérée comme un prolongement de la factorielle.
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3.4. Inégalité de la moyenne

Théoreme 10
Soit f une fonction intégrable de I dans K. Alors:

/If‘</1|f|-

3.5. Changement de variables

Théoreme 11

Soit f une fonction intégrable sur un intervalle / et ¢ une bijection
d’un intervalle J sur I, de classe C! sur J. Alors:

/If=/1foso|¢/|-

En notant a,b les extrémitésde J et aj,b; leslimitesen a,b respec-
tivement de ¢ :

by

b
Fyde = / Al F e,

ap

Démonstration
Nous allons effectuer la démonstration dans le cas ou J = [a, b[ .

Le G]—difféomorphisme ¢ est une application strictement monotone, on pourra sup-
poser que ¢ est strictement croissant. Dans ce cas, ¢ est de classe @' et ¢ est
strictement positive sur J, de plus :

1= [go(a), lim qo(x)[ = lg(a). Bl

Nous pouvons procéder par équivalence :
X

| f| estintégrable sur I si, et seulement si, lirr;;/ | f()]dr existe.
=P J @)
—1

X X)
Or lim/ | f(O)]dr= lin}a /¢ | foo)|e (u)du
@ =P Ja

x—f (a)

o (%) ,
:lim/ | £ o o) |¢' ()| du

x—pB
car ¢ est strictement positive sur J.
—1 . .
De plus, ¢ est continue sur /, aussi:

o)

y
lin}; | foew]|e @|du = }in},/ | f o e)|e (u)du.
xX— a y— a
¥
Or la limite link/ | f o o(u)|¢’'(u)du existe si, et seulement si, (f o @)¢’ est
intégrable sur J. "

Nous obtenons finalement | f| estintégrable sur 7 si, et seulement si, ( f op)p est
intégrable sur J.



7. Fonctions intégrables

Dans ces conditions :

x e
/f lim fHde = lirrzg/(p foewe w)du
1 = a

=B J o
= linz/' fooe (wydu = /(f040)€0/~
y—b J, J

Dansle casou ¢ eststrictement décroissante, :] lim ¢(x); go(a)] =18 ¢(a)]
x—b—

, ) ) Rapport CCP, 2001
et ¢ est strictement négative. L . .
« les intégrales simples deviennent
/f = lim /W) f(H)dt = lim ’ f o) u)du par leur convergence, et trop sou-
I =B ), =B J o1y vent leur calcul, un cauchemar par-

tagé par les candidats et les exami-

y y
= - lin}/ foowe w)ydu = lin}/ foo|e w|du = /(f o @)|¢']. nateurs. »
Y=o Ja Y=bJa J

* Int
Exemple : Calcul de / % dt
0 ac+t

. Int .
e Lafonction f:(t+— ——— | estcontinue sur ]0,+oo[.
a?+1t2

Int 1 s et Int 1
——~—=Int et —— =0 5.
a2+ 0 a2 a?+12 13/2

Cette fonction est donc intégrable sur ]0, +o0[.

De plus :

e La fonction (¢ — t = au) est bijective et de classe €' de R*™ dans
R**. Posons t = au, alors :

> Int *  In(au) Inaw 1 [ Inu
L PR L 1R L
/0 a’+1? /0 a2(1+u2)a T2 a/o T+u2

1
e La fonction (t — U= ?> est bijective et de classe e de 10,1] dans

[1,+0cc[. Posons u = 7 alors :

> Int ' Inu
dr = — ——du.
/1 1+12 /0 T+ "

Int
1+1¢2

' Int s — Ina w
0 (12+12 o a 2

» Pour s’entrainer : ex. 9. et 10.

+00
Nous en déduisons : / dtr =0, puis:
0

Espaces vectoriels normés
de fonctions intégrables

4.1. Lanorme N,

Les fonctions continues et intégrables sur / a valeurs dans K constituent un
sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel € (/,K) des fonctions continues
de I dans K.
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Cet espace vectoriel est muni de la norme N;, dite norme de la convergence
en moyenne , définie par :

N1(f):/|f|
1

4.2. Fonctions de carré intégrable

Une fonction continue, a valeurs dans K, f, est dite de carré intégrable
sur I lorsque | f|* estintégrablesur /. Notons E I’ensemble de ces fonc-
tions. C’est une partie non vide de C(/, K).

Théoreme 12

Le produit de deux fonctions de carré intégrable sur [ est intégrable
sur [.

Démonstration

Soit f et g deux fonctions de E.

Alors, fg estcontinue sur /, etde plus,

<3 (1P +1gF).

La fonction | fg| est majorée par une fonction intégrable sur I, donc est intégrable
sur /.

Théoreme 13

L’ensemble E des fonctions continues, a valeurs dans K, de carré inté-
grable sur /, est un sous-espace vectoriel de C(/, K).

4.3. Un produit scalaire sur E

Théoreme 14

e Lorsque K = R, D’application : <( fHe—(f|g= /fg) défi-
1

nit un produit scalaire sur 1’espace vectoriel des applications continues de

carré intégrable sur 7, a valeurs réelles.

e Lorsque K = C, I’application : ((f —(flg= /fg> définit

un produit scalaire complexe sur I’espace vectoriel des applications conti-
nues de carré intégrable sur 7, a valeurs complexes.

4.4. La norme N,

La norme définie par ce produit scalaire est appelée norme de la conver-
gence en moyenne quadratique, et notée N,.

1/2
VfeEE Nz(f)z(/1|f|2> :

Le produit de deux fonctions in-
tégrables sur I n’est pas néces-
sairement intégrable sur 7. 1l
suffit de considérer la fonction :
10,1] — R,
[ !

X = —

VX

etde prendre f = g.

La fonction f, définie sur R**
ar t) = ——, est continue
par  f(1) o7

et de carré intégrable sur R™™ et
non intégrable sur R** .

la fonction g définie sur R**
par :
1
— —1 si r€]0,1]
gny=< Vi
0 si t>1
est continue, intégrable sur R*™,

mais n’est pas de carré intégrable
sur R,




7. Fonctions intégrables

Théoreme 15 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit f et g deux fonctions continues et de carré intégrable sur /, alors:

[(£18)] < Na2(f)Na(g).

L’égalité a lieu si, et seulement si, f et g sont lies.

Corollaire 15.1
Soit f et g deux fonctions continues et de carré intégrable sur /, alors:

ICf | &) < Ni(fg) < Na( f)N2(g) .

Démonstration Augustin-Louis Cauchy (1789-

En effet : 1857), mathématicien francais.

I(flg)l</I|fg|=N1(fg):(|f| | gl) < N2 (| f1) N2 ([gl) = N2 f)N2(g)

Corollaire 15.2

Si (fu) et (gn) sont deux suites de fonctions continues de carré inté-
grable sur I convergeant en moyenne quadratique vers f et g, alors
(fa]gn) tendvers (f|g).

On dit aussi que le produit scalaire est continu pour la norme N,.

Démonstration

(fleo—(fule)=Cf=fil+(falg— g

Donc :

(f1—(fal gl <ICfF = ful DI+ | & — gl
No( f — fu)N2(g) + Na( fu)N2(g — gn).

Or lim M(f — fu)=0, lim Nao(g —gn) =0 et:

N IN

No(fu) = No(fu = [+ ) S No(f = fu) + N2 )

est bornée. D’ou le résultat.

» Pour s’entrainer : ex. I I.

A pplication 7

Familles de polynomes orthogonaux

Soit I un intervalle ouvert et non vide de R et On désigne par E [’ensemble des applications f
k une fonction continue de I dans R™ tels que, de I dans R, continues sur I et telles que la
pour tout entier n > 0, la fonction (x — xnk(x)) fonction (x — f2(x)k(x)) est intégrable sur 1.

est intégrable sur 1.
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Vérifier les assertions suivantes :

esi f et g sontdeux éléments de E, alors la
fonction (x — f(x)g(x)k(x)) est intégrable sur
I. E estun sous-espace vectoriel de 80(1, R);

e ['application :
E x E— R,

Y (e (fle) = /f(x)g(x)k(x)dx
I

définit un produit scalaire sur E.

1) a) Prouver que toute fonction polynome est dans
E.

b) Montrer I’existence d’une unique famille de po-
lynomes (P,),en telle que :

e pour tout n, P, estunitaire de degré n ;

e 5i n et k sont deux entiers distincts, alors
<Pn |Pk> =0.

¢) Démontrer que, pour tout entier n, le polynome
P, admet n racines distinctes dans 1.

d) En constatant que :

V(P,Q) €R[X]* (XP|Q)=(P|XQ)

prouver existence de deux suites réelles (u,) et
(vp) telles que :

Vn>2 XPn_l = P,,+u,,P,,_1+vnPn_2

2) Quelques familles classiques

a) Les polynomes de Legendre :

[ =1la,bl, k(x)=1.

[((x —a)'(x — D)"],

ou a, estun réel que vous calculerez.

Prouver que P,(x) = a, —

Expliciter Py, ..., Py.

b) Les polynomes de Tchebychev :
I=]-

L1, kx)= 1;

— X2

dl’l
Prouver que P,(x) = a,\/1 — x2_n[(1_x2)n—1/2]

dx

ou a, estun réel que vous calculerez.
Expliciter Py, ..., Py.

¢) Les polynomes de Laguerre :

[ =10,+00], k(x)=e "

n
Prouver que P,(x) = a,e* d—n[e_xx”] o a,
X
est un réel que vous calculerez.
Expliciter Py, ..., Py.

d) Les polynémes de Hermite :

I =1 — 00,400, k(x) = e~

n

2
I [e™] o a, est

2
Prouver que P,(x) = a,e*

un réel que vous calculerez.

Expliciter Py, ..., Py.

1) a) Toute fonction polyndme est continue sur 1.
La condition d’intégrabilité est vérifiée par toute
fonction mondme, donc, par linéarité de 1’intégrale,
par toute fonction polyndme.

b) Fixons N > 0 et travaillons dans Ry[X]
muni du produit scalaire ( | ) et de la base
(1, X, Xz, R XN). Orthogonalisons cette base par
le procédé de Schmidt.

Nous posons Py = 1 et supposons la famille
(Po, ..., Pj) construite jusqu’a 'ordre j fixé de
[1,N — 1]l. Appelons p; la projection ortho-
gonale de Ry[X] sur .le sous-espace vectoriel
R;[X]. Le polynome X/ - p‘,-(X’”) est ortho-
gonala R;[X] etappartienta R; [X].

Posons Pj, = X/ — pj(Xj+1). 11 vérifie les
conditions imposées. Tout polynéme les vérifiant

lui est colinéaire. Deux polyndmes unitaires coli-
néaires sont égaux.

Xj+l Xj+l 71?,‘ (Xj-v-l)

L]

P X
R,[X]

Doc. 8. (Py)nen

De plus, les polyndmes ainsi définis ne dépendent
pasde N. Ilexiste donc une unique famille de po-
lynémes (P,) vérifiant les conditions requises.

¢) La propriété est vraie pour n = 0. Fixons
n > 0. Nous savons que (P,|Py) = 0, donc que

/Pn(x)k(x)dx = 0. Si P, ne s’annule pas dans

I
I, la fonction continue P,k est de signe constant
dans . Son intégrale sur I ne peut s’annuler.




Supposons alors que P, admette p racines de
multiplicité impaire sur I, avec p < n. Ap-
pelons xi,...,x, cesracines et Q le polyndome
O(X) = (X—x1)...(X—x,). Cepolyndbme appar-
tienta R,_1[X] donc (P,|Q) =0. Le polyndme
QP, n’aque des racines de multiplicité paire sur
1, il est donc de signe constant sur cet intervalle et
ceci nous montre alors que I’hypothése p < n est
impossible.

d) 11 est immédiat que :
V(P.Q) ERIX] (XP|Q)=(P|XQ).

Montrons I’existence des suites (u,,) et (v,).

Pour tout entier n , le polynome X P, — P,y ap-
partienta R,[X], doncpeuts’écrire sous la forme :

n
XPy— Pun =) aiPi.
i=0

De plus,si i <n:

(XP, — Pys1|P) = ai(P; | ;) =(XP, | ;)
= (P, | XP;)=0
si i<n—2.
Onen déduit ag = a1 = ... = a,_» = 0.
Donc : I (Ups1, Vpe1) € R?

X Py — Pov1 = tps1 Py + Vs Puy
2) a) Nous contrdlons d’abord que, pour tout n de
N, lafonction (x — x") estintégrable sur ]a, b[.

Vérifions que, pour tout p et pour un certain «,
que nous préciserons, le polyndme P, est unitaire
et que les polynémes (P,) sont orthogonaux.

Pour tout p de N*, P, unitaire entraine :

1
a, = .
Tep@p-1D...(p+1)
Soit n < m. Calculons (P, | P,).

n

b g
(P | Pu) :anam/a Sl - @) Y]

dm

—[(x —a)"(x —b)"]dx.

dxm

Vous effectuerez n + 1 intégrations par parties
successives. En tenant compte du fait que a et
b sont racines d’ordre m de [(x — a)"(x — b)"],
donc racines de ses dérivées jusqu’al’ordre m — 1,

7. Fonctions intégrables

vous obtiendrez :

(Pu | Pu)
b d2n+1
= (71)l’l+1anam / W[(){ — a)”(x _ b)n]
dmfnfl
0 (- )" — b)) dx

Les polyndmes de Legendre sont fournis par une
petite procédure Maple (doc. 9).

Avec Maple
> Legendre:=proc(n)
diff (((x-a)~n)*((x-b)"n),x$n)/(product(n+i,i=1..n));
end;
Legendre := proc(n) diff((x — a)n X (x — b)n, x$n)/
product(n + i, i = 1..n)end

> Legendre (1) ;Legendre(2) ;Legendre(3) ;Legendre (4) ;
> for j from 1 to 4 do collect(Legendre(j),x) od;

1 2 1
S =Bt —a)x — b+ - (x — a)?
6 3 6

1 9 9
— G-t — G- — b+ — (x —a)?(x — b)
20 20 20

1
= (7 = a)3
20

1 8 18
— G- — G- — b+ — (& — ) — b)?
70 35 35

8 1
+— (& 7a)3(x — b+ *(X*U)4
35 70

1
2+ -a?+Zab
6

) 1
x“+(—a —b)x+->b
6 3

Doc. 9. Polynémes de Legendre.
b) ¢) d) On procede de méme (doc. 10).

Maple dispose d’un package de polyndmes ortho-
gonaux et connait les polyndmes de Laguerre et
Hermite.
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Attention! les polyndmes fournis par Maple ne
sont pas unitaires. tinfinity

Avec Maple :
> with(orthopoly);
[G. H, L, P, T, U]

> T(1,x);T(2,x);T(3,x);T(4,x);
> plot(T(4,x),x=-1..1);

X 0
22 i * infinity
4x7 — 3x
B — B2 41l
> H(1,x) ;H(2,x) ;H(3,x) ;H(4,%) ;
> plot (H(4,x),x=-infinity..infinity);
0.5 2x
2 — )
-1 -0,5 0 0,5 1 82 — inx
X
16x* — 48x% + 12
-0,5
infinity

> L(1,x)3L(2,x);L(3,x) ;L(4,%);

> plot (L(4,x),x=0..infinity);

-infinity 0 x infinity

Doc. 10. Polynémes de Tchebychev, Laguerre et Hermite.

Suites et séries de fonctions
intégrables

5.1. Théoréme de convergence dominée

La démonstration de ce théoréme

Théoreme 16 : Théoreme de convergence dominée de Lebesgue
est hors programme

Soit ( f,) une suite de fonctions continues par morceaux de / dans K

telles que :
e la suite de fonctions ( f;,) converge simplementsur / vers une fonction
f continue par morceaux sur / ;



e i] existe une fonction ¢ continue par morceaux, positive et intégrable
sur [ telle que, pour tout entier n, | f,| < ¢ (hypothese dite de domi-
nation).

Alors :

e les applications f,, et f sontintégrablessur / ;

e la suite numérique < / fn> converge vers / f:
1 1

lim f,,:/ lim fn:/f.
n—+oo [, J n—+oo I

» Pour s’entrainer : ex. 12 et 13.

Henri Lebesgue (1875-1941), mathématicien francais. D’origine trés modeste,
il entre a I’Ecole normale supérieure aprés des études brillantes. Eléve de
Borel, il construit en 1902 la théorie de l’intégration qui porte son nom. Le

théoreme de convergence dominée date de cette période.

A pplication §

Calcul de / e~ dt
0

D’aprés Ecole nationale du Génie de I’Eau et de 3) Montrer que :
I’Environnement de Strasbourg, 1996.

1+);—2)

| — —
n
0

]

1) Soit n > 1. Calculer I,_; = / cos” 2 pd .
0

2) Montrer que, pour n fixé > 1, la fonction

Vn>1 VxelR

2 —n
oo d 2 X 1
On pose, pour n > 1 an/ _ X 4 Va2xl VxeR € <(1+_) <1+x2
*

NG 22\ 4) Calculer B, en posant x = \/ntane. En dé-
C, :/ ( ) dx o
0

2
duire e dt.

5.a) Montrer que la suite (C,) converge vers :

o0
/ e ' dr.
0

o0
b) Calculer C,. En déduire / e dr.
0

2 —n
o (x N (] + x_) ) est intégrable sur R*. 6) Montrer que /
n

© _p 1
de=I1[=].
7006 (2)

7. Fonctions intégrables

Rapport X-ESPCI, 2001

« ... difficultés rencontrées pour uti-
liser la convergence dominée. »

Rapport X-ESPCI, 2001

« Il semble que, devant une ques-
tion de ce type, le candidat choi-
sisse un peu au hasard entre conver-
gence uniforme, dominée... »

x2\" 2
ngné<1—> <e™

n
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™

2
1) I, :/ cos? 2 pde
0

1 (2 el peie\ "2
. cr ) 4

LU -2y
T a2 \n—1 -
2) La fonction g, est continue et positive sur R*.

De plus, g:(x) = .x O (x™") et la fonction
(x — x~2") est intégrable sur [1,+oo[

3) L’inégalité, pour tous n > 1 et x réel:

)
x2<n¢nln<l—) <fx2
n
découle de la concavité de la fonction In.
L’inégalité :
%2
Vn>1 VxeR x2<n1n<l+—)
n

est vérifiée pour la méme raison.

L’inégalité :

2 n
X
Vn>1 VxeR 1+x*< <1+—>
n
est une conséquence de la formule du bindme.

4) Calculons B, enposant x = v/ntan . On ob-

tient :
2 _myn (2n—2
cos ¢d¢—22n71 (nl)

&zﬁA

Dans le but de montrer la convergence de la suite
(B,), considérons la suite de fonctions (g,) avec:

2 —n
gu(x) = (1 + x_) .
n

e Les fonctions g, sont continues, positives et in-
tégrables sur R*.

SIE]

e La suite de fonctions (g,) converge simplement
sur R* vers la fonction continue (x — e™").

1
1+ x2

Le théoreme de convergence dominée permet d’af-
firmer que la suite (B,) convergeet :

0 2
lim B, :/ e " dx.
0

e La fonction positive et intégrable (x —

majore chacune des fonctions g,,.

n—+00

Utilisons la formule de Stirling :

B, ~ YT
2

D’ou

/ e dx = \/—E
0 2

5)a)Posons f, : x — ( n
0 siox > /.

Appliquons a la suite ( f,,) le théoreme de conver-
gence dominée.

e Les fonctions f,, pour n > 1, sont continues

par morceaux sur R* et intégrables sur R™.
e La suite de fonctions ( f,) converge simplement
2
e

sur R vers f:x —e ", continue.

e Et enfin, les fonctions f,, sont majorées par f,
qui est intégrable sur R™.

o0
. 42
Donc la suite (C,) converge vers / e ¥ dx.
0

b) Calculons C, enposant x = \/nsin . On ob-

/2
C, = \/ﬁ/ cos? ! od .

tient :
D’ou:
\/Eln+l gcn g\/ﬁln
o
Donc C, ~ \/—E ; d’ol / e dx = g
0

6) La derniere question résulte du changement de

variable u = x°.

o] 5 A )
/ e ¥ dx=1lim( lim / e dx
0 a—0 \ A—+oco a
T
T =0 \ Um0 u 2\/ﬁ "

(t)

> 2 1
D’otl / e "dt=1 (5) =/

Ce résultat est a connaitre.




5.2. Intégration terme a terme d’une série de fonctions

Conformément au programme, nous admettrons le théoréme suivant.

Théoréme 17

Soit (u,) une suite de fonctions continues par morceaux de / dans K
et telle que :

e pour tout n, u, estintégrablesur / ;

e la série de fonctions E u, converge simplement sur / et sa fonction
somme, S, estcontinue par morceaux sur [ ;

e la série numérique Z ( / |1, (1)) dt) converge.
I

Alors :
e S estintégrable sur [ ;

oo oo
o 5= [(Xm) = ([um).
I 1\ 0 I
Exemple : D’une intégrale a une série
Inu
1+u?)’

1
Montrons que f € J(]0,1],R) et exprimons / f sous la forme d’une
0

On considere la fonction f : (u —

série.

Lafonction f est continue et négative sur ]0, 1].
De plus, f(u) ~o Inu, quiestintégrable sur ]0, 1].
Donc f estintégrable sur ]0, 1].

Nous savons que :

Yu €]0,1[

= ).
0

Posons  f,,(u) = (f

Alors :

e les fonctions f, sont continues et intégrables sur 10, 1] ;

uz)” Inu.

e la série de fonctions Z fn converge simplementsur ]0, 1] vers f, conti-
nue sur [ ;

e la série numérique :

Z/Ol|fn:—2/olu2”lnudu.

2n+1 ! 2n
- Inu —/ |
0\ |[2n+1 . iy 2n+1

u’ Inudu = lim
/ - / lnM Z _1)n+l
n Qn+1)?2°

X —!
1+ u2
» Pour s’entrainer : ex. 14.

converge. En effet :

/

Donc :

1
”)Z‘m

7. Fonctions intégrables

Ce théoréme ne regle pas certains
cas tres simples, par exemple,
lorsque la série de fonctions est
une série géométrique.
Considérons :

& Udr
[(er)or- [
1 n ] 00
- / (Z(—t)")dH / Z(—z)kdz
0\ 0

n+l
" 1 1
:2/ (ft)”dt+/
o /0 0

_\n+l
=0 dt
1+t

1 \n+l
or. 1im | S 4 = o,
n—too Jo 1+t
Donc :
> (_1)n+l 1 dr
> :/ =1In2.
) n 0 l+t
Donc :

SRS < .
/ (Z(—t)") dt = Z /l(—t)”dt.
0 \5 oo

Mais le théoréeme précédent
ne s’applique pas, car la série
1

Z / t"dr diverge.
0

Rapport Centrale, 2001

« Oubli des valeurs absolues lors
de I’hypothese de convergence de la

série Z/U”"»
Ji

Rapport Centrale, 2001

« Fonction I' souvent méconnue. »
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La fonction I' etla fonction {

Rappelons que les fonctions ' et { sont définies, e Onnote f,
respectivement sur 10,00[ et ]1,+o0[, par:

F(x):/ooe_’t"_'dt et §(x):Zn_x
0 1

txfl

Ces fonctions
grables sur R*

ment sur R,

Fixons x > 1.

cre =3 n / Tetrta
0

e La série nu

e U X ldu) {(x)F(x):/

>

géométrique, de raison e~

les fonctions définies sur R*™* par:

U — e—unux—l.

sont positives, continues et inté-
* d’apres le calcul ci-dessus.

Montrer que Vx > 1 {(x)I'(x) :/ o _ 1 dt. e La série de fonctions Z fn converge simple-
0 _

car, pour u fixé strictement posi-
un x—1

Premiére étape tif, la série numérique g e ""u est une série

u

mérique Z (/ e“”u"ldu)

converge d’apres le calcul de la premiére étape.

Donc, la fonction somme de la série de fonctions
/ ") dt est intégrable sur R** et, de plus :

<i e “"ut 1) du

n=I

(en posantt = u n) o0 00
— / x—1 Z e | du
Seconde étape 1
Pour intervertir le signe Z et 'intégrale, véri- 00 yx—la—u ool
fions les hypothéses du théoreme. :/0 | _ou du = /0 ol _ 1 du.

Fonctions définies par une

intégrale

I et J sontdeux intervalles de R.
6.1. Continuité

Théoreme 18 : Continuité d’une fonction définie par une intégrale

Soit f :((x,t) — f(x,t)) unefonctionde I xJ dans K. On suppose
que :

e f estcontinue par rapport a la premiere variable, x ;
e f estcontinue par morceaux par rapport a la seconde variable, ¢ ;

e ilexiste ¢ dans J(J,R*) telle que:

V(x,t) €I xJ |f(x,1)] < ¢() (hypothese de domination).

Rapport X-ESPCI, 2001

« Tres peu de candidats utilisent les
théorémes au programme avec hy-
pothese de domination. »

Rapport TPE, 2002

« ...insuffisamment appris en ana-
lyse, le théoreme de continuité
d’une intégrale dépendant d’un pa-
rametre.

L application ¢ ne dépend pas
de x.




Alors :

e pour tout x de [, lafonction (# — f(x,t)) estintégrablesur J ;

e la fonction F, définie sur [ par F(x) = / f(x,t)d¢, estcontinue
J

sur /.

Démonstration

Cette démonstration est une application du théoréme de convergence dominée.

e La fonction (¢ — f(x,7)) est continue par morceaux sur J. De plus, la ma-
joration Vi € J | f(x,t)] < ¢(t) entraine I'intégrabilité sur J de la fonction
(t = f(x,0)).

e Notons a un pointde [ et fixons une suite (x,) de points de [ convergeant vers
a. Pourtout n, considérons I’application :

) J — K
Ve ) = fm)

Les hypotheses concernant f par rapport a ¢ et I’hypothése de domination per-
mettent d’affirmer que :

e la fonction g, est continue par morceaux de J dans K;
o il existe une fonction ¢ de I(J,R") telle que |g.| < ¢

o la suite de fonctions (g,) converge simplement sur J vers la fonction continue par
morceaux g, définie par g(r) = f(a,t) carlafonction f estcontinue par rapport a
la premiere variable.

On peut appliquer le théoreme de convergence dominée et conclure par :

lim &n = /g.
n—+oo [, J

lim F(x,)= lim /f(xn,t)dtz/f(a,t)dtzF(a).
n—+oo [, J

Ou encore
n—+00

La fonction F estcontinue en a .

Corollaire 18.1
f estune fonctionde I x J dans K. On suppose que :

e f estcontinue par rapport a la premiere variable ;
e f est continue par morceaux par rapport a la deuxieme variable ;

e pour tout segment [a,b] contenudans I ,il existe ¢,, dans I(J,R*)
telle que (hypothese de domination sur tout segmentde 7 ):

Vx,t) €la,bl x J | f(x,0)] < @ap(?).

Alors :

e pour tout x de [, lafonction (# — f(x,?)) estintégrable sur J ;

e la fonction F, définie sur / par F(x) = / f(x,t)d¢, est continue
J

sur /.

7. Fonctions intégrables

B Les hypotheses de continuité
sont vérifiées en particulier
lorsque f est continue sur
I xJ.

B Lorsque / et J sont des
segments de R, D’hypothése
de domination est vérifiée
par la fonction constante

sup | f(x,1)|.

xeltel

Rapport CCP, 1997

« Les problemes d’intégrales dé-
pendant d’un parameétre sont sou-
vent bien traités, ... [’exception de
la continuité et de la dérivabilité
sous le signe somme d’une fonction
définie sur un intervalle ouvert par
une intégrale impropre : les candi-
dats essaient en général de vérifier
le critere de domination sur ’inter-
valle ouvert tout entier, alors que
continuité et dérivabilité étant des
propriétés locales, il suffit la plu-
part du temps de le vérifier pour
tout segment contenu dans l’inter-
valle ouvert de définition. »
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Corollaire 18.2

f est une fonction continue de [a,b] X [c,d] dans K. Alors la fonc-

tion F, définie sur [a,b] par F(x) =

[a, b].

[e.d]

f(x,t)d¢, estcontinue sur

o0
Exemple : La fonction Gamma, I'(x) = / e 't ldr
0

e La fonction :

2

est continue sur R™ x R*™.

R+* % R+* N

(x,1)

—e 't

R’

x—1

Elle vérifie I’hypothése de domination sur tout segment de R**.

Eneffet,si 0 <a < b, ona:

Vx €la,b] YieR™ e 'r* ! <e ' max (t“fl,tbfl)

et la fonction (t — e ' max (1“71, tbil)) est intégrable sur R**.

I' est donc continue sur R*™*.

e Minorons I'(x). Pour tout x > 1

3 3
I'x)> / e " 1dr > e‘3/ Fhdr e 32
2 2

D’ot lim I'(x) = +oco. De plus,

X—+00

x—+00 X

I'(x

) = +o00, le graphe de I’

admet, en +o00, une branche parabolique verticale.

6.2. Dérivabilité

» Pour s’entrainer : ex. I5.

Théoreme 19 : Dérivabilité d’une fonction définie par une intégrale
Soit f :((x,t) — f(x,t)) unefonctionde I x J dans K.

On suppose que :

e pourtout x de /, lafonction (# — f(x,)) estcontinue par morceaux

et intégrable sur J ;

. : 0 :
e f admet une dérivée partielle, 8_f , par rapport a la premiere compo-
X

sante ;

e cette dérivée partielle est continue par rapport a la premiere variable, x,
et continue par morceaux par rapport a la seconde, ¢ ;

e dJocIJ,RY) Vx,n)elxJ ‘aa—)]:(x,t)

(hypothese de domination de Ir ).
X

< (1)

Rapport E3A, 2002

« Peu de candidats dérivent cor-
rectement une intégrale a un para-
metre. Les justifications de dériva-
tion sous le signe intégrale sont ab-
sentes ou incorrectes. »

Lorsque I et J sont des seg-
ments de R, I’hypothese de do-
mination est vérifiée par la fonc-
tion constante :

of
a(-xst)

sup
xeltel




Alors la fonction F, définie sur / par F(x) = / f(x,t)d¢, estde
J

classe @' sur I et, pour tout x de [ :

F’(x)z/%—f(x,t)dt.
; Ox

Démonstration

Soit a dans I . Fixons une suite (x,) d’élémentsde 7\ {a} quiconverge vers a.

F(xn)*F(a) /f(xn,t) fla.n 4

Par hypothese, pour 7 fixé, I'application (x — f(x,7)) est de classe e' sur I.

Notons : )
ha(t) = M et h(r)= f

Xn —

I (@D

e La suite de fonctions continues par morceaux (h,) converge simplement sur J vers
la fonction continue par morceaux /h.

e A 1 fixé, en utilisant I'inégalité des accroissements finis appliquée 2 la fonction
(x — f(x,t)) ona:

S G, 1) — fla.n|

Xn —a

f

(x D < e().

XEI

Le théoreme de convergence dominée s’applique a la suite de fonctions (h,) :

lim hy = /h
n—+oo [, J

m Flw) = Fla) _ af

n—+0o Xp —a 7

Donc :
( ,0)dt.

La fonction F est dérivable sur [ et sa fonction dérivée est I’application :

of
(x — /J a—x(x,t)dt>

qui est continue sur [ d’apres le théoréme précédent. F est donc de classe é!
sur /.

» Pour s’entrainer : ex. 16.
e de
Exemple : Calcul de I,(x) = / —_—
0 (x +1 2)
Soit x un réel strictement positif. On définit, pour tout entier n > 1, la
fonction I, ci-dessus.

e Un premier calcul

O dt T
Li(x) = —_— .
1) /0 (x +12) 2/x
e Deérivabilité de 1,

Soit @ > 0. Considérons, pour n > 1 fixé, la fonction f, définie sur
[a, +oo[ xR* par:

1
Sa(x, ) = m .

7. Fonctions intégrables
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Cette fonction est continue sur [a,+oo[ xR* et admet une dérivée partielle
continue sur [a,+oo[ xR* :

0 fn n
x, )= ——2.
ax (x+t2)l’l+l

n n

< .
(x +[2)n+] = (a +t2)}’l+l

De plus :
V(x,t) € [a,+oo[ x R 0 <

. n . P
Lafonction |+ ———x estintégrable sur R*. Nous en déduisons
(a + tz)"+
que la fonction 7, estde classe e sur 10, +o0[ et que I,;(x) = —nl1(x).

e Expression générale de 1,

Vous vérifierez par récurrence que, pour tout n > 1, ona:

iy (2n)! -1/

L) = G

6.3. Extensions

Corollaire 19.1

Soit f : ((x,t) — f(x,t)) une application de I/ x J dans K. On
suppose que :

e pourtout x de /, lafonction (# — f(x,7)) estcontinue par morceaux
et intégrable sur J ;

. : 0 :
e f admet une dérivée partielle, 8_f’ par rapport a la premiere compo-
X
sante ;

e cette dérivée partielle est continue par rapport a la premiere variable, x,
et continue par morceaux par rapport a la seconde, ¢, ;

e pour tout segment [a,b] contenudans /, ona:

o c IJ,RY) V(x,t) €[a,b] x J ‘%—){(x,t) < (1)

0
(hypotheése de domination de 8_f sur tout segment de /.)
X

Alors la fonction F, définie sur / par F(x) = /f(x,t)dt, est de
J

classe C' sur I et:

F'(x):/aa—f(x,t)dt
; Ox

Corollaire 19.2
Soit f une fonction de [a,b] X [¢,d] dans K. On suppose que :

e [ estcontinuesur [a,b] X [c,d].

. . 0 R .
e f admet une dérivée partielle, 8_f’ par rapport a la premiére compo-
X
sante continue sur [a,b] X [c,d].



Alors la fonction F, définie sur [a,b] par F(x) =

de classe @' sur [a,b] et:

a—f(x,t)dt.

Fl(x) =
[e.d] ax

7. Fonctions intégrables

f(x,t)dt, est

[e.d]

» Pour s’entrainer : ex. 7.

A pplication 10

1) Montrer que la fonction I est de classe @' sur
R*.

2) Montrer que la fonction I' est de classe €™
sur R**.

3) Calculer I et I'".

1)e Soit x > 0. La fonction (r — e "+*~1) est
continue et intégrable sur R**.

e La fonction f : ((x,1) — e*’t"*l) admet une
dérivée partielle par rapport a la premiére compo-
sante. Et :

a_f . —t . x—1
i (x,t) =(nt)e 't

e Cette dérivée partielle est continue par rapport a
X et continue par rapporta ¢ .

Soit [a,b] un segment inclus dans R**. Alors,

pour tout (x,7) de [a,b] x R*™ :

0
‘a—){(x,t) < |nn)fe " sup (17171 = @1(1).

Vous vérifierez que la fonction ¢; est continue et
intégrable sur R**.

La fonction I' estde classe @' sur R*.
2) La fonction f admet une dérivée partielle
par rapport a la premiére composante a tout ordre
p>1

or f

T (x,1) = (Int)Pe '+ L.
X

Toujours la fonction gamma

En vous inspirant de la question précédente, vous
montrerez par récurrence que la fonction I est de
classe €% sur R*™ et:

Vp>1 I'Px)= / (Int)Pe~'r*'dr.
0
3) En particulier :

I'(x) = / (Int)e '+ 1d¢
0

et I'x) = / (Int)’e~'r*"'dr > 0.
0

La fonction I” est donc convexe sur R**. Nous

pouvons tracer son graphe (doc. 11).

Avec Maple :
> plot (GAMMA(t),t=0.1..5);

20

10

~Y

Doc. 11. La fonction gamma.
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I désigne un intervalle d’intérieur non vide et K est R ou C. Les fonctions considérées sont des
fonctions continues par morceaux sur /.

@ Pour montrer que ’intégrale / f converge, on peut :
1

e montrer que la fonction |f| estintégrable sur 1.

X
e si [ = [a,b[, on peut montrer que (x +— / f) admet une limite a gauche en b.
a

@® Pour montrer qu’une fonction f est intégrable sur I, on procede en deux étapes :

e on précise sur quel intervalle f est continue par morceaux : ([inf /,sup I[, ]infZ,sup/],...) ;

e pour terminer, on partage éventuellement / en ]inf/,a] et [a,sup [, avec a € I eton applique
un critere d’intégrabilité sur chacun de ces intervalles.

@® (riteres d’intégrabilité globaux
La fonction f est continue par morceaux sur /.

e Critere par comparaison de fonctions
On montre I’existence de g, positive, continue par morceaux et intégrable sur [ telle que :

If] < g

o Critére utilisant une primitive de | f|

On introduit une primitive F de |f| et on montre que F est bornée sur 1.
e Criteére utilisant les segments contenus dans 1

On montre I’existence d’une constante M telle que :

b
VIa,b] C I / lfl<M.

@® (riteres d’intégrabilité locaux : comparaison de fonctions

La fonction f est continue par morceaux sur Ja, b].

e On cherche g, continue par morceaux, positive et intégrable sur ]a, b] telle que f =, O(g).
e On cherche une fonction g continue par morceaux et intégrable sur ]a, b] telle que f ~, g.
On pourra procéder de maniere analogue pour un intervalle [a, D[ .

@® (ritére par comparaison avec une série (PS/)

Soit f dans CM (]R", R+) , décroissante.

Pour montrer que f est intégrable sur R* , il suffit de montrer que la série Z f(n) converge.

@® Pour intervertir somme et intégrale sur un intervalle I d’une série de fonctions :

e lorsqu’il s’agit d’une série géométrique, on raisonne directement en calculant la somme partielle ;
e sinon, on peut utiliser le théoreme de convergence dominée ;

e on peut aussi utiliser le théoréme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions.
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xercices resplng

ENONCE

7. Fonctions intégrables

/2
1. Calcul de / (— In(sin(x))d x
0

m—1

k
1) Factoriser dans R[X] X>" — 1 et en déduire une expression simplifiée de I, = H sin (2—“-) .
m
k=1

2) Montrer que la fonction — In(sin) est intégrable sur ]0, g] .

/2
3) Déduire de la question 1 la valeur de / (— In(sin(x))d x.
0

CONSEILS

kr
2n

0 (k=Dm (k+)ym
2n 2n

[\)‘:]JA

"

SOLUTION

1) Nous savons que :

2m .
ik
szflz X* -
I (x-on (57))

Par conséquent :

m—1
k
X2 XMty o+l = H <X2 —2X cos <ﬂ> + 1> .
e m

1
En particulier, pour x = 1, on obtient :

m—1 m—1
k k
m=2""] (1 — cos (—ﬂ>> = 220D T sin? (—2“)
m m
k=1

k=1
m—1
e vm
Et: H sin (%> = 1

2) La fonction (x +— —In(sin(x))) est continue sur ]0, E} . De plus,

— In(sin(x)) ~¢p —In(x) et la fonction —In est intégrable sur ]0,1]. La
fonction — In(sin) est donc intégrable sur }O, g] .
3) Considérons, ci-contre, le graphe de la fonction (x — — In(sin x)) .

. . L ™
La fonction — In(sin) est décroissante sur }O, 5], donc :

m—1 /2
% > —In (sin (/2‘;)) < /O (— In(sin(x))) dx .

1
Par ailleurs, fixons & > 0. Puisque la fonction — In(sin) est intégrable
sur }O,g], il existe a > 0 tel que, pour tout a de ]0,«a[, onait:

/a(f In(sin(x)))dx < €.
0
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1
Pour tout m > —, ona alors :
o

w/2 . - m—1 ko
/0 (—In(sin(x)))dx < e+ m 21: In (sm (%)> .

—1
o m . ke /2 )
%Zl i (sm (%)) < /0 (— In(sin(x))) dx

m—1
T . [ km
<8+% El —ln(sln(%)>.

/2
— "1, < / (— In(sin(x))) dx < & — ——1In 1, .
2m 0 2m

Puis :

On en déduit :

/2 T
/ (—In(sin(x)))dx = —1In(2).
O 2

2. Deux expressions d’une méme fonction
ENONCE

]
On considere, pour x réel, la fonction F définie par F(x) = / exp (r*Inz) dz.
0

1) Montrer que la fonction F est définie sur R.
2) Montrer qu’elle est croissante et continue sur R.

3) Déterminer lim F(x) et lim F(x).

X—+00

4) Etablir, pour x > 0, 1’égalité :
(="
F
) = Z (nx + 1o

CONSEILS SOLUTION

1) Fixons le réel x et considérons la fonction ¢, définie sur ]0, 1] par
@, (t) = exp (tx In t) . Cette fonction est continue sur ]0, 1] et se prolonge
par continuité en 0 en posant :

o 1 si x>0
70 s x <o

La fonction ¢, est donc intégrable sur ]0, 1] et F' est définie sur R.

Prendre x; < xp et comparer F(x;) | 2)Considérons deux réels x; et x, tels que x; < xp. Alors, pour tout ¢
et F(x). de ]0, 1], nous pouvons écrire : *' > ™, puis:

exp (t"‘ lnt) < exp (t)‘2 lnt) .

La fonction F est croissante sur R.
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On pourra montrer que, pour tout
x>0 :

1
exp (——> < exp (" Int)
X
pour étudier la limite de F en +oc.
On pourra choisir « dans ]0,1[ et

partager I’intégrale en deux pour étu-
dier la limite de F en —oo .

On pourra utiliser 1’égalité :

e u"
S
o !

7. Fonctions intégrables

Soit [a,b] unsegmentde R et ¢ lafonctionde [a,b]x]0,1] dans R,
définie par ¢(x,t) = exp (tx lnt) . Alors :

e la fonction ¢ est continue par rapport a x sur [a,b] et continue par
rapporta ¢ sur ]0,1];

e pour tout x de [a,b], ona ¢(x,t) < @(b,1);
e la fonction (¢ — ¢(b,t)) estintégrable sur ]0, 1].

Ainsi, lafonction F est continue sur tout segmentde R. Elle est continue
sur R.

3) e Travaillons d’abord avec x > 0.

1
Pour tout ¢ de ]0,1], ona e *™ > —xlInz. D’ob: “lnt > —— ;
x

1
puis exp (—) < exp (tx lnt) < 1.
X
Nous en déduisons lim F(x)=1.
X—+00

e Supposons ensuite x < 0 et a dans ]O, 1[.

Pour tout ¢ de ]0, a[, nous avons successivement Int < Ina < 0, puis
t* > a* >0 etenfin:

exp (r'Int) <exp(a'lna).

Par conséquent :

0< F(x) = /aexp (r* lnz)dz+/lexp (r'Int)dt
< aoexp (ax In a) +(1— Zz).
Remarquons ensuite que, si « est fixé, ona:
XLiEnOO exp (ax In a) =0.
Il suffit alors de fixer & > 0, puis de choisir « dans ]0, 1[ tel que :
(1—a)<e.
On choisit ensuite M réel vérifiant pour tout x < M :
0 < aexp (axlna) <e.
Ceci montre que xliznoo F(x)=0.

4) Supposons x > 0.

oo

" (Int)"

Ecrivons, pour ¢ dans 10,1], ¢ =exp (r*Int) = Z ——~ etpo-
n!
0
" (Int)" . .
sons, pour tout n, u,(t) = — Les fonctions u, sont continues
n

sur ]0, 1] et se prolongent par continuité en 0 en posant u,(0) = 0. Etu-
dions la convergence de la série de fonctions Z u, sur [0,1]. Soit g la
fonction définie sur [0, 1] par g(¢r) =t Int.

t 0 e s 1
g'(t) - 0 +
0 0
g() \ /
1
" xe
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1
n!(ex)" n!(ex)"
de fonctions de la variable ¢, Z u,, converge normalement sur [0, 1].
On peut donc permuter ’intégrale et 1a somme :

VIS " (Int)” > Lnx(n gy

converge. La série

lttn|loo = et la série numérique Z

0 0
o0 1 1 "
:;H/o (t“Inr)"dr.

1
On calcule, pour n > 1, / (t" In t)" dt en utilisant une intégration par

0
parties sur [g, 1], avec 0 < e < 1.

1 1
/(t"lnt)”dt:— " /t’”‘(lnt)”*‘dt.
0 nx+1 0

On montre alors, par récurrence que, pour tout n > 1 :

1
N n _ (—1)"n!
/0 (r'Int)"dr = TR

et on conclut, pour tout x > 0 :

o0

=D"

0



Exercices

1
:Lr Montrer que la fonction (t — cos’ (;)) est inté-

grable sur ]0, g} .

2", Montrer que, pour tout n > 1, la fonction

(x — |Inx[") est intégrable sur ]0,1] et calculer

/ [Inx|" dx.

é Existence et calcul de :

! dr
/0 A+0)Y20—1)

é;“ (PSI) On considere la fonction f définie sur R par :

1
1 +x2|sinx[?/2"

f&x) =

Montrer que f est intégrable sur RR.

5 Existence et calcul des intégrales :

1)/ —dx,)/

Indication

Arctan (x)
x(1 + xz)

établi en

/2 In2
On pourra utiliser / — In(sin(x))dx = T
0

exercice résolu.

1
1
6“ Existence et calcul de / — n® dr.
i,ﬁ"w 0 1 =17
? . Arctan x .
L 1) La fonction f : (x m) est-elle inté-

grable sur ]0,+oo[ ?

2) Pour quelles valeurs de 7, la fonction [ définie par

1 /1 —
fx)=—— T estelle intégrable sur 0, 1[ ?
X — X
i‘;@, Montrer que, pour tout n de N, la fonction

fo i (@t — t"(lnt)z) est intégrable sur 0, 1] et calculer son
1

intégrale u, = / t"(lnt)zdt en fonction de n.
0

' (In7)?
+1

En déduire une expression de / dt sous la forme
0

d’une série.

b
9 . Existence et calcul de d—x ou
- a V(b —x)(x—a)
0<a<b.

/IO Existence et calcul de /1 <_L> dt
- A VI — 1)3/2

1:’,, f est une fonction continue et de carré intégrable de
R* dans C. Montrer que :

lim

I B
)Hmoﬁ/of(t)dt—o.

(On pourra fixer B > 0 etintégrer sur [0, B] etsur [B,x].)

1
/L,%' Etudier la suite (/0 nx(1 — x)" dx> :
_/IZ) > sin(x) _ = 1
—4 Montrer que /0 o —1 dx = Z 1+n2
%1 Montrer que :
/ “Fcos(v/x)dx = Z( 1"
0

Indication

(2n)‘

On pourra utiliser I’écriture de cos(y/x) comme somme d’une
série.

/!“5; (D apres Ecrin, 1996.)

 dr
L+t
Montrer que F est continue sur son domaine de définition.

16

cédent.

a étant un réel, on pose F(a) = /
0

Les notations sont les mémes que dans 1’exercice pré-

1) Montrer que F est de classe e sur 11, +oo[ et détermi-

ner F'.
2) Montrer que F’ < 0.
Indication

On pourra couper I’intégrale en deux et faire un changement de
variables.

3) Préciser lim F(n). En déduire lim F.
n—+00 +00

4) Déterminer 1in11+ F(a).

5) Donner le tableau de variations de F et I’allure de son
graphe.

Z © o /E
/I » On rappelle que / e " dx =
" o

i
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1) Soit a > 0. Calculer / efw‘z dx.
0

2) En déduire, pour tout p de N, la valeur de :

)
/ xPe”
0

3) Calculer, pour a > 0, / xe_a,\-zdx.
0

.

4) En déduire, pour tout p de N, la valeur de :
o 2
/ x2p+lefax dx.
0

/L,..-; Soit a > 0 . Préciser pour quelles valeurs de a et b

| sinx|”

;—— estintégrable sur R™.
x

la fonction f :x —

g> . - . 2 + +%
/‘Ia""'" Soit f une fonct/lon declasse € de R™ dans R

et a <0, telsque lim— =a.
+00 j

Montrer que la fonction f’ est intégrable sur R

En déduire la nature de la série Z f(n).

22
( 1))1
Z a+ nb

Soit a et b deux réels strictement positifs. Montrer

Lt En déduir i(*l)n
1+ O Bhdedure — 3+ 1

%;7 " On définit 1, :/Oo dx

0o (d+x)...

1) Calculer 7, et étudier la limite de la suite (/).
1
(1+x)..

donner un équivalent de / fa(x)dx.
0

n+x)

2) On pose fu(x) =
fo(x)

fa(x)’
! dx
3) Montrer que /0 Qn) . en = nly41 et en déduire

la nature de la série Z I,.

. En considérant
.(n+x)
1

2«:‘“’% On considere, pour A € ]0, 1[, lafonction g définie
1

xI=A1 — )

1) Montrer que g est intégrable sur ]0, 1[.

sur ]0,1[ par g(x) =

1
On note I(A):/ g(x)dux.
0

2) A I’aide d’un changement de variable homographique, mon-

trer que :
+00
I(A) = /
0

3) En déduire I’expression de /(A) au moyen de J(A) et de
1
J(1—)), ol J(A):/ du
0

u' =21 +u)’

du
W1 +u)

228

4) Donner une expression de J(A) comme somme d’une série
convergente.

5) En déduire que :

(oo}

2 %

1

1)"

1(A) =

f une application continue de R dans

Zm;"'é Soit

C, 1-périodique.
n+l o
t
On pose u, = / Li0) d
n t
1) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la
série Zun converge.

2) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la

f®
t

fonction ¢ — soit intégrable sur [1,+ool.

3) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I’in-

tégrale j( ) dt soit convergente, mais non absolument
convergente
2.l
On considere, pour tout réel a, la fonction :
M p

fox e x%e”
1) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles
grable sur [1,+ool.

f est inté-

2) Montrer que, si a appartient a [—1,0[, 1’intégrale
+00

/ x“e"* dx est convergente et donner une relation entre :
I

+00 +00
—1 i
/ ‘et dx et / x“ e dx.
1 i

+00

3) Lorsque @ > 0, montrer que / x“cosxdx diverge.
1

Qu’en conclure pour :

+00
/ x%e* dx?
1

4) Qu’en déduire pour les intégrales :

+00 +00
/ x“cosxdx et / x“sinx dx
1 1

oo
5. a) Déterminer le signe de / x“sinxdx lorsque a ap-
0

partienta [—1,0l[.

b) Montrer que les intégrales :

/ cos(xz)dx et / sin(xz)dx
0 0

sont convergentes.

oo
Préciser le signe de / sin(xz) dx.
0



2-5 a estun réel fixé.

—
a 2.2 —n%x?
L. . n°x‘e
1) Etudier lim >—dx.
n—+oo [ I +x
a 3.2 —n’x?
Lo . n'x°e
2)Etudier lim dx.
n—+oo [ _ 1 +X2

Z;*é “ 1) Montrer que :

i / (1—1)"1n(x>dx:/ e~ In(x)dx
n—+00 0 n 0

2) En déduire la valeur de cette intégrale.

Zj On considere une fonction f continue et bornée sur

R etunréel ¢ > 0.

1) Montrer que la fonction ¢ : x — f(x)exp (ftxz) est

intégrable sur R.

2) Calculer la limite de / f(x)exp (—txz) dx lorsque ¢
R

tend vers +oo.

3) On suppose  f(0) # 0.

Donner un équivalent de / f(x)exp (—txz) dx lorsque ¢
R

tend vers +oo.

Z;Wg f est une fonction continue et bornée de R*
dans R.

oo
1) Déterminer lim / f(x)e " dx.
n—+o0o 0

o0
2) Posons I, = / n f(x)e” ™ dx ; déterminer :
0

L= lim I,.

n—+oo

7. Fonctions intégrables

3) On suppose f de classe @', de dérivée bornée sur R* et
telle que f '(0) # 0. Déterminer un équivalent de (I, — L).

Z‘;ﬂg,, h étant une fonction de classe ‘Cl de R dans R,
*h()

0o Vx2—12
Montrer que F est de classe @' sur R si, et seulement si :

1’ (0) = 0 = h(0).

on définit la fonction F par F(x) = dr.

ES
Z;Q Soit f une fonction continue et intégrable de R*
dans R.

1) Montrer que, pour tout x > 0, la fonction ¢ — e * f(1)
est intégrable sur R*.

oo
On pose, pour tout x > 0, p(x) = / e ' f(r)dzr.
0
2) Montrer que lim x¢(x) = f(0).
X—+00
3) Montrer que ¢ est continue sur R*.

e—t

1+ xt

é»«" Soit f lafonction définie par f(x):/0

1) Etudier f. Montrer que f estde classe €™ sur un do-
maine a préciser.

2) Déterminer f(0), f'(0) et lim  f(x).

3) Résoudre I’équation différentielle xzy/ +y = x
10, +o0|.

sur

Montrer qu’il existe une unique solution g telle que :
lim g(x) = 0.
x—0

Vérifier que g(x) = x f(x).

Déterminer la limite de g(x) lorsque x tend vers +oo.
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Seéries
entieres

ntio uehis)

Dans les chapitres précédents d’Analyse, nous
avons manipulé certaines fonctions exprimées
comme sommes de séries, par exemple :

® pourtout x de | —1,1[ :

1 =
(1—x>:;x

e pourtout 7 de C :

=

I\

o0
eZ:E

n=0

S

® pourtout x de R :

x2n
2n)!

cos(x) = Z(—l)”
n=0

Dans ces trois exemples, chaque fonction

considérée est décrite comme fonction somme

d’une série de fonctions Z U,, o u, estune
fonction mondéme, nulle ou de degré n

u,(x) = a,x".

Le but de ce chapitre est I’étude systématique de
ces séries de fonctions appelées séries entieres.

OB]ECTIFS

B Définition des séries entieres.
B Rayon de convergence d’une série entiere.

B Disque de convergence et intervalle de
convergence d’une série entiere.

B Somme et produit de Cauchy de deux séries
entieres.

B Convergence normale sur tout compact du
disque de convergence.

B Primitive et dérivée d’une fonction somme
de séries entieres.

B Fonction développable en série enticre.
B Formule du bindme généralisée.

B Développements classiques.




Séries entiéres réelles
ou complexes, les définitions

I.1. Définition d’une série entiére

Soit (a,) une suite de nombres complexes, la série entiere de la variable
réelle x associée a la suite (a,) est la série de fonctions de R dans C
notée E a,x". Le nombre a, est appelé le n-ieme coefficient de la série

entiere E a,x".
De méme, la série entiere de la variable complexe z associée a la suite (a,)
est la série de fonctions de C dans C notée E a,z".

Exemples

n 2n+1

n Z Z P .
| E z", E — et E ——— sont des séries entieres.
n! 2n+1)!

B On peut identifier le polyndme ag +---+a,z” aune série enti¢re dont les
coefficients sont nuls a partir de I’indice p + 1.

I.2. Lemme d’Abel

Lemme
Soit E a,z" une série entiere et zo un nombre complexe non nul.
Si la suite (a,z;) est bornée, alors pour tout nombre complexe z :

a,z" = 0( ) .

Théoréme 1 : Lemme d’Abel
Soit g a,z" une série entiere et zo un nombre complexe non nul.
Si la suite (a,zg) est bornée, alors, pour tout nombre complexe z tel

z

20

que |z| < |zo|, la série numérique E a,z" est absolument convergente.

Démonstration
Vous rédigerez la démonstration en écrivant :

n

VZO 7é 0 |61nZ"| - |anzg|

z
z

Pour 0 < |z] < |zo|, une série géométrique de raison

20

converge.

|1.3. Rayon de convergence

Etant donné une série entiere E a,z", onnote A I’ensemble des réels po-
sitifs r tels que la suite (a,r") soit bornée. On constate aisément que :

e ) €A ;

e A estunintervalle, carsi r estdans A, alors [0,r] C A.

8. Séries entiéres

1) Les fonctions sommes par-
tielles d’une série entiere sont des
fonctions polyndmes.

2) Pour z = 0, la série
Za,,z” converge. Sa somme
vaut : ag

Précisons le domaine de conver-
gence d’une série entiere, c’est-a-
dire le domaine de définition de sa
fonction somme.

Rapport X-ESPCI, 2001
« Les séries entieres sont toujours
en difficulté par leur rayon de
convergence dont on ne connait pas
la signification, pas plus que le
lemme d’Abel. »
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On définit le rayon de convergence R de la série entiere Z a,z"

R =sup A = sup{r € R*; (a,r"),en bornée}

Exemples

B Pour la série entiére Z nz"
A=1[0,1[ et R=1.
. . .. . . x\"
B Si «a estun réel strictement positif, pour la série entiere Z (—) :
o

A=[0,a] et R=a.

n

. . . r
B Onsait que, pour toutréel r > 0, la suite (—|> tend vers 0. Donc, pour
n!
z n
la série enticre E ik
A=[0,40[ et R =+o0.
B Pour la série entiere E nlz"

A={0} et R=0.

|I.4. Convergence d’une série entiére

Théoreme 2
Soit E a,z" une série entiere de rayon de convergence R.

e Pour tout complexe z vérifiant |z| < R, la série numérique E a,z"
est absolument convergente.
e Pour tout complexe z vérifiant |z| > R, la série numérique E apz”"
est grossierement divergente.

Démonstration

Soit E a,z" une série entiere de rayon de convergence R. On désigne par A 1’en-

semble des réels positifs r tels que la suite (a,r") soit bornée.
Puisque R = sup A, on peut dire que :

e si |z| < R =supA, ilexisteunélément r de A telque: |z| <r.

La suite (a,r") est bornée et, d’apres le lemme d’Abel, la série numérique Z anz”
est absolument convergente ;

e si |z] > R, |z| n’estpasdans A, donc la suite (a,z") n’est pas bornée et la
série E a,z" est grossierement divergente.

Si la série entiere E a,z" a un rayon de convergence R et si la série

E |a,|R" converge, alors la série numérique E a,z" converge pour tout
z dudisque fermé {z € C||z| < R}, car elle converge absolument.

Exemples

Les trois exemples ci-dessous illustrent le fait que, pour une série entiere
Zanz" de rayon de convergence R, le comportement de la série pour
les valeurs de z telles que |z| = R n’est pas déterminé par le théoréme 2.
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Le sup est pris dans R U {oo} .

On constate par ces exemples que
tout élément de R* U {+oco} est
rayon de convergence d une série
entiere.

Ce théoréme ne permet pas de
conclure quant a la nature de la
série numérique Zanz” pour
un nombre complexe z de mo-
dule R. L’étude systématique
de ce cas est hors programme.

Rapport X-ESPCI, 2001
« Les candidats débutent souvent
mal leur épreuve ... étude incom-
plete de la série entiére (recherche
du rayon de convergence R, étude
en +R ou —R ). »



n
‘o . < . .
B La série entiere E 3—n converge si, et seulement si, |z\ < 3, car c’est

e . Z
une série géométrique de raison 3 Son rayon de convergence est 3 et, pour

tout nombre complexe z tel que |z] =3, la série diverge.

n

s z" .
B La série entiere E — converge si |z| < 1, car < |z|". Elle
n

n

diverge grossierementsi |z| > 1, car, dans ce cas, la suite (
n

) tend vers

n
+00. Donc son rayon de convergence vaut 1. On sait que la série E —
n

converge pour z = —1 et diverge pour z = 1.
Vous verrez en exercice que cette série converge pour tout nombre complexe z
telque |z| =1 et z # 1.

. N Z"
B La série entiere Z TP converge absolument pour tout z tel que
|z] < 2 et diverge grossierement pour tout z tel que |z| > 2. Son rayon

de convergence vaut 2 et elle converge pour tout z tel que |z| = 2.

Théoreme 3
Soit E a,z" une série entire de rayon de convergence R. Alors :

R = sup{r € R*; (a,r"), converge vers 0}.

Corollaire 3.1
Soit Z ayz" une série entiere de rayon de convergence R. Alors :

R =sup{r e R*; Za,,r” converge}.

|I.5. Disque de convergence, intervalle de convergence

Soit E ayz" une série entiere de rayon de convergence R. Dans le plan

complexe, on appelle disque de convergence de la série entiere le disque
ouvert de centre O , derayon R, c’est-a-dire :

{zeC||z| < R}.

Le disque de convergence est le plus grand disque ouvert de centre O en tout
point duquel la série entiere Z a,z" converge absolument.

Soit E ay,x" une série entiere de rayon de convergence R, on ap-

pelle intervalle de convergence de la série entiere I’intervalle ouvert

L’intervalle de convergence est le plus grand intervalle ouvert de centre O

en tout point duquel la série entiere E a,x" converge absolument.

» Pour s’entrainer : ex. |I.

8. Séries entiéres

Rapport Mines-Ponts, 2000
« Une partie d’entre eux n’a pas
l’idée de corriger les anomalies ré-
sultant des calculs obtenus : par
exemple un rayon de convergence
infini avec une fonction f qui

V(4 —x)

Rapport X-ESPCI, 2001
« la recherche du rayon de conver-
gence se résume pour beaucoup
de candidats a ’étude du rapport
Ap+1

s’écrit f(x) = >

, ils se trouvent désemparés

An
lorsqu’il faut utiliser d’autres argu-
ments. »

Lasérie Xa, 7"

diverge si |z > R

0

La série

converge

Doc. 1. Le disque de convergence
d’une série entiere.

Le domaine de convergence de
la série entiere de la variable
complexe Zanz” est compris
entre la boule ouverte BO(0, R)
et la boule fermée B F (0, R).

Le domaine de convergence de la
série enticre de la variable réelle
Z a,x" est compris entre ’in-
tervalle ouvert | — R, R[ et1’in-
tervalle fermé [—R, R]

Rapport X-ESPCI, 2001
« Assez peu de candidats se sont
rendus compte qu’il fallait utiliser
la convergence absolue de la série
entiere a lintérieur du disque de
convergence. »
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A pplication 1
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Quelques calculs de rayon de convergence

Soit Zanz” une série entiére de rayon de La suite (a,r") est aussi bornée. Donc A’ C A
convergence R. Prouver que les séries entieres et R" <R.

suivantes ont aussi R comme rayon de conver- Soit r € [0,R[, on fixe un réel s tel que
gence : r < s < R. Pour tout n, on peut écrire :

DY falz".

2) g aa,z" on a estun nombre complexe non

r n
na,r" = a,s"n (—) .
s

nul. . r
Puisque - € [0, 1],
3) Z na,z". s
4) Z £ lim n (E)n =0 et na,;" =o(a,s").
fn n+1 e §
1) La suite (a,z") est bornée si, et seulement si, la Or la série Z a,s" est absolument convergente,

suite (|a,|z") Destaussi. » .
<| | ) donc la série Znanr” aussiet [0, R[C A’.

On en déduitque R = R’.

4) D’apres la question 3), le rayon de convergence
de:

2) On utilise le méme argument qu’au 1).
3) Notons A = {r € R*|(a,r") bornée },
R = supA, A’ = {r € R*|(na,r")bornée }
et R =supA’. o+
Soit r € A’, alors la suite (na,r”) est bornée. Za"n +1

Pour tout n de N*: ) ) o
est le méme que celui de Z a, 7"

s de conclure.

Ceci permet
|a,r"| < |na,r"

Calcul du rayon de convergence
et exemples

2.1. Calcul du rayon de convergence par comparaison

Rapport X-ESPCI, 2001
Théoreme 4 « Pour déterminer [’ensemble de
Soit Z a,z” une série entiere. convergence d’une série entiere,
beaucoup se contentent de chercher
e Si la série numérique Z a,z( converge pour un certain zo, le rayon le rayon de convergence. »

de convergence R de la série entiere Zanz" est tel que |zo| < R.

e Si la série numérique E a,z diverge pour un certain z;, le rayon

de convergence R de la série entiere Zanz" esttel que R < |zi].



8. Séries entiéres

Corollaire 4.1
Soit E a,z" une série entiere.

e Si la suite numérique (a,z;) est bornée pour un certain zo, alors le
rayon de convergence R de la série entiere E a,z" esttel que:

lzo] < R Les inégalités sont larges.
< R.

e Silasuite numérique (a,z]) n’estpas bornée pour un certain z;, alors
le rayon de convergence R de la série entiere E a,z" esttel que:

R < |z

Corollaire 4.2
Soit E a,z" une série entiere.
e Si la suite numérique (a,zg) converge vers 0 pour un certain zo, alors
le rayon de convergence R de la série entiere E a,z" esttel que :
lzo] < R.

e Si la suite numérique (a,z]) ne converge pas vers 0 pour un certain

z1, alors le rayon de convergence R de la série entiere Z a,z”" est tel
que :
R < |z

» Pour s’entrainer : ex. 2.

2.2. La regle de d’Alembert

Rapport X-ESPCI, 2001
Théoreme 5. Regle de d’Alembert pour les séries entieres « Quant au rayon de convergence,

Soit Z a,z" une série entiere vérifiant les hypothéses suivantes : hors d’Alembert point de salut. »
e pour tout entier n,a, 7é 0 ;

Ap+1

e la suite (

> tend vers un élément L de R™ U {+c0} .

An

Alors, le rayon de convergence de la série entiere E a, 7" est:

1 si LeR™ Rapport TPE, 2002
L « ... dictature de la regle dite de
R=19 100 si L=0 d’Alembert pour étudier les séries

et les rayons de convergence, avec

0 il L =aee des dégdts spectaculaires. »

] Démonstration

Poser u, = a,z" et utiliser la regle de d’ Alembert pour les séries numériques.

» Pour s’entrainer : ex. 3.
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2.3. Exemples

n!
B Calcul du rayon de convergence, R, de la série entiere g —"z"
n

La regle de d’ Alembert est parfaitement adaptée a cet exemple.

n'

: Ap+l
Notons an:—n.Ona:an7é0 ;
n

lim =¢~'. Donc R =e.
n—+oo  dy

x 2n

(2n)!

On ne peut pas appliquer la regle de d’ Alembert pour les séries entieres, car
tous les coefficients d’indices impairs de cette série entiere sont nuls.

x2n
e

Up+1

B Calcul du rayon de convergence, R, de la série entiére Z

En revanche, pour x # 0, sil’on pose u, = on constate que :

u, #0 et lim =0.

n—+00 U,
On en déduit, par la regle de d’ Alembert sur les séries numériques, que la série
g u, convergeetque R = +o0.

B Calcul du rayon de convergence de la série entiere E a,x*" , sachant
que celui de E a,x" vaut R

On ne connait pas la suite (a,), l'utilisation de la regle de d’Alembert

est exclue. En revanche, on peut poser ¢ = x>

, la série Zant” converge
pour |t| < R et diverge pour |t| > R. Puisque ¢ = x?, la série Zanxz”
converge pour |x| < VR etdiverge pour |x| > v/R.

Donc, si le rayon de convergence de la série entiere Z a,x" vaut R, celui

de Zanxz” vaut VR. (On convient que /oo = 00.)

3 Opérations sur les séries entieres —
3.1. Sommes de séries entiéres

Théoreme 6
Soit Z a,7" et Z b,7" deux séries entieres de rayons de convergence
respectifs R et R'.

On note p le rayon de convergence de la série enticre Z(an + by)z",
somme de ces deux séries entieres. Alors :

e p>min(R,R) ;

e pour tout z tel que |z| < min(R, R’) :

oo oo oo
D (@n+b)Z" =) an?"+ > ba2";
n=0 n=0 n=0

esi R+ R’, alors p = min(R, R).

Rapport Centrale, 1998
« Une série entiere peut avoir un
rayon de convergence R sans que

an+1 1

la limite de soit 7 »

aﬂ

. .. ap+l .
« Si la limite de —— n’existe pas,
aﬂ

alors... c’est la panique »

Ce résultat n’est pas utilisable di-
rectement dans une copie. Il faut
le redémontrer si besoin est. La
méthode utilisée pour 1’obtenir
est a connaitre.




Démonstration

Regarder les disques de convergence des deux séries considérées.

Dans le cas R = R’, on peut avoir p > min(R, R"). Considérer les séries
entieres de rayon de convergence 1 :

S e Z(sin_l)xn.

3.2. Produit de Cauchy de séries entiéres

Soit E a, 7" et E b, 7" deux séries entieres. Fixons un nombre complexe

z etnotons u, =a,z" et v, =b,7".

n n

On constate que Zuj Up—j = Z(aj by_j)z".

Jj=0 Jj=0

Ainsi, le produit de Cauchy de deux séries entieres est une série entiére.

Le produit de Cauchy des séries entieres Z a, 7" et Z b, 7" estla

série entiere g c, 7", avec:

n
Cp = E a; bn,j.
Jj=0

Théoreme 7

Soit Z a, 7" et Z b, 7" deux séries entieres de rayons de convergence
respectifs R et R'.

Notons Z ¢, z" la série entiere produit de Cauchy de ces deux séries
et R’ son rayon de convergence.

Alors :

e pour tout nombre complexe z tel que |z| < min(R, R’), les trois séries

numériques E a, 7", E b, 7" et E ¢, z" sont absolument conver-
gentes. De plus :

+00 +00 +00
E Cn Zn = g ay Zn g bn Zn 5
n=0 n=0 n=0

e R” > min(R, R).

On ne peut, a priori, rien affirmer de plus au sujet du rayon de convergence de
la série entiere E ¢, 2", ainsi qu’un exemple va nous le montrer.

Exemple

Définissons la suite (a,) en posant ag =1 et a, =2 pour n € N*,
Définissons la suite (b,) enposant by =1 et b, = 2(—1)" pour n € N*.
Le produit de Cauchy des deux séries entieres est noté Z cp x".

Alors ¢y =1 et, en traitant deux cas suivant la parité de n, on prouvera que
¢, =0 pour n € N*,

8. Séries entiéres

Rappel 1

Soit deux séries a termes com-

plexes Zun et Zvn.

Le produit de Cauchy des sé-

ries E u, et E v, estla sé-

rie de terme général :

n

w,; = E UjVy—j.

Jj=0

Rappel 2

Si les séries numériques g Uy

et Z v,

convergentes, alors la série
produit de Cauchy Z w, est
absolument convergente.

De plus, dans ce cas, les sommes
de ces séries vérifient 1’égalité :

+0o0 +00 +00
§ Un E Up = § Wy, -
n=0 n=0 n=0

sont absolument

Doc. 2. Convergence d’une série
somme ou produit de deux séries
entieres sur le plus petit des deux
disques.
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Les deux séries entieres ont un rayon de convergence qui vaut 1 et leur produit
de Cauchy a un rayon de convergence infini.

Pour conclure, vous vérifierez que :

+00
Vxel—1,1[ Zanx”

1+x.

anx

n=0

+o0

. n __
; E c,x" =1.

n=0

» Pour s’entrainer : ex. 4 et 5.

A pplication 2

238

Etude de la série entiére

1
e Onpose ap =0, a, = — pour k > 1 et,
pourtout n de N, b, = 1.

On remarque que :

. 1
Zaib"ﬂ': 1+§+~~~+—
Jj=0
donc la série entiere donnée est le produit de Cau-

1
chy de E —x" par E x".
n
Ces deux séries entiéres ont un rayon de conver-

gence égala 1,donc R > 1.

De plus, pour x = 1, la série donnée est grossie-
rement divergente. Donc R = 1.

e Pourtout x de | —1,1] :

oo
E x" =
n=0

oo

1
et Z —x" = —1In(1 — x)
n

n=1

1 1
1+—+---+— | x"
2 n

Donc :

—In(1 —x)
1-x

S<x>=z<1+%+...+%>xn:

n=1

| i FZv Fz Fhr FE 3
Iv alﬂlgebraltaf&'ﬂtherlPrngD|Clear: Llpl ]

n
- Z[ 2 [%]'(-53”] 1, 38629084303
- -1'?':5 2 1.38629436112
LA EAD AUTH FUINC_ 7793
Doc. 3

4.1.

Continuité sur le disque ouvert

de convergence

Convergence normale sur tout compact du disque

de convergence

Théoreme 8

La série enticre E a,z" est normalement convergente sur tout compact

contenu dans son disque ouvert de convergence.

ol £

Doc. 4.



Démonstration

Soit R le rayon de convergence de la série entiere et
dans {z € C;|z| < R}.
e Ilexisteunréel r de [0, R[ tel que (doc. 1) :

K un compact inclus

Kc{zeC;|z|<r}.
En effet, la fonction (z — |z|) est continue sur le compact K et a valeurs dans R.
Elle atteint donc son maximum en un point zo de K. Leréel r = |zo| convient.

e La série entiere E a,7" est normalement convergente sur le compact K.
En effet :

Vze K VneN lanz"| < |anr”|.

Le majorant |a,r"| estindépendant de z et c’est le terme général d’une série conver-
gente car r < R. Donc, la série de fonctions E a,z" est normalement convergente
sur K.

4.2. Continuité de la fonction somme

Théoreme 9
Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0.

La fonction somme de cette série entiere est continue sur le disque ouvert
de convergence :
{z€C; |z] < R}.

» Pour s’entrainer : ex. 6.

Primitive de la somme d’une série
entiére

Dans ce qui suit, pour une série entiére E a,x" de rayon de convergence
R > 0, on étudie les différentes propriétés de la fonction de la variable réelle :

]—-R,R[—C

0o

n

X — E apXx
n=0

Lemme

Soit E a,x" une série entiere de rayon de convergence R.
n+1
est aussi R.

Le rayon de convergence de la série E an
n+

8. Séries entiéres

Rapport E3A, 2002
« Le mode de convergence d’une sé-
rie entiere n’est pas maitrisé. »

Ce résultat n’entraine pas la
convergence uniforme sur le
disque (ou [lintervalle) de
convergence

Rapport Centrale, 1997
« De nombreux candidats conti-
nuent a affirmer qu’une série
entiere  converge uniformément
sur lintervalle ouvert de conver-
gence. »

L’étude générale de la fonction
de la variable complexe :

oo
zZ E an?"
n=0

ne figure pas a notre programme,
sauf pour la continuité sur le
disque de convergence, résultat
obtenu au paragraphe précédent.

L’application 1 démontre ce
lemme.
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Théoreme 10
Soit Z a,x" une série enti¢re réelle de rayon de convergence R stric-
tement positif.

Une primitive sur | — R, R[ de la fonction somme, S, de la série entiere
s’obtient en intégrant terme a terme la série entiere :

xn+l

X [e’e] [e’e]
Vx€]—R,R " |dt = .
x€1—R.RI / z zl

Exemple

La série entiere E x" a un rayon de convergence égal a 1 et sa fonction
somme est :

- 1
n
X = x" = .
D =13
n=0
On déduit du corollaire précédent les égalités déja démontrées :

Vxel—-1,1] 1n(1—x):—§ o 1n(1+x)=§ (—1y1
n
n=1 n=1

n

Dérivation de la fonction somme
d’une série entiere

6.1. Le théoréme de dérivation

Lemme

Soit E a,x" une série entiere de rayon de convergence R. Le rayon de L application 1 démontre
lemme.

Cce

convergence de la série dérivée terme a terme E na,x"~' estaussi R.

Théoreme 11
Soit Z a,x™ une série entiere de rayon de convergence R strictement
positif. Sa fonction somme, S, est de classe C' sur 1 — R, RJ[.

Pour tout x de ] — R,R[, S’(x) s’obtient en dérivant terme 2 terme
le développement de S(x) :

oo / o0
S'(x) = <Z a,,x”> = Znanx”_l.
n=0 n=1




A pplication 3

=1
Calcul —
ailcuter Z2nn2

n
P [EN X

Le rayon de convergence de la série entiere g —
n

est 1. Notons f sa somme.

. . 1
La série numérique E —— converge, sa somme
2np?

est f (%) .

La fonction f’ estdéfiniesur | —1,1[ :

e xn—l
flay=3% =
1
Vx €lo, 1] f'(x)= _Imd=-x)
Puis :
Vrxelo [ f/(1—x)=— infxi.

Soit: Vx €]0,1[

In(1 — 1
@ = - = -, )

= — (In(x)In(1 — x))".

8. Séries entiéres

Un calcul de somme de série

Par conséquent :
JkeR fx)+f(1—-x)=k—InxIn(l —x).
De plus, la convergence de la série :
3 1
n2
entraine la convergence normale de la série entiere :

>
n2

sur [0,1]. La fonction f est donc continue sur
[0,1] et:

lim (f@)+ £(1=x) = fO)+ f(1)

2

6.2. Dérivations successives

Corollaire 11.1

Soit E a,x" une série entiere de rayon de convergence R strictement

positif.

Sa fonction somme, S, est de classe € sur | — R, R|[.

Pour tout entier k > 1, la dérivée k-itme de S sur | — R, R[, DX(S),
s’obtient en dérivant k fois terme a terme la série de fonctions :

) . ) !
S(k)(x) = Dk (Z apx > = Zanmx

n=0 n=k

Corollaire 11.2

n—k n=0

La dérivée k-ietme de S peut
aussi s’écrire, pour tout x de
1—R,R[ :

S(k)(x)

= Zan+k(n+k)...(n+ x"

Soit E a,x" une série entiere réelle de rayon de convergence R stric-

tement positif.
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Les coefficients de la série entiere sont liés a sa fonction somme S par :

1
VkeN a = Fs<k>(0).

Exemples

(oo}

W Sur [—1,I[ : Zx”:
n=0

En dérivant k fois cette expression :

1

1—x

> , k!
Donc: Vxe]l—-1,1[ VkeN* ;*i n+k x"
: s (1 _x)k+l - ~ k

> 3
m Calcul de Z;—n
n=0

1 .
La somme cherchée est la valeur, pour x = 7 de la fonction somme de la sé-

rie entiere Z n®x". Le rayon de convergence de cette série entidre vaut 1 (uti-
liser la regle de d’Alembert). Sa fonction somme, sur ] — 1, 1[, estnotée f.
La fonction somme de la série entiere Z x" estnotée g.

On obtient, pour tout x de ] — 1, 1[ :

f(x) = Zn(n — D(n —2)x"
n=0
+Z3n(n — Dx" + an”

n=0 n=0

car chacune des séries entieres ci-dessus converge sur | — 1, 1[. Donc :

fx)=x7g"(x)+3x7g"(x) + xg'(x).

() -

» Pour s’entrainer : ex. 7.

Finalement : < 3
> o

n=0

6.3. Une condition suffisante pour qu’une fonction soit
de classe C*

Corollaire 11.3
Soit f une fonctionde ] — R, R[ dans C.

Si, sur cet intervalle, la fonction f est la fonction somme d’une série
entiere de rayon de convergence supérieur ou égal a R, alors f estde
classe C°° sur cet intervalle.

Dans cet exemple, 1’expres-

sion est considérée

(1 _ x)k+l
comme une dérivée.

Elle peut aussi étre considérée
comme un produit, ce qui donne
une deuxieme démonstration de
la formule étudiée ici (cf. cha-
pitre 1, application 4)

La question du prolonge-
ment de certaines fonctions
est fréquemment posée. Au

chapitre 6, le théoreme 8 et
son corollaire permettent de
traiter ce probléme, mais cette
méthode est tres lourde.




Exemples

B Pourtout x de R* :

sin(x) 2n

o0 ., X
x ;(71) Qn+ D

. Alors sur R, f estla fonction somme de la série
2n

On pose f(0) =
dont le rayon de convergence est infini.

entiere Z(— )” P

La fonction f ainsi prolongée en 0 est de classe €™ sur R.

B Lafonction g :
In(1 — x)
_ —

x
estde classe €% sur ] — oo, 1[\ {0}. Pourtout x de ]—1,1[\ {0} :

>

n:O

i’l

ln(l —X)

On pose g(0) = —1. Alors, sur ] — 1,1[, g estla fonction somme de la

n

PR [N —X
série entiere E
n+1

dont le rayon de convergence vaut 1.

La fonction g ainsi prolongée en 0 est de classe €% sur ] — 1,1[ et sur
] — 00,0[, doncsur ] — oo, 1[.

Fonctions développables en série
entiére

7.1. Définition

Une fonction f, définie sur unintervalle | —r,r[ (avec r > 0), estdite
développable en série entiere sur ] — r,r[ s’il existe une série entiére

g a,x",

de rayon de convergence supérieur ou égal a r, telle que :

>

Vxel—r,r[ fx)=

Théoreme 12
Soit f une fonction développable en série entiere sur | —r,7[ :

Vxel—r,r[ fx)= Zanx"

n=0

La fonction f est de classe €% sur ]| — r,7[ et les coefficients a,
sont uniques et déterminés par la formule :

()

n!

VneN a, =

8. Séries entiéres

Les paragraphes précédents ont
permis de développer les prin-
cipales propriétés de la fonction
somme d’une série enticre de
rayon de convergence R > 0.

Il s’agit maintenant de déter-
miner a quelle condition une
fonction donnée est la fonction
somme d’une série entiere.

Rapport Mines-Ponts, 2000

« Une grande proportion de candi-
dats est persuadée que toute fonc-
est dévelop-

tion de classe G
pable en série entiere. »
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e les fonctions exponentielle, sinus, cosinus, sinus hyperbolique, cosinus hy-
perbolique sont développables en série entiere sur R ;

e les fonctions :

1 1 1
CIoy T YT rhieo
x —In(l+x), x+— Arctanx, x> m (ke N)

sont développables en série entiere sur | — 1, 1[.

7.2. Séries de Taylor et fonctions développables en série
entiere

Soit f une fonction de classe €*° de ] —r,r[ dans C.

f ")

n!

On appelle série de Taylor de f, la série enticre Z x".

Corollaire 12.1
Soit f une fonction développable en série entiere sur | — r, r[.
Alors :
o la série de Taylor de f est convergentesur | —r,r[ ;
20 ,
x".
n!

eVxel-rrl f)=)
n=0

Exemples

Les exemples suivants montrent qu’une fonction de classe € sur ] —r,r[
n’est pas nécessairement développable en série entiere sur | —r, r[.

B La fonction Arctangente est de classe C™° sur R.

C’est une primitive de x +—
sur | —1,1[.

Donc :

5 qui est développable en série enticre
+x

00 1y
( ) )C2”+1

—1,1[ Arct =
Vx €] .l rctan (x) 02n+1

n=

La fonction Arctangente est développable en série entiere sur | — 1, 1[.
Elle n’est pas développable en série entiere sur R.

2
. e /F si x40 o
B La fonction g : x — est de classe €™ sur R
0 si x=0
et, pour tout entier n, g"™(0) = 0.
Sa série de Taylor est donc la série nulle. Le rayon de convergence de cette
série entiére est infini.

La fonction g n’est développable en série entiere sur aucun intervalle de la
forme | —r,r[.
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Rapport X, 1997

« C’est bien la vingtieme fois de-
puis le début du concours qu’il y
a un logarithme a développer au
voisinage de 1. Ca y est, ¢ca ne
rate pas! C. s’est trompé, comme
douze de ses prédécesseurs environ,
dans les deux premiers termes du
développement de In(1 +x)!... Si
seulement! ... Siseulement le dé-
veloppement de In(1 + x) ou de
(1 +x)* et les formules trigonomé-
triques élémentaires pouvaient étre
sus ! par ceeur! »

La différence entre fonction de
classe € et fonction dévelop-
pable en série entiere réside dans
le phénomene suivant.

Si f estde classe C°° sur un
intervalle | —r,r[, alors f ad-
met un développement limité en
0 a n’importe quel ordre, donné
par la formule de Taylor-Young :

N n O
fo =3 L@y ryeo
n=0 ’

n

R
avec lim ngx) =0.
x—! X

Mais, a priori, pour x fixé
dans ] — r,r[, on ne connait
pas le comportement de Ry (x)
lorsque N tend vers +oo.

Il est possible de construire une
fonction de classe € sur R
dont la série de Taylor a un rayon
de convergence nul. Vous trouve-
rez une étude détaillée de ce phé-
nomene dans le probleme Navale
1989, Maths 1, partie 2.




A pplication +

Soit f une fonction de classe C°° sur un inter-
valle I, tel que infl < 0 < supl, a valeurs
complexes.

1) On suppose l'existence de réels B, C et M
strictement positifs tels que :

Vxel-B.Bl VneN |f™x)|<CM n!
Prouver que f est développable en série entiére

sur un intervalle |1 — a, a[C I.

2) Montrer que cette condition suffisante est aussi
nécessaire.

1) En utilisant I’inégalité de Taylor-Lagrange on a,
pourtout x de ] — B,B[ ettout n de N* :

n—1 (k)(o) X"
‘f(x)j{j 1l§7—<xk < L—Q p ")
k=0 : o n<isl
< CM"|x|"
Soit @ = min | B :
a= 7 )
Pourtout x de ] —a,a[, M|x| <1 et:
n—1
. SRO) 4|
Jm OEDY o =0

k=0

La fonction est développable en série entiere sur
| — a,af.

2) Lafonction f estdéveloppable en série entiere
sur | — a, af[. Soit r dans ]0, «f.

S™(0)
n'

La suite ( r”) est bornée :

JdJA >0 VneN

8. Séries entiéres

Caractérisation d’une fonction développable en série entiére

D’autre part, puisque f est développable en série
entiere sur | — a, af :

Vx €]l—a,af VkeN

+00

n! fM0)
Z(nfk)! al o

n=k

O =

On majore ‘ f (k)(x)‘ pour tout entier k et tout x
de |—a,af :

|

+00 n!
| F900)| < nZ:k —

n—k

(n)
SO

n!

n—k

o] < 4t s

k)!

Or, sur | — 1, 1], lafonction :

Z(n,k)v

est la dérivée k -ieme de la fonction :
oo
ey
0

On en déduit que, pour tout réel ¢t de | — 1, 1],
ona:

k!
Z(n_k)v T

En choisissant 0 < 8 < r, on a, pour tout x de
1—pB,B[ ettout kK de N :

1
R0 <
|70l < ﬁ<f B
Le résultat est atteint en prenant :
c Ar ¢ M 1
= c = .
r—p r—p
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A pplication

Equation différentielle linéaire et série entiere

246

On considere I’équation différentielle :

x2y" +4xy" +2y = In(1 +x) (E)

1) Montrer I’existence d’une solution de cette équa-
tion, développable en série entiere sur | — 1, 1[.

2) Exprimer la fonction somme de cette série entiere
a l'aide des fonctions classiques.

3) En déduire les solutions de (E) sur | — 1,0[,
10, +oo[, ]1—1,+0o0l.

1) e Recherche des coefficients d’une éventuelle

série entiere solution

Si la série entiere E apx"

convergence R > 1
o0

a un rayon de
et si sa fonction somme

y(x) = Za,,x" est solutionde (E) sur ]—1, 1],
n=0

alors y est de classe G sur | — 1,1[ et sur

] — 1, 1[ , ’équation devient :

0 -1 n—1
2a0+§ ((n2+3n+2)an( ) >x"0
n

n=I

On en déduit, grace a I'unicité du développement
en série entiere, qu’une éventuelle série entiere so-
lution est telle que :

(_l)n—l

vnel At D2

=0 et a, =
(-1

— X

nn+1)(n+2)

La regle de d’Alembert permet de conclure que son

rayon de convergence est 1.

n

o Etude de la série entiere Z

Sa fonction somme, notée f, est donc définie

etde classe C>° sur ]—1,1[.

Par construction, f est développable en série en-
tiere sur cet intervalle et les relations satisfaites
par ses coefficients prouvent que f est solution
de (E) sur | —1,1[.

2) Compte tenu des rayons de convergence, pour
tout x de ]—1 1[ :

( l)nl ( 1)n 1
=y e S C

n=1
(_l)n 1 n
+nz 2n+2)"

De plus, pour tout x de ]— I, 1[\ {0} :

i(—w"—‘xn
2n
n=1

(=D~ 1 71 e (71)k71 ‘
Z n+1 7xkz:; K

= l(1n(1 +x) — x)
X

1
= Eln(l +x)

! LoD
;2(;”2) ﬁ; K
i 2
(1n(1+x)—x+%).

Tl

On sait, d’autre part, que f(0) = ap = 0 et que
f estdeclasse € sur | — 1,1[. Il en découle
que :

(x+1)?
foy =9 2+

In(1 + x)—L—?—l six € ]1- 1,11\ {0}

0 si x=0

3) Notons (H) 1’équation linéaire homogene asso-
ciéea (E) :

22y +4xy' +2y =0 (H)

L’ensemble des solutions de (H) sur un inter-
valle I ne contenant pas 0 est un espace vectoriel
de dimension 2.

La fonction x +— x”
et seulement si :

est solution de (H) si,

rr—D+4r+2=0.

Donc, les fonctions x — — et x — =

X X
solutions de (H) sur tout intervalle I ne conte-
nant pas 0.

sont

Connaissant les solutions de (H) et une solution
particuliere de (E), on peut conclure.

e Les solutionsde (E) sur ] — 1,0[ sont:
(x 1)2 1 3 a b
N

1(1+ )*—x*2+;+ﬁ

avec (a,b) € R%.




8. Séries entiéres

e D’apres la question 2), la fonction : est de la forme indiquée ci-dessus sur | — 1,0[
et sur ]0, +ool.
GV WP RS B De plus, elle est conti 0. Sachant
— n - — — = . :

X s X > 2 e plus, elle est continue en achant que

i . . +1)? 1 3
est solution de (E) sur ]0, 1[ lim (x 2) Il +x)— 4 2| —o,
Les calculs de ses dérivées étant valables sur x—0 2x 2x 4

10, +oc[, elle est solution sur ]0,+oo[. Ainsi, les

solutions de (E) sur ]0,+oco[ sont de la forme : on en déduit que la fonction :

(x +1)? 1 3 ¢ d (x+1)? o3 o
sy ln(l+x)—§—z+;+x—2 Y e In(1 +x) T a six €]—1,+o00[\ {0}
5 0 six=0
avec (c,d) € R~.
e Une solution de (E) sur ]| — 1,4+00[ est la seule solution de (E) sur ] — 1, +ool.

7.3. Méthode pratique

Pour prouver qu’une fonction est développable en série entiere sur | —r,r[ :

e on regarde d’abord si elle n’est pas composée a I’aide d’'une somme,
d’un produit, de primitives ou de dérivées de fonctions développables
en série entiere déja connues ;

e on peut aussi étudier si la fonction est solution d’une équation différentielle
et utiliser la méthode développée ci-dessus;

e si les tentatives précédentes ont échoué, on prouve que, pour tout x
de |—r,r[ :

0.

N
: 3 70 ,
Nl—lgloo f(X) B 0 n! o

 £7(0)
Pour cela, on majore la valeur absolue dureste Ry(x) = f (x)fz —'x”,
n!
n=0
soit a I’aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, soit grace a 1’égalité de Taylor
avec reste intégral.

Dévelo ments en série entiar Lorsque le réel « est un entier
v Ppe € erie ! € positif, on remarque que, pour

classiques n>a -

al@—1)...(a—(n—-1)

n!

8.1. Formule du bindme généralisée 0.

Dans ce cas, le développement

Théoreme 13 : Formule du bindme généralisée indiqué est valable pour tout x
Pour tout réel «a, la fonction x — (1 + x)“ est développable en série de R. Il s’agit tout simplement
entiere sur | — 1, 1[. Son développement est donné par : de la formule du bindme de New-
. Za@—1)...(a—@n—-1) , ton, d’ou I’appellation « formule
Vel -LI[ (I1+x)%=1+ Z - X du bindme généralisée », lorsque
n!
n=l1 a est un réel quelconque.
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Démonstration Rapport Centrale, 2001
Soit @ un élémentde R\N. Onnote f Dapplication x +— (1 +x)*. « Ici, on assiste au développement
e L application f estdeclasse € sur ] — 1,+o0[ et, sur cet intervalle : en série entiere de 1/(1 — u) sans
tenir compte de son domaine de va-
Flo=al+0* ! = 22 £, lidité. »

o Ilest aisé de vérifier que f(0) =1 et f"(0) = a(a—1)...(a — (n — 1)).

Onpose ap =1 et

_ala—=1D...(a—m—-1)
" n! ’

Par construction, la série entiere Z a,x" est la série de Taylor de f. Son rayon de
convergence vaut 1. On note g sa fonction somme sur | — 1, 1[.

e Pourtout x de | —1,1] :

<1+x)g'<x)zzu( . +Za(a (a—(n—l)) o

!
prt (n+1)!
= ag(x) 11 est fondamental de comprendre
Donc, la fonction g est solution, sur | — 1, 1[ , de I’équation différentielle linéaire que la convergence de la série de
du premier ordre : Taylor de f sur un intervalle
y = 1 a y 50 ]—r,r[ n’implique pas, a priori,
+x

que la fonction somme de cette
série soit f. C’est pourquoi il
reste a prouver que f = g.

La fonction f est aussi solution, sur | — 1,1[, de cette équation différentielle li-
néaire et f(0) = g(0) = 1. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz permet de conclure que

f=s

A pplication 6

Développement en série entiere de la fonction Arcsinus

1) Montrer que la fonction : Pour tout x de ] — 1,1[, —x? est aussi dans
1 1—1,1[ et:
X = —
V1 x? 1.3 D,

. L. N N - =1+ .
est deve/lop%)able en série einttere s%tr 1—1, {[. m ; gl
2) En déduire que la fonction Arcsinus est dévelop-
pable en série entiere sur | — 1, 1] et exprimer les = 2n)! e
coefficients de son développement a l’aide de facto- Z 22(p ;)2
rielles. n=0
3) Montrer que : Ceci prouve que la fonction :

At S
22"(11')2(211 +1) X = I — 2

est développable en série entiere sur | — 1, 1.
1) D’apres la formule du binéme généralisée, pour PP ] [

tout uw de |—1,1[ : (1 +u)_1/2 = 2) La fonction Arcsinus est une primitive,

-1 /-1 -1 sur | —1,1[, de:
o = |—=-1]...|=—-@®m—-1
2\ 2 2 1
]+Z ! . e
n=1 e 1 —x2
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Elle est donc développable en série entiere sur cet
intervalle.
Pourtout x de | —1,1] :
] - e (2’1)' x2n+l
ArCSlnx = ; Wﬁ
3) Soit :
(2’1)' x2n+l

n = A A 1 t nilloo = nl:

)= g1 & Mnllee = sup funl

8. Séries entiéres

La formule de Stirling permet de prouver que :

1
0(m>~

Donc la série de fonctions

ll4n[ oo

u, converge nor-

malement sur | — 1, 1[.

Le théoreme d’interversion des limites s’ applique
lorsque x tend vers 1~ et permet de conclure.

8.2. Les incontournables
8.2.1

Fonctions construites a partir de la fonction exponentielle

Les fonctions suivantes sont développables en série entiere sur R.

n_n
t — etz — _Z
n!
n=0
eix_’_efi)c o0 x2n
X COSxY = ————— = —1)"
2 Z( ) 2n)!
n=0
e‘+e * 2 x2n
Xt—chx= — =
2 Z 2n)!
n=0
eix _eix e x2n+l
X siny = ——— = [ | | —
21 Z( ) 2n+1)!
n=0
X _ a—x o 2+l
x +— shx = =
2 Zo 2n+1)!
n=—

-1

-2

Doc. 5. Quelques sommes partielles
de la série de Taylor de la fonction
cosinus.

» Pour s’entrainer : ex. 8.

8.2.2 Fonctions construites a partir de séries géométriques

et de la formule du bindme généralisée

Les fonctions suivantes sont développables en série entiere sur | — 1, 1] :

1
X — =
1—x

e
>
n=0

oo

len(lfx):Zix

n

n

n=1

1 = n..n
x»—>1+x:;(—l)x

= n—1.,.n
x»—>1n(1+x)zz(_l)Tx

n=1
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1+x2 Z( DES

l)n 2n+1

xHArctanx—Z(

2n+1

) -0, 05 1 15\ 2
xn

(1+x)a:1+Za(a—1)...(a_(n_l

n!
n=1

@n!
m Z < 2l

o

) (271)' x2n+1
Arcsin x = Z W m
n=0

Z (= 1)”(271)'
221(n!)?

1+)c2

Argsh x = In(x + \/xz—) _ Z (—=1)"2n)! x

-1

-2

Doc. 6. Quelques sommes partielles
de la série de Taylor de la fonction :
x — In(1 + x).

2n+1

220(n1)? 2n+1

Ces fonctions sont, en général, définies sur des intervalles plus grands que

]— L1

Toutefois, vous pourrez vérifier que le rayon de convergence de chacune de ces

séries entieres vaut 1.

» Pour s’entrainer : ex. 9.



8. Séries entiéres

Bl FICHE METHODE __

Pour déterminer le rayon de convergence R d’une série entiere E a,x"

, onpeut:
e trouver un complexe zo tel que:

— lasuite (a,zy) soit bornée;

— lasuite (a,zy) converge vers 0;

— la série E ayzg converge;
alors R > |zo].
e trouver un complexe z; tel que:

— la série E a, z{ diverge;

— lasuite (a,z}) ne soit pas bornée;

— lasuite (a,z|) ne converge pas vers 0;
alors R < |z1].

Ap+l
Ay

o (Regle de d’Alembert) vérifier que a, ne s’annule pas et que la suite (

I dans R* U {+o00};

) admet une limite

alors, le rayon de convergence est :

1
— RZ? si 16R+*,
- R=0 si [ =400 ;

@® Pour prouver qu’une fonction est développable en série entiere sur ] — r,r[, on peut:

e regarder d’abord si elle n’est pas composée a I’aide d’une somme, d’un produit, de primitives ou de
dérivées de fonctions développables en séries entieres ;

e étudier si la fonction est solution d’une équation différentielle :

— calculer les coefficients des éventuelles séries enticres solutions de cette équation ;

— justifier de I’égalité, sur ] — r,r[, de la fonction de départ avec I’'une des sommes de séries
entieres ainsi déterminées ;

e sachantque f est de classe C°° sur ] — r,r[, on peut démontrer que, pour tout x de ]—r,r[ :

N
. SO L
Nl—lg—loo fx) 5_0 p x" =0.
. RO o
Pour cela, on majore la valeur absolue du reste Ry(x) = f(x) — E ' x", soit a ’aide de
n!
=0

Iinégalité de Taylor-Lagrange, soit grace a 1’égalité de Taylor avec reste intégral.
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Exercices

1,, Déterminer le rayon de convergence de la série enticre :

L,
P wav

2‘,;, 1) Montrer que la suite (cosn) ne converge pas vers 0.
(Utiliser la suite extraite (cos2n)) .
2) Déterminer le rayon de convergence de Z cosnx".

3) Déterminer sa fonction somme sur ’intervalle ouvert de
convergence.

5 . Déterminer le rayon de convergence de la série entiere :

—
Z <n+;>n! .

2n &
2%\ /(2n)!

2n+2
X
' O .d\ 1 2.8 t'\ —_ ¢
4"’&” n considere la serie enuere Z n(n + ])(2}’1 + ])

1) Déterminer son rayon de convergence.

2) Exprimer sa fonction somme, sur [’intervalle ouvert
de convergence, a I’aide d’une décomposition en éléments
simples.

3) Que dire aux bornes de I’intervalle de convergence ?

gﬁ,ﬂ Déterminer le rayon de convergence et la fonction

somme de la série entiere
d’un produit de Cauchy.

Z nx" en la représentant a I’aide

6“ Déterminer, pour chacune des séries entieres suivantes,

le rayon de convergence R et 'intervalle /, le plus grand
possible, sur lequel elles convergent.
n

n
X X
DA e Y
n n
Dans les trois cas, la fonction somme est-elle continue sur [ ?
w"; Déterminer le rayon de convergence de la série entiere :

2n+1

X
Z nn+1D2n+1)

Calculer sa fonction somme sur 1’intervalle ouvert de conver-

gence en utilisant sa dérivée.

§m, 1) Prouver que la fonction :

x +— e’ sinx

est développable en série entiere sur R et déterminer son dé-
veloppement.

2) En déduire que, pour tout entier n > 1

E((n—1)/2) ; " om
2, (2p+ 1> - (‘/E) - ("Z)'

r=0

#9”‘, Montrer que la fonction f définie par :

f(x)=1In (1 + ]f—xz)

est développable en série entiere sur | — 1, 1.

/LQ On fixe (a,B) dans C x C*. Soit Z a, 7" une série
entiere dont les coefficients vérifient la relation de récurrence :

Vn €N ay = aap + Ban (1)

1) Montrer que le rayon de convergence de cette série entiere
est non nul.

2) Montrer que, sur un certain disque ouvert centré en 0, la
fonction somme de cette série entiere est la fraction rationnelle :

f) =

ap + (a1 — aop a)z
1 —az— Bz

/L,, Soit la série entiere Z\/ﬁ x" et f sa fonction

somme.
1) Calculer son rayon de convergence.

2) Exprimer (1 — x) f(x) et (1 — )c)2 f(x) sous forme de
sommes de séries entieres.

3) En déduire le comportement de f lorsque x tend vers
—1 par valeurs supérieures.

4) Calculer lim (1 —x) f(x) et lim (1 fx)z fx).
x—1- x—1-

5) Déterminer un équivalent de f lorsque x tend vers 1 par
valeurs inférieures.

/IZW Soit Zanx" une série entiere de rayon de conver-
gence R >1 et S safonction somme.

Montrer que, pour tout entier n :
1 27
ay = — / SEee " d .
2w J,

/L,,Z?-; Calcul du rayon de convergence et de la somme de la
série entiere :

x3n+2

GBn+2)!

%1~ On considere la fonction, définie sur ] — ar, w[\{0}



Montrer que f est prolongeable en 0 en une fonction de
classe @ sur | — r, m[.

ﬁ> (Extrait de CCP 96)

On considere 1’équation différentielle :
xy =y + 4x3y =0 (E)

dont on se propose de déterminer les solutions sur R.

On recherche d’abord les solutions développables en séries en-
tieres.
(oo}
On note x — Z a,x" une telle solution, lorsqu’elle existe,
n=0
et on désigne par R son rayon de convergence.

1) Montrer qu’il existe une relation de récurrence, que I’on ex-
plicitera, entre a,+4 et a.

2) Pour p € N, déterminer asps1 et dasp:3.

3) Pour p € N, déterminer a4, en fonctionde ap etde p
(respectivement 4,42 en fonctionde a etde p).

4) Quel est le rayon de convergence de la série entiere obtenue ?

5) Soit S le R -espace vectoriel des applications de R dans
R qui sont solutions de (E) sur R. Préciser une base de S.

/Lé Dans tout cet exercice, a est un réel strictement su-
périeur a 1.

1) Déterminer le domaine de définition de la fonction f défi-
nie par :

oo xn
f(x) =exp Z e K
n=1
2) Montrer que f est continue sur son domaine de définition.
3) Montrer que la fonction f estde classe €% sur ]—1, I[.

4) Déterminer une équation différentielle linéaire du premier
ordre satisfaite par f.

En déduire que
1— L1

f est développable en série entiere sur

5) Soit Zanx" une série entiere de rayon de convergence
R>1.

Montrer que, s’il existe un entier naturel p tel que la suite
(n”an)nen ne converge pas vers 0, alors R = 1.

En déduire le rayon de convergence de la série de Taylor
de f.

8. Séries entiéres

7 %k
/L_,..J 1) Montrer que, la série de fonctions :

n—1 n
Z(il) x2 +n?

converge simplement sur R
Dans la suite, la fonction somme est notée f.

2) Montrer que, pour tout réel x et tout entier n > 0 :

oo

/ cos(xt)e " dr =
0

n
x2+n?
En déduire que, pour tout réel x :

Flx) = /°° cos(xt) dr.
0

e +1

3) Montrer que f est développable en série entiere sur un
intervalle a préciser.

/_/ﬁ, Développement en série entiére de la

fonction tangente

L objectif est d’établir que la fonction tangente, notée f, est
4 P 9% m

développable en série entiere sur } —55 [

2

/

\ el

-0,5 0 0,5 1

W

1) Montrer que Vn € N Vx € [0, g [ f®@) > 0.

2) Montrer que, pour tout x de [O, g [, la série de Taylor de
f converge. En déduire que le rayon de convergence de cette
série enticre est supérieur ou égal a ;

La fonction somme de la série de Taylor de f est notée g.
3) Montrer que Vx € } ,%7 g [ g =1+ gz(x).

4) Conclure.
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Séries
de Fourier

ntio uehis)

Historiquement, c’est au milieu du XVIII® siecle
que d’Alembert (1747), Euler (1753) et Daniel
Bernoulli (1755) commencent a étudier les
questions suivantes :

Un son peut-il étre décomposé

en une série d’harmoniques ?

Comment calculer les harmoniques ?

Comment retrouver le signal

a partir des harmoniques ?

En 1807, Fourier affirme que, pour « une fonction
entierement arbitraire » (et 2m-périodique),

la formule :

1 m ,
Cp = —/ f(e ""dr
2w ) .

permet de calculer les harmoniques de la fonction
[ qui est ’appellation mathématique du signal.
Et, a propos des séries qui synthétisent le signal
par la formule

Z cneint’

nez

il affirme : « Il est facile de montrer qu’elles sont
convergentes. » Les idées géniales, bien
qu’imprécises, de Fourier (mais il avait le niveau
de rigueur de son époque!) ont été un moteur
formidable pour préciser, entre autres, la notion de
fonction, la (ou les) théorie(s) de l’intégration et
les notions de convergence

d’une série de fonctions.

OB]ECTIFS

B Coefficients de Fourier de f.
B Coefficients trigonométriques de f.
B Série de Fourier de f.

B Projection orthogonale dans ’espace pré-
hilbertien C,.

B Convergence en moyenne quadratique.
B Formule de Parseval.

B Les deux théoremes de convergence ponc-
tuelle.




Dans ce chapitre, aux applications physiques et technologiques importantes,
nous allons d’abord étudier le moyen d’analyser un signal périodique en le
décomposant en harmoniques.

Apres avoir étudié la décomposition d’un signal en ses harmoniques, nous
nous intéresserons au probleme de la syntheése de ce signal a partir de ses har-
moniques. Il s’agit dés lors d’un probleme de convergence. La série de Fou-
rier d’une fonction f continue par morceaux, 2m-périodique, converge-t-elle
vers f, en moyenne quadratique ? normalement ? simplement ?

L’analyse du signal :
les coefficients de Fourier
d’une fonction périodique

Le cadre fixé par le programme, pour ce chapitre, est I’espace vectoriel com-
plexe CM,, des fonctions 2m-périodiques, continues par morceaux sur R,
a valeurs complexes.

I.1. Polyn6mes trigonométriques

Nous avons rencontré en Algebre les fonctions (ey,),ecz,
définies par :

(cn)n en et (S,, )n €N*

VieR e,(t) =e™ c¢,(t) =cos(nt) et s,(t)= sin(nt).

De plus, Vect((ex)—n<k<n) = Vect(co,C1,...,Cn,S1,...,5,). Cest un sous-
espace vectoriel de dimension 2n + 1, de CM,,, que I’on note P,.

Si P appartienta P,, P apparaitcomme un polynémeen cos(z) et sin(t).
Il est appelé « polynome trigonométrique ». On note :

P = U P, = Vectle, ; keZ)= Vect({ck}keN o Sk Feen )
neN

Cet ensemble est appelé ’espace des polynomes trigonométriques.

Un polynome trigonométrique peut donc s’écrire :

m m
P = Z arer = oo+ Z [(ak ar a,k)ck ar i(ak = a,k)sk]

k=—m k=1

oules a; sontdes complexes.

Si f estdans CM,,, on calcule I'intégrale sur une période de la fonction
f. L’application f étant 2m-périodique, on remarque que :

a+2w 2m ™
/ f)der = fde = fde.
a 0 —m

Cette propriété a été rencontrée dans le cours d’intégration et peut se visualiser
sur le document 1.

9. séries de Fourier

Joseph Fourier (1768-1830), ma-

thématicien et physicien frangais.

Si g est une fonction conti-
nue par morceaux sur un inter-
valle [a,a +2w[, admettant une
limite a gauche en a + 2, g
peut étre prolongée, et de ma-
niere unique, sur R en une fonc-
tion de CM,, et nous défi-
nirons fréquemment une fonc-
tion de CM,, par sa restric-
tion a un intervalle de la forme
la,a+ 2.

Doc. 1. Les aires colorées sur le

schéma sont égales.
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1.2. Coefficients de Fourier de f

Si f estdans CM,,, on pose, pourtout n de Z :

A 1 ™ . 1 a+2m ;
o =an=5= [ swemar=sL [ rwetar
2 - 21 a
Les c,( f) sontappelés les coefficients de Fourier de f.

Le coefficient co( f) estla valeur moyenne de [ sur une période.

A Lorsque f est définie au départ sur un intervalle [a, a + 2m[, toutes

les intégrales seront calculées sur cet intervalle.

Exemples

B Si P estun polyndme trigonométrique, le coefficient de Fourier c,(P)
est le coefficient de e, dans P. En effet:

1 ™ m .
cn(P) = _27r/ < E ake""> e '"dr
E 1 i(k—n
— ay E . e (k )3 dt

Donc, ¢,(P) = a, si |n] <m etO0 sinon.

B Soit f DI’application de CM,,, définie sur | — m, ] par x — Tz

Si n #£0, alors:

_ 1 X —inx 7(71)”
C”(f)’zw,/,w 7 e dx=on
Sin=0: . -
m—X '1T
CO(f)_ﬂ/_w 3 dx—§~

|.3. Propriétés des coefficients de Fourier de f

B Pour n fixé dans Z, ’application de CM,, dans C, quia f associe
cn( f), estune forme linéaire.

B L’application ¢ est linéaire :

CM,, — CZ

frof=(fm)  =@e

w

B VfcCMy, Vnez cn(f):% Fe"dt = c_,(f).

Par conséquent, si f est a valeurs réelles, c,( f) = c_,( f).

256

Rapport Centrale, 1998

« Trop de candidats ignorent que :

/ )

ne dépendpas de x lorsque f est
T -périodique et continue. »

Rapport X-ESPCI, 2000

« Les coefficients de Fourier offrent
des difficultés de calcul pour deux
raisons @ mauvaise connaissance
des formules de base en trigo-
nométrie, manque d’entrainement
aux techniques classiques de calcul
d’intégrale de base. »

Avec Maple :
> plot((Pi-x)/2,x=-Pi..Pi) ;
3
25
2
13
1
05
=3 ) -1 0 1 2 3 x

> ¢c0 :=1/(2*Pi)*(int ((Pi-x)/2,
x=-Pi..Pi)) ;

cO::%'rr

> cn :=1/(2%Pi)
*simplify (int ((Pi-x)/2

*exp(-i*n*x), x=-Pi..Pi)) ;

1 (2™ 4 2qmin—1)em™
cn = —
4 wi2n?

cn :=subs (exp(-2*i*Pi*n)=1,") ;

> cn :=subs (exp(i*Pi*n)

=(-1)"n,") ;
le('rrin)
N=35 Tin
cn = 1 E
T2 in
Doc. 2.



B Soit f dans CM,, et g définie par g(r) = f(—t). Alors, g estdans
CM,, et:

1 [T , 1 [T ,
cn(g) = —/ ge™Mdt = — | f(=ne " dt =c_,(f).

2w J_ . 2w

En particulier, si f est une fonction paire, c¢,( f) = c_,(f) et,si f est
impaire, alors ¢,( f) = —c_,( f).

B Soit a un réel et f dans CMpy,, on définit & dans CM,, par

h(t) = f(t +a). Alors:

ca(h) = 1 /ﬂ h(He " dr = L ft+a)e "dr =e"c,( f)

2w ). 2w ) .
(poser u =t + «).

B Si f estdans CMs,,, la suite f de ses coefficients de Fourier est bor-

z

nee :

1

VneZ  le(f) < —/ |F0ldr < swp] ).
— te

21

» Pour s’entrainer : ex. |I.

1.4. Cas d’une fonction de classe C*

Soit f continue, 2m-périodique, et de classe ! par morceaux sur R.

La suite (f(n)) , = (ca( f)) ez estbornée et :
ne

sup lea () = || 7| _ < lrlh = % /_ﬁ | f@)ldt,

nez
De méme :

17 e < I1£Il -

De plus, pourtout n de 7Z :
(1= — [ fwe )™ L / " Fimei dr
! 2m - 2w | '
D’ou:
en( 1) =1inc,(f).

1
En particulier, co( f/) =0 et, pour tout n de N*, ¢,(f) = —

1n

en(f1).
Donc ¢,(f)= 0 (l> .
n

Théoréeme 1

Si f est 2mw-périodique, de classe ek sur R (k > 1), alors les suites

(ca( f)) et (c—,( f)) sont dominées par la suite (nlk) .

9. séries de Fourier

Rapport Ecole de I’air, 1998
« Tres peu de candidats ont su
exploiter correctement la relation

liant les coefficients de Fourier de
f etceuxde f'. »

Rapport Centrale, 1997

« Ces erreurs sont étonnantes, et
pourtant trop persistantes pour
qu’il ne s’agisse que d’inattention
ou d’affolement : ... dans l’étude
de Fourier, la notion de fonction
de classe @' par morceaux est
presque toujours fausse et on ignore
I’importance de la continuité de f
dans les relations entre coefficients
de f et f/ >
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(© Hachette Livre - H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit



Analyse PC-PSI

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

I1.5. Coefficients trigonométriques de f

Soit f dans CM,,, on appelle coefficients trigonométriquesde f les
coefficients (a,( f)),en €t (bn( f)),en~ définis par :

1 w
VneN an(f)=; f(t)cos(nt)dt
* 1 " :
VneN bn(f)=; f(t)sin(nt)d ¢
ao( f) .
De plus, y = co( f) est la valeur moyenne de la fonction sur une
période.

int —int int _ ,—int

. e
et sin(nt) =

- entrainent
21

Les relations cos(nt) =
que, pour tout n de N* :

an( f) = [Cn(f)"'c—n(f)] et bn(f):i[cn(f)_c—n(f)]

1 1
en(f) =2 lan(f) —ibu( )] et c_n(f) = lan(f)+ibu(f)].

Ces relations liant les coefficients de Fourier aux coefficients trigonométriques
permettent de substituer a la suite indexée par Z des coefficients de Fourier,
une suite indexée par N et une indexée par N*.

Exemple

Coefficients trigonométriques de 1’application f de CM,,, définie sur
| —m, ] par:

m—X

Le calcul des coefficients de Fourier de f a été effectué.

Les formules ci-dessus permettent d’en déduire :

ao( f) _m
D=7
an(f):[cn(f)"'cfn(f)]:() si n>0
_ln
ba ) = iLen( f) = con( )] = & n) .

On constate que les coefficients a,( f), pour n > 1, sont nuls.

Ceci s’explique par le fait que la fonction x — f(x) — g est impaire.

Lorsque f est définie au dé-
part sur un intervalle [«, a+27][,
toutes les intégrales seront calcu-
1ées sur cet intervalle.

Rapport St Cyr, 1998
Pour les séries de Fourier |[...], le
terme constant de la série (peu im-
porte qu’on ’appelle ay ou %)
donne lieu a des erreurs,; peu de
candidats savent qu’il s’agit de la

moyenne de la fonction sur une pé-
riode.

Rapport X-ESPCI, 2001
« Nous insistons sur la dégradation
de l'usage de la trigonométrie. »

Avec Maple :
3
25
2
1,5
1
0.5
-3 -2 -1 0 1 2 3 x

> assume(n,integer) ;
> bn :=1/Pix*simplify(int (sin(n*x)

*(Pi-x)/2,x=-Pi..Pi)) ;
> an :=1/Pix*simplify(int (cos (n*x)

*(Pi-x)/2,x=-Pi..Pi)) ;

pn = DT
N~
an:=0
> a[0] :=1/Pi*int((Pi-x)/2,
x=-Pi..Pi) ;
ap .= T
Doc. 3.



1.6. Propriétés des coefficients trigonométriques

Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés des c,( f).

B Pour n fixé, les applications (f — a,(f)) et (f — b,(f)) sont li-
néaires de CM,, dans C.

B Si f esta valeurs réelles, les coefficients trigonométriques de f sont
réels.

B Soit f dans CM,, et g lafonctionde CMy,, définiepar: g(t) = f(—1),

ona:

an(g) = a,(f) et by(g) = —b,(f).

Par conséquent :

Vn € N
si f estimpaire: Vn € N

si f est paire :

ba( f) = 0.

2 w
e Si f estpaire et 2m-périodique, a,( f) = — / f(t)cos(nt)dt.
™ Jo

2 w
e Si f estimpaire et 2m-périodique, b,( f) = — / f(@)sin(nt)dz.
T Jo

. PR . 1
B Si f est2m-périodique, continueet € par morceaux sur R, :

an(f)) =nby(f) et by(f') = —na,(f).

» Pour s’entrainer : ex. 2.

B Traduction physique

L’analyse du signal est faite. La fonction :
t — a, cos(nt) + b, sin(nt).

est la n-ieme harmonique du signal f. Lorsque n = 1, elle est appelée le
fondamental.

Lorsque f esta valeurs réelles, en posant A, = /a2 + b2, il existe un réel
¢, tel que:

a, cos(nt) + b, sin(nt) = A, cos(nt + ¢,).

A, est I'amplitude de la n-ieme harmonique et ¢, sa phase. Mais, cette
expression n’est pas utilisée en mathématiques, principalement parce que les
déphasages sont définis modulo 27 et que la suite de ces déphasages, (¢,),
est difficilement étudiable.

9. séries de Fourier

Rapport Centrale, 2001
« Signalons que certains candidats
ont trouvé que a, est différent de 0
alors que la fonction considérée est
impaire. »

Pour exploiter au mieux cette
propriété, on utilise les coeffi-
cients trigonométriques de f, et
non les coefficients de Fourier,
lorsque f est paire ou impaire.

Rapport TPE, 2002
« ... difficultés de calcul de nom-
breux candidats en trigonométrie
(bien utile pour ’étude des séries
de Fourier). »

Rapport Centrale, 2001
« Les candidats n’ont pas la
moindre idée de 1’ordre de gran-
deur des coefficients de Fourier

d’une fonction de classe ety
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Série de Fourier d’une fonction
périodique

2.1. Définitions

Rappelons les notations :

cp(x) =cos(nx) ; s,(x) = sin(nx).

Pour toute fonction f de CM,,, la série de fonctions :

ol )+ Y @ £)cn +ba( f)sn)
est appelée la série de Fourier de f.

Pour tout entier naturel p, onnote S,(f) la p-iéme somme partielle
de la série de Fourierde f :

ao( f) +i(a ( f)cos(nx) + by ( f)sin(nx))
2 " '

n=1
P

D el frem.

n=—p

VxeR S,(f)x)

2.2. Exemples

m—X

B f(x)=

sur | — ] (doc. 4)
Pour x = w(mod2m), ona,pourtout p: S,(f)(x)= g % f(m) (doc. 4).

B Soit f lafonction définie par f(x) = max(0, sin(x)).

f est 2m-périodique, continue sur R.

a(f) 1 [ A 1
5 o ; f(u)du—ﬁ/o sm(u)du_ﬂ.

an(f)zl/ (sin(u + nu) + sin(u — nu))du.
2T|' 0
Sin=1, a(f)=0.

Sin>1, an(f)%<(1)n(l)n+ ! ! >

n+1 n—1 n+l n—1

Dou: Vn e N* ayu(f)=0 et aZn(f):Tr(émzfl)‘

b,(f)= %/0 (cos(u — nu) — cos(u +nu))du.

bl(f)z%/o (1—cos(2x))dx:% s Vn>1 b,(f)=0.

260

Avec Maple :

> f:=x->piecewise (x>-3*Pi
and -Pi>x, (-Pi -x)/2,
-Pi<x and x<Pi, (Pi-x)/2,
(3*Pi-x)/2) ;

> restart ;

Série de Fourier de f.
b:=array(1..10) ;
for i to 10 do b[i] :=
“if ¢ (type(i,even),1/i,-1/1)
od :

> S:=proc(p,x)

> local i

> al[0]/2+sum(b[i] *sin((i)*x),
i=1..p) ;

> end ;

b := array(1..10,[ ])
S := proc(p, x)local i;
1/2 * a[0] + sum(b[i] * sin(i * x),
i = 1..p)end

On visualise.

; plot([(Pi-x)/2,5(5,%),
S(8,x),5(10,x)],x=-Pi..Pi) ;

-3 2 -1 0 1 2 3 x

Doc. 4. Les graphesde f et Ss( f),
Ss( f) et S f).

On constate que les sommes
partielles paraissent « bien ap-
procher » la fonction f sur
tout intervalle [—m + a, ™ — «]
O < a < m). Mais, sur
[—m, —m+«a] etsur [7— a, ],
le comportement est tres dif-
férent. Les sommes partielles
s’éloignent de la fonction f.
Il s’agit 1a du phénomene de
Gibbs, qui s’étudie en mathéma-
tiques, mais n’est pas a notre pro-
gramme.




Les sommes partielles de la série de Fourier de f sont:

E(p/2)

SpN00 = % +§sin<x>+ Yo Zeotn
n=1

w(4n? — 1)
ou E(p/2) désigne la partie entiere de g (doc. 5).

» Pour s’entrainer : ex. 3.

2.3. Une expressionde S,( f) alaide d’'une intégrale

Déterminons une expression intégrale de S,( f).
Soit f dans CM,,, alors:

P ) 1 2m 14 )
Sp( f)(x) — Z n( f)elnx _ E/ ( Z f(u)eln(x—u)du> )
0

n=—p n=—p

p
Onpose D,(u) = Z el
n=-—p
D, estdans P,.D, estappelé le noyau de Dirichlet.

. 1
i sin <p+5> u
Vu € R\2wZ D,(u)=e """ . = .

1 —eiu . z
sin 5
Et, pour x = 2km :

o (r+3)
p sin p+§ X
D _ in2kmw _ _ : )

(k) Z e 2p+1= lim .
n=-—p SIHE

Donc, en posant u —x = v :

2m—x

1 [ 1
S,,(f)(x):E/ D,,(x—u)f(u)duzﬁ/ D,(—v)f(v+x)dv
0

—X

D, est paire et 2m-périodique :

1 2m | 2 SIN (p+—>v
Sp(x) = ﬂ/ D,(v)f(v+x)dv = E/ ———f(v+x)dv.
0 0

sin 5
Un calcul aisé permet de prouver que, si f = 1, alors S,(f) =1, donc:

l 2
1= %/0 D,(v)dv.

Nous en déduisons :

1 21
S)CP® — f) = 5 / D, f(w+x) — f(x)dv.
0

9. séries de Fourier

Avec Maple :

> restart ;

> f :=x->max(0,sin(x)) ;

> plot(£f(x),
x=-3*Pi..3%Pi) ;

1
0,8
0,6
0,4

0,2

-8 -6 4-2 02 4 6 8 X
Doc. 5.

> bl=1/Pi*(int (sin(x)
*sin(x) ,x=0..Pi)) ;
assume (n,integer) ;

> bn:=1/Pi

> an:=1/Pi*simplify
((int (cos (n*x)*sin(x) ,
x=0..Pi))) ;

> a:=array(0..10) ;seq(aln]
=1/Pixint (cos (n*x)
*sin(x) ,x=0..Pi),
n=0..10) ;assign(") ;

Cette formule mesure 1’écart
entre la fonction f, calculée au
point x, etla p-iéme somme de
sa série de Fourier en ce méme
point. Elle est le point de départ
de différents problémes concer-
nant la convergence des séries de
Fourier.
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3 L’espace préhilbertien €,

B Position du probleme

Toute fonction f de CM,, admet un développement en série de Fourier. Rapport Centrale, 2001

Toutefois, le premier exemple ci-dessous montre que, si la série de Fourier de  « Pour beaucoup, étudier les coeffi-
f converge en un point x, elle ne converge pas nécessairement vers f(x). cients de Fourier d’une fonction pé-
Une fonction f de €M, dontla série de Fourier converge simplement vers ~ "iodique continue les conduit a af-
la fonction f est dite développable en série de Fourier. Jirmer qu’elle est « développable en

o . . . série de Fourier ». »
Or, nous avons défini plusieurs notions de convergence d’une suite de fonc-

tions. Nous allons maintenant étudier différents modes de convergence de la
série de Fourier d’une fonction f.

3.1. Quelques rappels

L’espace vectoriel €, des fonctions continues, 2m-périodiques sur R, et a
valeurs complexes est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel CMy,;.

L’espace vectoriel préhilbertien C,; est muni du produit scalaire :

1 T 1 at2m
V(f.8) € Car (f|g):2— f(t)g(t)dt:—/ f)g)dr.
L - 27 J,
L/ 1/2
et de la norme associée || f|. = {%/ f(t)zdt] .

La famille (e,),cz est une famille orthonormale de €, et, pour tout n de
Z et toute fonction f de €., ona:

Cn(f):(en‘ f)

La famille ((c,,)neN, (sn)neN*) est orthogonale. Plus précisément :

(Sulsk) = (cn|cx) =0 si m#k, (cn|s) =0 pourtout (n,k) de
N x N*;

1
(Snlsn) = (chlen)=1si n=0, et 5 sinon.

53
Nous savons aussi que cet espace vectoriel peut également étre muni :

de lanorme || ||; définie par :

l ™
= — t)|dt
I =5 [ 150
etde lanorme || || définie par :
I flloo = sup | f(2)].
1€R

Parmi ces trois normes sur C,;, aucune n’est équivalente a une autre, comme
nous I’avons déja vu. Mais, pour tout f de Gy :

1A < flloe et [ fll2 < I Sflloo-



9. séries de Fourier

3.2. Projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel
des polynémes trigonométriques ?p
f S=5,()

Soit p unentier naturel non nul. L’ espace vectoriel P, des polynomes trigo-

nométriques engendré par (e,)ncf—p,py €St un sous-espace vectoriel de Cor,

de dimension finie. On peut donc définir la projection orthogonale g sur P,,. 0 5,(f)

E
Soit f dans @,,. Lafamille {e, | |n| < p} étant une base orthonormale de >,

P, nous avons vu en algebre bilinéaire que (doc. 6) : o
Doc. 6. Projection orthogonale sur

le sous-espace vectoriel P,

p p
q( f) = Z(en‘f)en: Z Cn(f)en:Sp(f)-

T e En particulier, I’application :
Nous en déduisons, grice au théoréme de Pythagore, puisque f — q(f) et P, — R
q( f) sont orthogonaux dans 1’espace préhilbertien €, les relations :
P—|f—-Pl,
atteint son minimum en un
o d(f.P)=1f—SPl unique vecteurde P, : S,( f).
On dit aussi que S,( f) estla
e VOeP, | f-=Su(Dll<If-2l meilleure approximation quadra-
o 1 FIB=1So(NDIB+If = Sp(HIE = IS, I3 +dCF,Pp) gque”di )f (¢ esta-dire au sens
e 2), par un élément de
o IOl < £ P,

» Pour s’entrainer : ex. 4.

3.3. Inégalité de Bessel

Calculons [|S,( f)[j3. Labase (e,)—p<n<p de P, estorthonormale, donc :

p p
IS,(HOIE=1D | Healls =D leal NI
n=—p n=—p
Friedrich Bessel (1784-1846),

P
=|co( ) + Z(|Cn( P +le.(HP astronome allemand.
n=1
P

Z [lan (I + 1baC I -

Or, [|S,( 3 < | fII3. Par conséquent, on obtient :

Théoreme 2 : Inégalité de Bessel

Si f est une fonction continue sur R, 2m-périodique, a valeurs réelles
ou complexes :

14

1 P
EZ [lanC AP +1BaC O] = Y leal HF <N £

n=—p
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Quelques conséquences importantes de cette inégalité :

P
B La suite < Z len( f )|2> est convergente, car elle est croissante et
n=-—p peN

majorée.
B Lessuites (c,( f))uen et (c—,( f)nen tendent vers O.

B Les séries Z la.( f)|* et Z |b.( f)|*, & termes positifs et majorées,
convergent.

B Lessuites (a,( f))uen et (b,( f)uen+ tendent vers 0.

n=—p n=-—oo

p [eS)
La limite de la suite ( Z len( f)|2> sera notée Z lea( ).
peEN

» Pour s’entrainer : ex. 5.

Convergence dans ’espace
préhilbertien (Cy,(]))

4.1. Convergence dans I’espace préhilbertien (Cp., (| ))

Théoréme 3

Si f estune fonctionde €., alorslasuite (S,( f)) converge vers f
dans I’espace vectoriel normé (Car, || [|2) :

Jlim [ £ = Sy(Dll2=0.

Démonstration

Soit f une fonction de €. Nous établirons d’abord que la suite (|| f — S,( f)|2)
converge, puis que sa limite est nulle.

e Soit p un entier naturel, on sait que P, estinclus dans P ..

Donc S,( f) estdans P, et, par conséquent :
| f=Spa(Hll2 <1 f = SOl

La suite (|| f — Sp( f)]|2) est donc décroissante et minorée par 0, elle converge vers
L supérieur ou égal a 0.

e Mais, si & est un réel strictement positif, il existe, d’apres le théoreme de Weiers-
trass (cf. chapitre 4), un polynéme trigonométrique Q, élément de P,,, pour un cer-
tain m, tel que :

[ f = Qlle <&
Onendéduit: || f = Su( N2 <[ f = Q< f - Qllw <e.
Etdonc que L < e.

Ceci étant vrai pour tout & strictement positif, L = 0.

Nous avons vu que, si f est 2m-
périodique, de classe " sur R
(k > 1), alors, pour tout n de
7

en(fP) = An)e,(f).

Il en découle que si f est 2m-
périodique, de classe C* sur R,

alors :
1
a(f)=o n_k

1
c_n( f) =0(n—k> .

et:

On dit alors que la série de Fou-
rier d’une fonction f, continue
et 2m-périodique converge vers
f en moyenne quadratique.




4.2. Formule de Parseval

Théoreme 4 : Formule de Parseval
Soit f une application de C,, alors :

e L e
U177 = 5= [ 1£0Par

oo

= ) el NP =

n=—oo

2

WD 4 23 M NP+ [bul P
1

2

Le théoréme de Pythagore donne, pour toute application f de Cpy :

(L £l = (ISp(COI* + (| f = Sp( Hl]2)

La suite ((|| f — Sp(f)||2)2) tend vers O lorsque p tend vers +oco. Ceci
permet de conclure.

» Pour s’entrainer : ex. 6.

4.3. Interprétation physique

Si f estuneonde, (|| f||2)* est proportionnelle & I’énergie totale.

La formule de Parseval exprime que I’énergie totale est égale a la somme des
énergies des composantes harmoniques de I’onde.

Exemple

Soit f(x) = sup(0, sin(x)). Quelle fraction de 1’énergie totale de 1’onde est
obtenue deés la dixieme harmonique ? La fonction f est continue sur R.

Appliquons-lui la formule de Parseval :

1N 1/ & 2 77
(F> 2 [(5> +;L<4n21>H
= 2 LT tzdt—1
= = 57 [ 1wPar= 7.

Donc :
oo

) R

- wdn2-1)| 4 =
En termes d’énergie, quelle fraction de 1’énergie totale est négligée si le signal
f estremplacé par sa somme partielle Sjo( f) ?

(IS10CHl2)°

11 faut évaluer le rapport

(1 Fll2>?
, (1 2y N 3 5 2 B
[S10CNll2)" = (;> +3 K§> +zl: = | = 0M99s
Ainsi :
2
7”5(?(]]'"'1922) = 0,999 899.

Une fraction trés importante de 1’énergie est donc récupérée des la dixieme
somme partielle.

9. séries de Fourier

Marc Parseval, (1755-1836), ma-
thématicien francais.

Rapport Mines-Ponts, 1997

« Pauvre Parseval des Chénes! Les
candidats ont rarement retenu l’or-
thographe précise de son nom, qui
d’ailleurs perd souvent la majus-
cule des noms propres. Dans leur
recherche du Graal de la solution
du probleme, ils invoquent Perce-
val, quand ce n’est pas un Par-
sifal wagnérien. Le goiit de l'in-
vocation magique se retrouve tout
au long de certaines copies. On
lit « par Lebesgue », « par Perce-
val », quand ce n’est pas « par Fou-
rier » (il s’agit, bien sir, du Ba-
ron Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830)), ou plus simplement
« par théoreme du cours » (ici, les
étudiants se réferent généralement
a ce qu’ils n’ont pas appris). »

Rapport Ecole de I’Air, 1998
« Les candidats ayant pensé a ap-
pliquer la formule de Parseval & '
sont peu nombreux. »

Avec Maple

> restart :
> f :=x->max(0,sin(x)) ;
> plot (f(x),x=-3%Pi..3*Pi) ;

1
0.8
0,6
0.4

0,2

-8 6 4 2 0 2 4 6 8 ¥

Doc. 7.
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4.4. Deux conséquences importantes

Théoréeme 5 En conséquence, deux fonctions
s .. .. Cor — cZ L. de G, quiontles mémes coef-
L’application linéaire : ~ est injective. . . .
f = f ficients de Fourier sont égales.

Théoreme 6
Soit f et g deux fonctionsde Cp,. Alors,ona:

(flg) = co( f) co(g) + Z [ek(f) (@) + c—x(f) c—i(8)] -
1

+00

Cette somme est aussi notée Z cn( f) cn(g).

n=—oo

Démonstration

e Calculons |( f|g) — (Sp( D) = |(f = Spy(HOIDI < || £ = Sp( Hll2]lgll2-
Or, || f— Sp(f)]2 tend vers 0, donc :

r
(f19)=lim (S,(N]g = lim > alf) e

k=—p

= co( ) co(@) + D [l ) e(@) + e f) c—1(@)] -
1

e Ou bien, avec la continuité du produit scalaire :

Soit p dans N*, alors :
p

(S Sp(@) = > a(Pele).

k=—p
Donc : -
(/1) = tim_ (S,() | Sp(®) = col Deo@)+ D [ Ne() + e~ Ne-il®)]
! Y
4.5. Extension au cas des fonctions continues par 3 ‘/_/i )
morceaux )\ A N R
p ey . . -7 <O \7(T X
De nombreux résultats établis ci-dessus pour des fonctions continues et 27-
périodiques restent encore valables.
Nous allons justifier brievement pourquoi.
e A tout f de CM,,, onpeutassocier I’application f, de CM,,, définie Doc. 8.
ar
b SN+ G
fr(x) = —
ol f(x*) et f(x7) désignentrespectivement les limites a droite et & gauche Y
de f en x.

En tout point x de continuité de f, f(x)= f,(x) et, en fait, la définition

de I’application f, associéea [ consiste a «régulariser» f en ses points ~. > \=

. .. —1r |0 T
de discontinuité.

f; est appelé fonction régularisée de f. Doc. 9.
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e Il est clair que, sur tout segment de R, f et f. ne different qu’en un
nombre fini de points. Donc, f et f. ontles mémes coefficients de Fourier

et:
2w 2w
/ |f(t)\2dt=/ | £ (0> dt.
0 0

e On introduit le sous-espace D, de CM,, formé des applications g de
CM,, vérifiant, de plus, g = g,. L’ application régularisée d’une application
f de CM,, appartienta D,.. C,, estun sous-espace vectoriel de Dy;.

2
e L’application ( f,g) — (flg) = 7 f(t)g(t)dt est un produit sca-
™ Jo
laire sur I’espace vectoriel Dy, et 1’on note encore || || la norme définie
par:
gl = V(g | )
Exemple

Soit f définie par f(x) = ? pour tout x de ] — ,].

m .
= S1

f(x): 2 X+
= 2o (5]
2

x €RZ+ Dm

si x € QZ+ Dw

Le théoreme de convergence en moyenne quadratique est valable dans
Do

Par conséquent, pour toute fonction f de CM,,, ona:
lim || f; = S,(f)ll2=0 et lim [[S,( /)= £
p—+00 p—+00

On en déduit :

- 1 2m 5 B 1 2 5
(5102 = 5= [ 1poRar =5 [ rorar

Dol P =Y lel HP

n=—0oo n=—oo

ao( f)
2

2+1
2

> llanC NP + [BaC )1
1

Donc la formule de Parseval est encore valable pour une fonction f de
CMy;.

e On remarque aussi que les quatre séries numériques :

DolealHP DolealHE Dolal HP et Dbl NP

sont convergentes et que les suites associées : (c,( f)), (c—,(f)),
(b,( f)) tendent vers 0.

(an(f)),

9. séries de Fourier

Le théoreme concernant 1’injec-
tivité de I’application, qui a f
associe f n’est pas vrai dans
CM,,, mais il est exact dans
D>

Deux fonctions distinctes de
CM,, peuvent avoir les mémes
coefficients de Fourier.

Il suffit de penser a la fonction
caractéristique de 2mZ, nulle
sur R\ 27Z, prenant la valeur 1
sur 2mZ, pour s’en convaincre.
En effet, les coefficients de Fou-
rier de cette fonction sont nuls.

Rapport Centrale, 2001

« Quant a la convergence en

moyenne quadratique, la moitié des
candidats dit ne jamais en avoir

entendu parler. »
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Exemple

— X

2

La fonction f, associée a f differe de f uniquement aux points de TZ,
et fr(k'ﬂ-) = 5

La fonction f, est dans I’espace D,, et les résultats précédents s’ap-
pliquent.

Soit la fonction [ définie par f(x) = T sur | — ).

La formule de Parseval donne :

1 ™ _ 2 2
s m—X dx — ™
2w J_ . 2 3

Et on retrouve le résultat bien connu :

oo

I

1

Z[l aP+Hba1 = —

YT

» Pour s’entrainer : ex. 7.

5 Convergence ponctuelle

5.1. Un lemme important

Lemme
On considere une série de fonctions de la forme :

uy + E (upe™ +u_,e

—inl).

Si les séries Z lun| et Z lu_,| convergent, la série de fonctions
converge normalement sur R. On note S la fonction somme. Alors :

e lafonction S estdans G, ;

e la série de fonctions est la série de Fourier de sa fonction somme, ¢’est-

a-dire : VneZ c,(S)=u,.

Démonstration
L inégalité "t u_,e M|
de la série de fonctions.

< |un| +|u—n| entraine la convergence normale sur R

Soit S Ia fonction somme de la série de fonctions et S, les fonctions sommes par-
tielles de la série.

La convergence de la série de fonctions vers S étant normale et les S, étant conti-
nues, la fonction S est continue. Elle est 2 -périodique et appartient donc a Cox.
Calculons ses coefficients de Fourier.
1 2m »
— / S(t)e " dr.
2w Jo

a(S) =

On peut aussi écrire la série de
fonctions sous la forme :

% + Z(vn cos(nt) + w, sin(nt))

convergent, les résultats énoncés
restent vrais.

Une telle série de fonctions est
appelée série trigonométrique.

Rapport Mines-Ponts, 2000
« Seulement un candidat sur deux
connait un énoncé exact permettant
de justifier I’égalité entre f et la
somme de sa série de Fourier. »



Fixons k € Z. La série de fonctions Z fa(t) e K converge normalement vers la
n

fonction (¢ +— S(1) efikt). On en déduit :

1 21 " +00 2 . . +0o 217 -
ex($) = 5- uo/ e_”dt+Zu,,/ e )'dz+Zu_”/ e gy
0 n=1 0 n=1 0

Puis : ¢ (S) = ux.

Exemple
- s ‘- . cos(nx)
On considere la série de fonctions E —.
n
. cos(nx) 1 .. .
Pour tout x réel, — < =, donc la série de fonctions converge nor-
n n

malement sur R. Sa somme S est continue et 2m-périodique sur R.

Le lemme ci-dessus permet d’affirmer que :

1
ap)($) =0;Vn =1 ay(S)=—= et by(S)=0.
n

5.2. Un théoréme de convergence normale

Théoreme 7

. . . P 1
Soit f une fonction continue, 2m-périodique et de classe € par mor-
ceaux sur R.

Alors :

e la série de fonctions co( f) + Z(c,,( fen + c_,( fle—,) converge
normalement vers f sur R ;

e lasuite de fonctions (S,( f)) converge uniformémentvers f sur R.
(PSI)

Démonstration
e Etudions [|ca( fen +c—n( fle—ulcc. Ona:

ch( f)en +c—n( f)efnnoo < |Cn( f)| + |C,,1( f)l’ car

e Soit n dans Z*. Nous avons vu que c¢,( f') = inc,( f), donc :

W] 11 :
%”‘gi[;ﬂcn(f)lzl

lealloo = 1.

len ()] =

L. L. 1 N2 N2
Les séries n.umerlquesA Z n—zz leaC ST et Z le—n(f")|” sont convergentes.
Dong, la série de fonctions :

o )+ > (eal flen+con( fle-n)

converge normalement sur R.
D’apres le lemme, la série de Fourier de f converge normalement sur R vers g.
g estdans Gy et,pourtout n de Z : c,(g) = cu( f).

f et g sontdeux fonctions de Crr qui ont les mémes coefficients de Fourier, donc
coincident.

9. séries de Fourier

Rapport Centrale, 2001
« Comme dans [’étude des suites
de fonctions,représenter graphi-
quement la fonction que ['on
veut décomposer en série de
Fourier permet d’en connaitre la
régularité. »

Rapport Centrale, 1998.
« Tres peu de candidats savent
que Si une série trigonométrique
converge normalement sur R,
c’est la série de Fourier de sa
somme. »

Sous la forme trigonométrique,
la série de fonctions s’écrit :

ao( f)
2

+ (@n( f)cos(nt)
+b,( f)sin(nt)).
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Corollaire 7.1
Soit f une fonction continue, 2m-périodique et de classe ! par mor-

ceaux sur R, alors, pour tout réel x :

o(f)

+o0

fE)= D e =

n=—oo

+Z(an(f)cosnx+b ( f)sinn x).

» Pour s’entrainer : ex. 8.

Exemples

B Lafonction définie par f(x) = T

sur | —m, ] n’est pas continue,
on ne peut lui appliquer le théoreme. Par ailleurs, les coefficients trigonomé-
triques de f ont été calculés. Vous montrerez que la série de Fourier de f
n’est pas normalement convergente.
B Lafonction g définie par g(x) = sup(0,sin(x)) est continue et € ! par
morceaux. Donc la série de Fourier de g converge normalement vers g. La
fonction g est développable en série de Fourier :
. 1 sinx -2 <= cos(2nx
Vx e R g(x)=sup(0,sin(x)) = — + — + — %
™ 2 ™ s (4n> —1)
. . m .

En particulier, pour x = 7 on obtient :

oo

11 -2 ( 1)” (!
1:;+§+_Z(4n2 , dov: Z(4n2 :+Zi

| =

5.3. Un théoréme de convergence simple

Théoreme 8 : Théoreme de Dirichlet

Si f estune fonction 2m-périodique, de classe € ! par morceaux sur R,
a valeurs réelles ou complexes, sa série de Fourier converge simplement
sur R et sa somme est la fonction f, régulariséede f .

o(f)

VxeR —[f(x ] = Z(an(f) cos(nx)+b,( f) sin(nx))

En particulier, si f estcontinueen x, alors:

o= filwy = 28

+ 3 (an( f) cos(nx) + by( f) sin(nx)).
1

Démonstration
o Premiére étape : le noyau de Dirichlet
Soit f dans CMa,, alors:

- inx 1 - o —inu inx
SN0 =D el N = 3 ( fwe du>e 3
0

n=-—p n=-—p

On remarque que les hypotheses
sont plus faibles dans ce théo-
réeme que dans le précédent, on
perd la continuit¢é de f. La
convergence, précédemment nor-
male, devient une convergence
simple et on retrouve la fonction
« régularisée » de f.




P
Nous avons établi au § 2.3 que D,(u) = Z e '™ estdans P, etque:
n=—p

1 2m
SN0 = 5= [ D) s+ dv.
™ Jo
Grace ala parit¢ de D, etalapériodicit¢ de f etde D,, on obtient :

2
S,( ) = ﬁ / Dy(w) fGx — wydu.
0

En prenant la demi-somme de ces deux expressions :

1 2m _
SN0 = 5= [ Dy LEEDEIE=D g, M
0

e Deuxiéme étape : apparition de la régularisée de f
et deuxieme transformation de I’intégrale
21

La régularisée de f est un élément de CM,, et % D,(v)dv = 1.
0
1 b —

S N — frx) = ﬂ/ Dp(v)(f(“”“2 fazv) f,(x)> du

_ LM Laowr fa ) 224w g <(p+ 1) U) 4o
2 ) a 2sin (—)
2
en remplacant D, par son expression calculée (cf. 2.3).

Fixons alors x et définissons, pour tout 7 de [—m, ]\ 0, lafonction g par:

fx -0+ fe+D) -2/

t
2sin (3)
sSin )

1 [T . 1
VxeR S,(Hx)— filx)= E/ g(v)sin (<p+ E) v) dv ?2)

g() =

On peut écrire :

e Troisitme étape. Etude de la fonction g

Sachant que f est continue par morceaux sur R, il est clair que g est continue par
morceaux sur [—r,0[ etsur ]0,].

Etudions la fonction g 2 droite en 0.

f est de classe e par morceaux, donc f’ admet une limite a droite en x,
flaxhH = lim f'(x+1), etunelimite 2 gaucheen x, f'(x")= lim f'(x+7). On
= t—0—

peut donc écrire, pour ¢ >0 :

faan= )+ f(N) +te@), avec  lim &) =0

fx—1)= f(x7)—tf'(x7) —tex(r), avec tlirg () =0.
Et donc, pour t >0 :
S =0+ fa+D=2f)  t(f'GH = ffeD)+e®) — e1)

2sin (%) 2 sin (%)

=1, donc 111})1+ gty = /&N — flx7).

g(t) =

Or lim

_r

t—0* . 4
2sin (3)

s 3

9. séries de Fourier

Gustay Dirichlet (1805-1859), mathé-
maticien allemand, éléve de Gauss.

En arithmétique, il montre que toute
suite arithmétique (an + b), ou a et
b sont premiers entre eux, contient une
infinité de nombre premiers.

En analyse, il énonce et démontre le
théoreme qui porte son nom. On at-
tribue a Dirichlet le célebre principe
des tiroirs. Lorsque n + 1 objets sont
rangés dans n tiroirs, deux objets au
moins se retrouvent dans le méme ti-
roir. En utilisant ce principe, pouvez-
vous établir que, si sept points sont dis-
posés a l'intérieur d’un cercle, deux au
moins sont a une distance inférieure au
rayon R.

Reformuler ce principe en termes de
cardinal d’ensemble et d’application.

Y

T o N
—Tr \: 0 \7(T X
Doc. 10.

Rapport X-ESPCI, 2000
« Les hypothéses du théoréeme de Diri-
chlet posent, et cela est nouveau, des
problémes. »

Rapport Centrale, 2001
« Il reste encore des candidats igno-
rant les hypothéses exactes de ce théo-
reme. »
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g admet une limite a droite en O et, de méme, g admet une limite a gauche en 0.
g est donc continue par morceaux sur [—, ].
e Quatrieme étape. La conclusion

Appliquons le lemme de Lebesgue a la relation (2) :

VieR lim S,(f)0) = ).

Exemple

La fonction 2w -périodique définie sur | — r, ] par:

m—X
2

fx)=

n’est pas continue, mais est de classe C : par morceaux. On peut lui appliquer
le théoréme de Dirichlet :

_m—x _ > _ L sin(nx)
Vxel-mal fl) =5 _2+Z( ==

VxemZ fi(x)= g

. . . '1T
La série de Fourier de f converge simplement vers f. La valeur x = 5
permet de prouver la formule :

4 _Hzn+1'

» Pour s’entrainer : ex. 9.

6 Cas des fonctions T-périodiques —

CM désigne I’espace vectoriel des fonctions T'-périodiques, continues par
morceaux de R dans C.

2
B On définit sur R les fonctions (e,),cz par e,(t) = exp (in?ﬂt) .

B On définit les coefficients de Fourier d’une fonction f de CMjy par:

T
VneZ c(f)= % / F(r)e e/ Tr gt
0

et les coefficients trigonométriques de f par:

T
VneN an(f):%/ f(t)cos(n?t)dt
0

T
VneN* bn(f):%/ f(t)sin(n?t)dl.
0

B On remarque que :

272

Rapport ENS, 1997

« La théorie des séries de Fou-
rier est bien connue. Les théoremes
fondamentaux (inégalité de Bessel,
convergence uniforme dans le cas
d’une fonction continue, ! par
morceaux) sont appliqués judicieu-
sement. En revanche, les candidats
doivent prendre garde au fait que
le théoreme de Dirichlet donne une
convergence simple, ce qui est ra-
rement suffisant pour effectuer des
interversions avec des intégrales
par exemple! De plus, les candi-
dats parviennent a se servir de la
décomposition en série de Fourier
pour étudier des équations aux dé-
rivées partielles ou différentielles
ordinaires. »

Soit [a,b] un segment de R,
¢ unréel, g une application de
[a,b] dans C continue par mor-
ceaux sur [a,b]. Alors:

b
lim / g(t)sin((n+c)t)dr = 0.

Ce résultat, le lemme de Le-
besgue, a été rencontré en Pre-
miere année dans une applica-
tion.

Ecole de I’Air, 1998
«...Appliquer les bonnes formules,
a savoir ici pour une fonction 2-
périodique. Il semble que certains
candidats aient éprouvé des diffi-
cultés sur ce point précisément en
s’embrouillant dans le changement
de variable. »



o(f)

e co( f)= est toujours la valeur moyenne de f sur une période;

e les formules hant an( f),by( f) et c,( f) restent inchangées :

Vﬂ c N* Cn(f): an(f)_zlbn(f) : Cfn(f): an(f)'glbn(f)

an(f) = Cn(f)"'cfn(f); bn(f) :i(cn(f)fcfn(f))-

B Les sommes partielles de la série de Fourierde f sont :

p
Sp(f)= > ca( flen, ol pestdans N
n=—p
VpeNVreR
P
Sp(HD =Y cul fre" /T
n=—p

P
- # + ; {an( N cos(nz%-rt) +by,( f)sin <n27“t>} .

B La formule de Parseval reste valable pour les fonctions continues par mor-
ceaux et T-périodiques :

—/ | f@Pdr = Z leal NI =

n=—oo

Z[\ an( O + [baC P

Elle se justifie de la méme maniere que pour des fonctlons 2m-périodiques et
continues par morceaux sur R.

B Les théoremes de convergence ponctuelle s’appliquent également :

. . 1 L. .
e si f estcontinueet € par morceaux, la série de Fourierde f converge
normalement vers f sur R ;

: 1 - .
e si f estseulement € par morceaux, la série de Fourier de f converge
simplement vers la fonction f. définie par :

1
fr(x) = E[f(x+)+f(x_)]~

» Pour s’entrainer : ex. 10.

A pplication 1

La fonction f(x) = x — E(x)

2) Quels théoremes de convergence peut-on lui ap-

Donc, aop( f) =

1) La fonction [ est 1-périodique, elle n’appar- Quant aux b,

tient pas a D;, mais elle est continue par mor-
A 1
ceaux sur R et méme €' par morceaux sur R

1) Calculer ses coefficients de Fourier: Calculons ses coefficients trigonométriques.

1
pliquer? a,(f)=2 /0 tcos(n2mt)dr.

1
1
(doc. 11). b,(f)= 2/0 tsin(n2mt)dt = ——.

9. séries de Fourier

Rapport Centrale, 2001
« Les énoncés de théorémes sont
trop souvent donnés de maniere trés
approximative (Parseval...) »

1 et,pour n > 1, a,(f) =0.

mn
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La série de Fourierde f est donc la série de fonc-
tions : : : in(2 )
sin(2mnx
2w 2. on

2) La formule de Parseval s’applique et :

1 2 [e%e)
11\ 1 1
Pdr=-=(= - :
/0 372 +ZZ(Tm)2
1

11.2

?.
Le théoreme de convergence simple de Dirichlet
s’applique (doc. 12) :

o0
1
Elle permet de retrouver : E — =
n

Vx eR\Z f(x)= f(x)=x—E((x)

2 ] n

1 1 i sin(2mnx)

1 sin(27nx)
r = - = - .
Vx €Z fr(x) > El "

1 1
2

1 .
Pour x = T on obtient :

T
oo sin(2k + 1)—
sin{5) s sin@kr by
n 2k + 1 ’

0

o
Et, d D= =
onc 2

o0

(—D*

2k+1°

081
0.6
041

0,2 1

0,2 0,4 0,6 0,8
Doc. 12.




9. séries de Fourier

Y

1
Transformée de Fourier de la fonction ¢t — ——

cht
(D’apres CCP, 1995)

Soit f une fonction donnée, continue et intégrable sur R. On appelle transformée de Fourier de f, la fonction F
qui associe, a tout réel x, D'intégrale :
/ f(e* dr.
R

Partie I : Développement en série de Fourier d’une fonction

Soit ¢ un réel quelconque donné. On désignera par f; la fonction définie sur R, 2m-périodique, impaire, telle que,
sur 0, [, fi(x)=ch(tx).

1)a) Montrer que, pour tout entier k, f;(kw) = 0.
b) Construire, pour ¢ = 0,5, la courbe représentative de la restriction de fys al’intervalle [—2m,+2].
2) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f;.

3)a) En précisant le théoréme utilisé, dont on vérifiera soigneusement les hypotheses dans le cas présent, donner la
oo

valeur de la somme de la série Z b,( fi)sinnx pourtout x de [—r,].
1

b) Déduire, du résultat précédent, une expression de ch (tg) de la forme :

oo
T
2 = _1)?
ch(13) = %v,,(z)( D
ou U, estrationnel par rapport a I'indice p.
1

4)a) En utilisant les résultats précédents, montrer que s’exprime simplement a I’aide de la somme de la

(=D’2p+1)
Qp+1)2+12°
(On exprimera 1 +ch(t) en fonction de ch (tg) )

série alternée E

£ 1ius . ™ . L
b) En déduire une expression de — comme somme d’une série numérique.
Partie II : Calcul de la transformée de Fourier

. 1 o . . .
1) Montrer que la fonction f : ¢ +— T est intégrable sur R* et exprimer la transformée de Fourier de f en
c

dr.

o t
fonction de I’intégrale / cos(xt)
0 cht

2)a) Montrer qu’il existe une suite («,) de réels telle que, pour tout x :

> cos(xt) o =
dt = a, cos(xt)e PP gy,
/0 cht /0 EO: p coS(xt)

b) Terminer alors soigneusement la détermination de la fonction F'.

3) Quelle remarque peut-on faire sur la transformée de Fourier de la fonction ¢ — ————— ?
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Exercices

1,, Soit a un complexe. On considere la fonction f, 2m-

périodique sur R, définie sur | — , 7] par:

B eax
f& = ch (ma)

e ="
— T~ et sh(z) =

six € ] —a,mw

six =1

ou ch(z) = pour un com-
plexe z quelconque.

Déterminer les coefficients de Fourier de f.

%» Déterminer les coefficients trigonométriques de la fonc-

tion f, 2m-périodique sur R, définie sur | — r, 7] par:
f(x) =ch(ax)

dans les deux cas suivants :

1) aciZ ;

2) a e R™.

?w, Déterminer la série de Fourier des fonctions f des
exercices 1 et 2.

éfw‘ Déterminer inf {||f — Q||2; O € P,} pour la fonction

de I’exercice 1.

est-elle la série de

5 £ . 2o sinnx
e La série trigonometrique Z

Fourier d’une fonction de CM,, ?

éﬁ, Peut-on appliquer la formule de Parseval aux fonctions
rencontrées dans les exercices 1 et 2 ?
Pour chacune de ces fonctions, quelles égalités obtient-on ?

Quelles égalités remarquables en déduit-on ?

z«_ﬁ La formule de Parseval s’applique-t-elle a d’autres fonc-

tions parmi celles introduites dans les exercices 1 et 2 ? Si oui,
écrire les égalités obtenues dans chaque cas.

Quelles égalités remarquables en déduit-on ?

i‘;@, Parmi les fonctions étudi€es dans les exercices 1 et 2,

auxquelles peut-on appliquer le théoréeme de convergence nor-
male ?

Ecrire dans chaque cas 1’égalité obtenue.

Quelles égalités remarquables en déduit-on ?
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gﬁ. Parmi les fonctions étudiées dans les exercices 1 et 2,

auxquelles s’applique le seul théoreme de convergence simple ?
Ecrire dans chaque cas 1’égalité obtenue.

Quelles égalités remarquables en déduit-on ?

/LQ 1) Déterminer les coefficients trigonométriques de la
fonction 7'-périodique f définie par :

fx) = ‘sin (%x) ‘ .

2) Quels théoremes de convergence peut-on appliquer a la série
de Fourierde f ?

1:’,, Soit (a,,) une suite de nombres strictement positifs
qui converge vers 0.

Montrer qu’il existe une fonction continue 2w-périodique, f,

dont les coefficients trigonométriques, a,(f) et b,(f), véri-
fient pour une infinité de valeurs de n :

lan ()] + [ba ()] Z an.

/L,%Z On définit les fonctions T'-périodiques et paires f et
g en posant :

T T 4 2
Vxe{—z,z} fx)=x", gk)=x".

1) Déterminer les coefficients trigonométriques de f etde g.

2) En déduire deux constantes ¢y et dy et une fonction #,
combinaison linéaire de f et g, telles que :

= T 2
Vx €R h(x)=co+do Z(—l)"F cos <n7“x> ;
1

3) Calculer E is
n
1

2 . 1 :
/L,,.» Soit f une fonction de classe € sur R, a valeurs

complexes, 2m-périodique, d’intégrale nulle sur une période.

2m 2
Montrer I’inégalité / |f|2 < / |f/|2.
0 0

Préciser les cas d’égalité.



/Lé; Résoudre I’équation différentielle :

y" +y = |sin(x)] (E)

*
/‘Lé: Donner le développement en série de Fourier de la
fonction :

1
cha + cos x

fix— ou (a > 0).

En déduire les intégrales :

T cos(nx) d
— " dx
= cha +cosx

9. séries de Fourier

Déterminer toutes les applications f, €%, 2u-

e
©e
périodiques et telles que :

VxeR f(2x) =2sinx f'(x).

ES
.ﬁ (D’apres X, 1993)

Soit 7 > 0, A un complexe non nul et E, 1’espace vec-
toriel des fonctions €' sur R, T -périodiques et vérifiant la
relation :

VYxeR fx+1)— fix—1)=A f'(x).

Montrer que la dimension de E, est finie et qu’elle est égale a
1si |A| estsupérieur ou égal a un nombre que 1’on précisera,
ousi A n’est pas réel.
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Calcul
différentiel

Iy

Le but de ce chapitre est de développer, d’un point
de vue purement pratique, les outils de [’analyse
vectorielle (champs de scalaires et de vecteurs,
intégrales multiples, formes différentielles,
systemes différentiels autonomes), ainsi que le
théoreme de Cauchy-Lipschitz concernant les
équations différentielles non linéaires.
1l n’est pas question ici d’aborder les théories sur
lesquelles s’appuient ces notions mais il est fort
intéressant de constater que presque toutes les
parties du cours de mathématiques que vous avez
suivi avec passion cette année interviennent dans
ce chapitre.
De nombreux exemples sont développés afin
d’illustrer ces notions.

OB]ECTIFS

B Champ de scalaires, champ de vecteurs.
B Gradient d’un champ de scalaires.

B Circulation d’un champ de vecteurs.

B Formes différentielles de degré 1 (PSI).
B Intégrales doubles et triples.

|

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les
équations différentielles non linéaires.

m Equations différentielles a variables sépa-
rables.

B Le cas des équations autonomes.




Champs de vecteurs,
champs de scalaires

Dans ce paragraphe, U estun ouvertnon videde R?” et k un entier naturel,
(|) désigne le produit scalaire usuel de R?.

Dans la pratique, on se limiteraa p =2 ou p = 3.
I.1. Définitions

Un champ de vecteurs de classe C° sur U est une application 7 de
U dans R”, declasse @ sur U.

Un champ de scalaires de classe €° sur U est une application g de
U dans R, declasse G sur U.

Soit 7 un champ de vecteurs sur un ouvert U de R”. C’est une fonction a
valeurs dans R”, on peut donc parler des fonctions composantes du champ
de vecteurs ? Ce sont les fonctions de U dans R, fi,..., f),, telles que,
pour tout x de U,

T = A fo0)).

1.2. Gradient d’un champ de scalaires

Le gradient d’une fonction de classe € "'de U dans R a été défini au cha-
pitre précédent. Il fournit un exemple fondamental de champ de vecteurs.

Soit un entier k > 1 et un champ de scalaires g de classe e sur U,
—
alors grad g estun champ de vecteurs de classe e sur U.

On rappelle que gAraTi g(a) est’unique vecteur de R” tel que :

VT eR? dgla)V) = (gradga) | V).

1.3. Circulation d’'un champ de vecteurs (PC)

—
Soit f un champ de vecteurs de classe @' sur l'ouvert U de R” et
fi,..., fp ses fonctions composantes.

Soit ([a, b],y, ") unarc paramétré de classe C! dontle support I estinclus
dans U. Onnote, pour tout ¢ de [a,b], y(t) = (x1(?), ..., xp(1)).

N
L’intégrale du champ de vecteurs 7) le long de I’arc orienté [ est la quan-
tité :
— b L4
L fdx = / Z i), .., x,(O)xi(0)| dr.
r a Li=1
En physique, cette quantité représente la circulation du champ de vecteur v
%
le long de I’arc orienté [ .

—
Par exemple, la circulation d’un champ de forces V le long d’un arc allant du
point A au point B représente le travail de cette force le long de cet arc.

» Pour s’entrainer : ex. |I.

10. calcul différentiel

Pourtoutade U :

—
grad g(a)

_ (% 98
= <8x1(a),...,8xp(a)>.

Donc, si g estde classe €F

- k—1
U, grad g estdeclasse € .

sur
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2 Formes différentielles (PSI)

On désigne par U un ouvert non vide de R”.

2.1. Définitions

2.1.1 Forme différentielle

On appelle forme différentielle de degré 1 sur U toute application o de
U dans L(R?”,R).

B Exemple fondamental
Soit f une fonction numérique de classe @' sur U.
Pour tout a de U, la différentielle de f en a,df(a), est une application
linéaire de R” dans R. Ainsi, ’application df définie par :
U LR R
drf: — L )
a —d f(a)

est une forme différentielle sur U.

2.1.2 Base duale

La base duale de la base canonique de R” est notée (dxj,...,dx,). Toute
forme linéaire ¢ sur R? se décompose, de maniére unique, sous la forme :

)4
Q= Z a;dx;
i=1

ot (a,...,ap) € RP. Avec cette notation, pour h = (hy,...,hp)
dans R? :

P 4
o(h)=>_ aidx(h,....hy) =>_ a;h;.
i=1 i=1

2.1.3 Fonctions composantes d’une forme différentielle
Soit @ une forme différentielle sur ’ouvert U de R?.

Pour tout @ de U, w(a) se décompose selon la base (dxi,...,dx,) de
LR?,R) . 1l existe un unique p-upletde réels (Pi(a), ..., P,(a)) tel que:

P
w(a) = Z P:(a)dx;.
i=1

On définit ainsi les fonctions composantes (Pi, ..., P,) de w.
Pour chaque i de [[1, p]l, P; estune applicationde U dans R. On note :

4
w = Z P,' dx,~.
i=1

Soit un entier naturel k.

p
La forme différentielle w = Z P; dx; estdite de classe G sur U si:
i=1

Viell,pl P €CYU,R).

Dans cet ouvrage, nous étudions
uniquement les formes différen-
tielles de degré 1. Par consé-
quent, nous parlerons simple-
ment de forme différentielle plu-
tot que de forme différentielle de
degré 1.




10. calcul différentiel

Exemple

Soit un entier k > 1 et une application f declasse @ de U dans R. La
forme différentielle d f, vue au 2.1.1, est telle que :

4
VacU  dfa)=) gf (a)dx;.

X
i=1 !

Ses fonctions composantes sont donc les fonctions dérivées partielles de f
et:

df:Zp: O 4x,.

— Ox;
i=1

On en déduit que df est une forme différentielle de classe Closur U.

La forme différentielle , définie sur ’ouvert non vide U de R? est Ceci équivaut a dire que :
dite exacte sur U si: Jfe e\ (U,R) w=df.
df € CY(U,R) VaeU w(a) =df(a). On dit alors que la fonction f
est une primitive de w sur I’ou-
vert U.

2.2. Intégrale curviligne d’une forme différentielle

P
Soit w = ZP[dx,- une forme différentielle de classe €* sur U (avec

i=1

k > 0).

Soit ([a,b],y,I") une courbe de classe €' de R” dontle support I est
inclus dans U.

Onpose [a,b] =1 et,pourtout ¢t de I, onnote y(t) = (yi(t),...,y,(®)).

2.2.1 Petit exercice de compréhension
e o estune forme différentielle sur U.

e Pour tout ¢ de I,7y(t) estun pointde U et w(y(t)) une forme linéaire
sur R7.

e Pourtout t de I,9'(t) estunvecteurde R” et w(y(t))(y'(t)) estun réel.
De plus :

p
o(yO)(Y' (1) = Z Pi(y)yi (D).

i=1

e Enfin, la fonction ¢ — w(y(2))(y'(¢)) est continue sur 1.

L’intégrale curviligne de la forme différentielle @ le long de la courbe La relation de Chasles pour
([a,bl,y,I") estleréel : les intégrales permet de défi-
nir Iintégrale curviligne d’une

b b
/ w(v/(t))()/(t))dt=/

On note provisoirement cette quantité / w.
(Iy,I)
A priori, elle dépend du paramétrage ([a,b],y) de la courbe. Le théoreme

p
Z Pi(y1(0), ..., yp(0))yi() | dt. forme différentielle le long d’une
i1 courbe continue et de classe €'

par morceaux.

suivant montre que 1’intégrale curviligne o dépend seulement du sens
y.I)
de parcours du support I
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2.2.2 Changement de parameétre

Théoreme 1
Soit ¢ un Gl-difféomorphisme de J =[c,d] dans I = [a,b].

e Si ¢ est croissante, alors / W= / .
y.I) (J yoe.I)

e Si ¢ est décroissante, alors / w=— / w.
Ly.I) (Jyop,I')

Démonstration

d
/ 0= / w(y o ew)(y o @) (u)du
(J yop,I') c
d 14
= / {Z Pi(yi(@(@). ... yp(@@)y] (so(u))} ¢ wydu.
¢ i=1

Le changement de variable ¢ = ¢(u) s’impose. Il donne dt = ¢'(u)d u.

e Si ¢ estcroissante, ¢(c) =a et ¢(d) =b. D’ou (doc. 1) :

b
/ “= /
(J,yop,I") a

e Si ¢ est décroissante, les bornes sont inversées et (doc. 2) :

/ 0= / o
o (J.yoe,I) Ly

Exemple

)4
S PG n(r))yf(z)] dr.
i=1

Soit @ la forme différentielle définie sur I’ouvert R*\{(0,0)} par:

_xdy—ydx
x4y

-y
(0] =Pdx+Qdy, P(x,y) = ——— et V)= ——.
na o x+Qdy, avec P(x,y) 12 et Q(x,y) )2

On considere le cercle C de centre O etderayon R, paramétré par :

J102m —C
v t  +— (x(t), y(t)) = (Rcost, Rsint)

w estdeclasse @' et, par définition de I’intégrale curviligne :

2T
ﬁ . /0 [PGe(0), y()X(1) + Q(x(r), ()Y (D] d 1
C
21

= [sin®(¢) + cos?(7)] d ¢ = 2.
0

» Pour s’entrainer : ex. |I.
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([a,b],y) et ([c,d], yo¢) sont
deux paramétrages de la courbe
étudiée.

Ainsi, I’intégrale curviligne de la
forme différentielle w le long
d’une courbe ne dépend pas du
paramétrage de I’arc, mais seule-
ment du sens de parcours de cette
courbe. C’est pourquoi on la note
souvent :

Y(b) =Yoo (d)

Y(a) =Yo¢(c)

Doc. 1. Parcours de ’arc I’ pa-
ramétré par 'y o ¢ lorsque ¢ est
croissante.

7(1)) = 70¢(C)

Y(a) =Yoe(d)

Doc. 2. Parcours de l’arc I' para-
métré par yo ¢ lorsque ¢ estdé-
croissante.

On remarque que :
e le résultat ne dépend pas de
R;
e en prenant ¢t € [0,2nw], ce
qui équivaut a parcourir le cercle
n fois dans le sens direct, on ob-
tient 2nm pour la valeur de I’in-
tégrale curviligne de w ;
e le parametrage :

t — (Rcost,—Rsint),
qui correspond a un parcours
du cercle dans le sens indirect,
donne une intégrale curviligne
négative.




2.3. Le cas des formes différentielles exactes

Théoreme 2

Soit @ une forme différentielle exacte sur U, f une primitive de w
sur U et deux points A et B de U. Pour toute courbe paramé-
trée ([a,b],y,I") de classe e, de support inclus dans U, d’origine
A = y(a) etd’extrémité B = y(b), ona:

/,fw=/,fdf=f(B)—f(A).

Démonstration

Onnote y(t) = (yi(t),..., vp(t)). Puisque w = Z — dx, ona:

/ / {Z Ty, (z)] dr.

On sait aussi que : Z (7(1))%(0 = —( fon®.

Donc : /\ W= / a(f oyn)dt = f(y()) — f(y(@) = f(B) — f(A).
r a

Une courbe paramétrée ([a,b],y, ") estdite fermée lorsque y(a) = y(b).
Corollaire 2.1
L’intégrale curviligne d’une forme différentielle exacte sur U, le long

d’une courbe fermée de classe €' de support contenu dans U, est nulle.

Exemple

Reprenons I’exemple du paragraphe précédent :
~ xdy—ydx
o x24y2

e Lecercle C est une courbe fermée de I’ouvert R*\{(0, 0)}.
e La forme différentielle o est de classe @' sur cet ouvert.

e ’intégrale curviligne de w le longde C n’est pas nulle car :

/\w:2'n'.
c

Donc, la forme différentielle @ n’est pas exacte sur R*\{(0, 0)}.

2.4. Formes différentielles fermées,
le théoréme de Poincaré

Le paragraphe précédent nous montre que le calcul d’une intégrale curviligne
se simplifie lorsque la forme différentielle est exacte.

Mais comment déterminer si une forme différentielle est exacte ?

10. calcul différentiel

On peut dire en résumé que 1’in-
tégrale curviligne d’une forme
différentielle exacte le long d’une
courbe ne dépend que de 1’ori-
gine et de Dextrémité de Ia
courbe et non pas du chemin par-
couru pour joindre ces points.

Le résultat du théoréme 2 peut
étre abrégé en écrivant simple-
ment :

~df = f(B)— f(A).

AB

Y (b)

Doc. 3.

Ce corollaire reste vrai pour une
courbe fermée, continue et de
classe @' par morceaux, de sup-
port contenu dans U.
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p

Soit w = Z P; dx; une forme différentielle de classe © ' sur I’ouvert non
i=1

vide U de R”. Onditque o est une forme différentielle fermée sur U

si: OP;
YaeU Y(@,j)ell pl?
8xj

_ 9P
(@) = @

Théoréeme 3
P

Soit w = Z P; d x; une forme différentielle de classe C! sur I'ouvert

i=1

nonvide U de R?.

Si w estune forme exacte sur U, alors w est fermée sur U.

Démonstration

On suppose w exacte sur U. Soit f une primitivede w sur U.

14 /4
w:ZPidx,»:df:Zg—;:dxi
i=1 i=1

Puisque w est de classe @' sur U, f estde classe € et:

. »  OR_ &f & fF 0P
V(l’]) € [[l,p]] 8x,- - 8x,-5‘xi - 8xi8Xj - 5‘xi ’

La réciproque de ce théoreme n’est pas vraie en général, comme le montre
I’exemple ci-dessous. Poincaré a su prouver cette réciproque, moyennant une
restriction géométrique sur I’ouvert U.

Exemple
Considérons a nouveau la forme :
xdy —ydx
w= ey
e Elle est de classe @' sur R?\{(0, 0)}.

e Ce n’est pas une forme exacte sur R*\{(0, 0)} car son intégrale curviligne
sur un cercle de centre (0, 0) n’est pas nulle.

e C’est une forme fermée sur R*\{(0, 0)}.

En effet, notons @ = Pdx + Qdy. Pourtout (x,y) de R*\{(0, 0)} :
oP y2—x* 00
a—y(X,y) = m = a(&)’)-

La restriction géométrique utilisée par Poincaré est la suivante.

Un ouvert non vide U de R” est dit étoilé s’il existe un point a de U
tel que, pour tout point m de U, le segment [a,m] soit contenu dans
U (doc. 4).

Exemples

e Tout ouvert convexede R” est étoilé.

e Toute boule ouverte de R” est un ouvert étoilé.
e R*\{(x,0)|x <0} estunouvert étoilé de R>.
e R*\{(0,0)} n’est pas étoilé.

Henri Poincaré (1854-1912), ma-
thématicien frangais : Ses travaux
dans de nombreux domaines des
mathématiques pures et appliquées
permettent de le qualifier de mathé-
maticien universel. Hilbert et lui en
sont sans doute les derniers spéci-
mens.

Co-découvreur de la théorie de la
relativité restreinte, nous devons a
Poincaré cette phrase prémonitoire,
datée de 1904 : « Peut-étre [allons
nous devoir] construire une méca-
nique nouvelle que nous ne faisons
qu’entrevoir, ou, l'inertie croissant
avec la vitesse de la lumiére devien-
drait un obstacle infranchissable. »

Doc. 4.



Théoreme de Poincaré

Soit U un ouvert étoilé de R”. Toute forme différentielle fermée sur U
est exacte sur U.

Démonstration

Soit w une forme différentielle fermée sur U.

e Idéeclén’ 1

Soit a un point de I’ouvert étoilé U tel que, pour tout b de U, le segment de droite
[a,b] soitinclus dans U. L application :

(1011 — R?
)t o) =a+tb—a)

fournit un paramétrage de classe €' (et méme €>°) de ce segment de droite.
o Idée clé n° 2

Si o estune forme exacte sur U etsi f estune primitive de w, alors :

~ 0= [f) - fla).

ab
Donc f(b) est connu, a une constante pres, si 1’on connait 1’intégrale curviligne

mw'

ab
e Idéeclén’ 3
Soit f une fonction de classe @' sur U et k une constante; f et f+k ontla

méme différentielle en tout point de U. Pour prouver que la forme différentielle w
est exacte sur U, on pose donc, pour tout b de U :

)= | o
ab

11 suffit de prouver que f estde classe C' sur U et que df = w.

Les plus brillants d’entre vous sauront batir la démonstration a I’aide de ces idées. Les
autres se contenteront d’admettre ce théoréme, ce qui ne sera pas du tout dommageable
pour la préparation des concours.

Exemple

xdy —ydx
x2+y2

U = {(x,y)|x > 0}. En effet:

_elle est de classe @' sur Rz\{(O, 0)};

— c’est une forme fermée sur R?\{(0, 0)} ;

e La forme différentielle w = est exacte sur le demi-plan :

— U estun ouvert étoilé inclus dans R*\{(0, 0)}.
Pour déterminer une primitive de @ sur U, utilisons la technique suivante :
Soit f une primitive de @ sur cet ouvert. On a :

a_f
Ox

-y
x2+y?

ot g_Jy‘(x,y): N

(x,y)=

A x >0 fixé, (y — f(x,y)) estune primitivesur R de (y — %) .
x*+y

10. calcul différentiel

B La propriété « w est une
forme fermée sur U » est une
propriété locale. Démontrer cette
propriété se ramene a un simple
calcul de dérivées partielles en
chaque pointde U.

B La propriété « w est une
forme exacte sur U » est
une propriété globale. Démontrer
cette propriété demande, a priori,
de trouver une fonction f défi-
nie sur tout 'ouvert U et telle
que w = df, ce qui est moins
simple que de calculer des déri-
vées partielles.

B Le rthéoréeme de Poincaré
simplifie ceci lorsque U est un
ouvert étoilé.

®(0)

@(1)

Doc. 5.

Connaissant w, la formule :
fO)= [ o
ab

fournit un moyen effectif de cal-
culer une primitive de f.
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Donc :

X

S, y) = / ——— dy = Arctan Yy H(x).
xX“+y X

Ici, H(x) estune constante par rapport a la variable d’intégration y.

Par construction, H est une fonction de classe e sur R*™ et,ay fixé:

W Of _ 0 y /
VxeR o (x,y)= 7 (Arctan x) + H'(x).

Onendéduit H'(x) =0 et f(x,y) = Arctan 4 +k, ol k estune constante.
by

» Pour s’entrainer : ex. 2.

2.5. Le point de vue du physicien

Soit U un ouvert non vide de R” et V un champ de vecteurs de classe
—

C* sur U, noté V(a) = (Pi(a),..., Py(a)). On peut lui associer la forme

différentielle w de classe @ sur U définie par:

P
w(a) = Z Pj(a)dx; .

Jj=1

— —
Le physicien n’hésite pas a noter w = V - dx . Cette notation, purement
symbolique, ne sera pas utilisée en mathématiques.

En revanche, il est mathématiquement correct d’écrire :
— — — —
YaeU VYV h e€R? w(@a)(h)=V() h.

ou - désigne le produit scalaire usuel de R”. Il est immédiat que :

- . . . .
e Le champ de vecteurs V dérive d’un potentiel scalaire sur U si, et seule-
ment si, la forme différentielle associée, w, est exacte sur U.

e La notion mathématique d’intégrale curviligne d’une forme différentielle cor-
respond a la notion physique de circulation d’un champ de vecteurs.

— ~
La circulation du champ de vecteur V le long de I’arc orienté " est I’inté-
grale curviligne de la forme associée le long de cet arc :

— —
/\w:/\de.
r r

N
Par exemple, la circulation d’un champ de forces V le long d’un arc allant du
point A au point B représente le travail de cette force le long de cet arc.

e Les deux phrases suivantes signifient la méme chose.

« L’intégrale curviligne d’une forme différentielle exacte le long d’une courbe
fermée est nulle. »

N
« Un champ de vecteurs V qui dérive d’un potentiel scalaire est un champ
conservatif. »
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Dans R?, le théoreme de Poin-
caré équivaut au résultat suivant :
—
« Un champ de vecteurs V, de
classe @' sur un ouvert étoilé
U de R?, dérive d’un poten-
tiel scalaire si, et seulement si :
—_ —
YaeU rotV(a)= 0 ».




3 Calcul intégral

Dans le cadre de notre programme, I’intégration des fonctions n’a été étudiée
que pour des fonctions d’une variable.

Le calcul des intégrales multiples de fonctions de plusieurs variables est un
outil indispensable a de nombreuses branches de la Science. Développer une
théorie cohérente de I’intégration de ces fonctions n’est pas du tout élémentaire
et hors de notre propos. Ce n’est qu’a la fin du X1x° et au début du xXx° siecle
que les travaux de Jordan (Jordan Camille (1838-1922), mathématicien fran-
cais), Borel (Borel Emile (1871-1956), mathématicien frangais), Lebesgue, et
Radon ont permis de résoudre ce probleme.

Nous nous contenterons, conformément au programme, de développer quelques
outils permettant, dans les cas les plus simples, le calcul des intégrales doubles
de fonctions de deux variables et des intégrales triples de fonctions de trois
variables.

3.1. Intégrales doubles
3.1.1 Compacts élémentaires de R?

Nous admettons la formule de Fubini pour les rectangles.

Soit [a,b] et [c,d] deux segments de R et f une fonction continue
de [a,b] X [c,d] dans K. Alors :

/ab (/Cdf(x,t)dt) dx = /Cd (/abf(x,t)dx) dr.

Cette égalité permet de définir 1’intégrale double de la fonction continue f
sur le rectangle R = [a,b] X [c,d].

Se limiter aux seuls rectangles comme domaines d’intégration des fonctions de
deux variables est évidemment trop restrictif.

On appelle compact élémentaire de R> un compact de R> pouvant
s’écrire comme réunion d’un nombre fini d’ensembles K tels que :

Il existe un segment [a,b] et deux fonctions continues f; et f, de
[a,b] dans R telles que f; < f> et:

K={(x,y)€R*|la<x<hbet ilx) <y < fHr(x)},

ou bien il existe un segment [c,d] et deux fonctions continues g; et g»
de [c,d] dans R tellesque g; < g et:

K={(x,y)eR*|c<y<det gi(y) <x < O}

10. calcul différentiel

Johann Radon (1887-1956), ma-
thématicien autrichien. Les écrits
de Borel et Lebesgue portaient sur
les fonctions d’une variable. C’est
Radon qui a vu que leurs travaux
s’appliquaient aux fonctions de plu-
sieurs variables.

B Lanotation :
K:{()c,y)GIR2 | a<x<b

fix) <y < o)}
sous-entend que, a x fixé entre
a et b, y estentre fi(x) et
Sfa(x).

A /

Q h--
w F--
S ----

B La plupart des compacts
élémentaires considérés dans la
pratique sont directement de la
forme K indiquée. La réunion
finie de tels ensembles n’inter-
viendra qu’exceptionnellement.
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Exemples
B Le triangle (doc. 7) :

T ={(x,y)|x€[0,1] et y € [0,x]}
={(x,y)|y€l0,1] et x € [y, 1]}

B Le quart de cercle (doc. 8) :

C={(x,y)|x>0cet y>0et x2+y2<R2}
={(x,y)|x €[0,R] et y € [0,/ R? — x?]}
={(x,y) |y €[0,R] et x € [0,/R? — y%]}

3.1.2 Le théoréme de Fubini

=V

Doc. 7.

Théoreme 5 : Théoréeme de Fubini

Soit un compact élémentaire K décrit des deux manieres indiquées ci-
dessous :

K={(x.y)eR*[a<x<bet filx) <y< fLx)}

K={xy)eR*|c<y<det gi(y) <x <)}

pour toute fonction f, continuede K dans R, ona:

b fr(x) d 82(y)
([ ramay)ax= [ ([ e ay. Doc. 8.
a fix) ¢ 81(y)

Ce théoréme est admis. Il permet de définir I’intégrale double de la fonction .
. Jy . ] I est intéressant de noter
continue f sur le compact élémentaire K en posant : S .
que le théoréeme de Fubini
b fHx) pour les rectangles, est un cas
// fx,y)dxdy :/ / fx,y)dy | dx particulier de ce théoreme. Si
K “ A K =[a,b] x[c,d], les fonctions
d () f1, f2, &1, &> sont constantes.
= / / S, y)dx | dy.
c 81(y)

e La formule de Fubini permet le calcul d’une intégrale double en choisissant
I’ordre d’intégration.

e Le cas particulier des rectangles, I’interprétation physique du terme dxdy
comme élément infinitésimal de surface, que nous n’abordons pas, incitent a
admettre que 1’aire du compact élémentaire K est:

/[ axav.

B Soit g et & deux fonctions continues respectivement de [a,b] dans R
etde [c,d] dans R. On pose f(x,y) = g(x)h(y) et K = [a,b] X [c,d].

Alors :
b d
//,( flaeydxdy = (/ gmdx) (/ My)dy)‘ Guido Fubini (1879-1943), mathé-

maticien italien.

Exemples
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Détermination de 1’aire A du compact K du demi-plan d’équation y > 0
délimité par la parabole d’équation y = x? et I’arc de cercle d’équation
x+ y2 = 2. (doc. 9. ci-contre.)

Par raison de symétrie, A est le double de 1’aire du compact L décrit par :
L={(xy)]|xel0,1] et y € [x* V2 —x2]}.
1 \V2—x2
A= 2/ / dy | dx
0 X

2

T ! ités d’ai
= — + = unités d’aire.
2 3

10. calcul différentiel

. , i Few Fzwr Fy+ F& FaTr
B Soit a unréelet K = {(x,y)ly<x<let x+y>1} |.-E|Fugebr~a||:a1-; Other |PramInlClean Up

Calculde : 1, ://K(x+y)adxdy. l‘l‘ifz‘l‘bf_x[l:x+gja]dgdx-} iican Date
Vous dessinerez K et trouverez : it 1”':2:'1_ lf
1 " iig-2) 1.2 - ”2( 2
K={(x,ylx € {—, 1} et y€[l—x,x]}. N 1 1
2 miical + -
([a+1)1-[a+2) Z2(a+2] a+l
Votre calculette effectue 1’intégrale double. FIAIN ELTEL]

3.1.3 Quelques propriétés de l’'intégrale double
Les propriétés suivantes sont admises.

e Soit K; et K, deux compacts élémentaires de R?, dont Iintersection ne
contient aucune boule ouverte de RZ. Alors, pour toute fonction f continue
sur Ky UK, :

/7‘ f@uwdxdy=i/ f@uwdxdy+/) fee sl
KiUK> K K>

e Soit f et g deux fonctions numériques continues sur le compact élémen-
taire K et (a,8) deux réels, alors :

//K[af(X,y)+ﬁg(X,y)]dxdy:a//Kf(x,y)dxdy+,8//Kg(x,y)dxdy.

e Soit f une fonction continue et positive sur le compact élémentaire K.
Son intégrale sur K est positive :

Oéféoé//f@JNXMt
K

e Soit f une fonction continue et positive sur le compact élémentaire K. Son
intégrale sur un compact élémentaire L C K est plus petite que son intégrale
sur K.

0 f et LCK:>//f(x,y)dxdy<// f(x,y)dxdy.
L K
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3.1.4 Changement de variables.

Pour effectuer un changement de variables dans une intégrale double, il est
utile de comprendre ce que devient 1’élément infinitésimal de surface par cette
transformation.

N
Soit U un ouvert non vide de R? et @ une application de U dans R>
notée :

U — R

5 . —
{(s,t) — D(s,1) = (x(s5,1), y(s,1))

—
On suppose que @D est de classe € U sur U, injective, et que de plus, son
jacobien ne s’annule pas sur U.

Soit As un « petit accroissement » de la variable s et At un « petit accrois-

sement » de la variable ¢. Dans U, le rectangle tramé a une aire de AsAt.
—
L’image par @ de ce rectangle est le « parallélogramme » dont les cOtés sont :

—

DB(s+As, 1) — Ds,1) ~ 68—¢(s,t)As,
o3

— —

D(s,t+Ar) — D(s,1) ~ W(s,t)At.

Plus les accroissements As et Af sont petits, plus le « parallélogramme
image » est proche d’un véritable parallélogramme. Son aire est :

Ox Ox
- - —(s,H)As  —(s,0)At
aa—(p(s,t)As,%(s,t)At} = gs gt —‘?)((x’ty)) AsAt.
s —y(s, 1)As —y(s, At 5

Os ot

Ainsi, lorsque les variables s et ¢ sont soumises a des accroissements As et
At, les fonctions x ety subissent des accroissements Ax et Ay tels que :

D(x, y)

AsAt.
D(s, 1)

AxAy = ‘

Les arguments présentés ci-contre ne constituent pas une démonstration ma-
thématique. Ils sont la pour expliquer la présence du jacobien dans la formule
de changement de variables.

De 1a découle la formule fondamentale du changement de variables :

D(x, y)
D(s, 1)

dxdy‘ dsdzr.

Le théoréeme suivant est admis.

Théoreme 6

Soit U un ouvert non vide de R?, 8 2 (s,t) — (x(s,1), y(s,1)) une
application de classe @' de U dans R?, K un compact élémentaire

[e]
inclusdans U et K D’ensemble des points intérieurs a K.
Si les conditions suivantes sont réalisées :

s
e ’ensemble D = @ (K) est un compact élémentaire ;

290

Rapport ENS, 2000

« ...certains aspects, comme la mai-
trise des intégrales doubles (en par-
ticulier pour la définition d’un nou-
veau domaine d’intégration apreés
changement de variables ou lors de
Uapplication du théoréme de Fu-
bini) [...] ont souvent laissé a dési-
rer. »

t -
i t
s p---- (s,0) (s,1+A1)
(s+As,1) (s+As, t+Ar)
sY s
(]
B y
5(& ) D (s,i+Ar)
$(S+AS, 1) D (s+As, i+A7)
xy
Doc. 10.

Un point intérieur a K est un
point M de K tel qu’il existe
une boule de centre M incluse
dans K.

Par exemple, si :

K =10, R] x [—, ], alors:

IO(:]O,R[X]—TI',TI'[.




— o
e larestricionde @ a K estinjective;

—_— o
e le jacobiende @ ne s’annule pas sur K,
alors, pour toute fonction f continuede D dans R, ona:

//Df(x,y)dxdy://Kf(x(s’t)’y(s’t))’]’é((i:i}))

Exemple fondamental : les coordonnées polaires

dsdr.

e [’application

- [ R? —R?
(r,0) — (rcos@,rsin@)

est de classe €' sur R2.
-

e Soit le rectangle K = [0, R] x [—m, ] (avec R > 0). Son image par @
est le disque D de centre (0, 0) et de rayon R :

D ={(x,y) | x2+y* < Rz}.

o —_ o
eOna K =1]0,R[ x ] —m,m[. Larestricionde @ a K estinjective et,
[e]
pour tout (r,6) de K :

D(x,y)
D@, 6)

cosf —rsinf

=r#0.

sin 6 rcos 6

e Le théoreme s’ applique et permet d’écrire :

™ R
// f(x,y)dxdy:/ / f(rcos@,rsin@)rdrdé
D —m J0

avec D = {(x,y) | x> +y? < R*}.

Exemple : Aire d’une ellipse
Calcul de I’aire du domaine plan, noté¢ E, délimité par Iellipse (doc. 11)
d’équation :

.X2 y2

a2+ﬁ:1.

Le domaine E peut étre paramétré par :

z. [0,1] X [027] — E
' (r, 1) — (x,y) = (ar cos(t), br sin(t))

L’application (r,t) — (x,y) = (ar cos(t), br sin(t)) est de classe e! sur
R2.

Par construction, sa restrictiona K = [0, 1] x [0,2] a pour image E.

En tout point (r,7) de K =0, 1[ x ]0,2m[ le jacobien de 5 est :

D(x,y)
Do) abr # 0.

— o
De plus, la restrictionde @ a K est injective.

10. calcul différentiel

Il est intéressant de noter que la
restriction de 5 a K n’estpas
injective et que le jacobien de @
s’annule aux points de K tels
que r = 0. Cela n’empéche pas
d’appliquer le théoreme car les

(o]

hypotheses concernant K sont
vérifiées.

Rapport TPE, 2002

« Les changements de variables
dans les intégrales doubles ne sont
pas maitrisés. Le simple passage
aux coordonnées polaires est une
catastrophe. »

Cette formule du passage en co-
ordonnées polaires est a utiliser
directement sans reprendre les
étapes exposées ci-dessus.

Pour un changement de variables
moins courant, il faudra prendre
soin de mettre en place les trois
hypotheéses permettant d’appli-
quer le théoreme.

Q
=V

Doc. 11.
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L aire recherchée est :

1 2m
// dxdyz// abrdrdt:ab/ rdr/ dt = mab unités d’aire.
E K 0 0

» Pour s’entrainer : ex. 3 et 4.

A pplication 1

Calcul de I’aire d’une boucle délimitée par une courbe r = p(6)

292

Soit Oy et 0, deux réels tels que :
0<6;—0)<2m

et p une fonction de classe e de [60,61] dans
R* telle que :

p(Bo) = p(6;) = 0.

YA

0|

Doc. 12.

Le but de cette application est de déterminer [’aire
de la boucle B délimitée par la courbe d’équation
polaire :

r = p(0)
lorsque 6 variede 60y a 0.

1) Dans quel domaine les coordonnées polaires
(r,0) d’un point de la boucle B se trouvent-ils ?

2) Exprimer l'aire de la boucle B en fonction des
coordonnées polaires.

3) Déterminer [’aire délimitée par la lemniscate de
Bernoulli d’équation polaire :

r = a+/cos(26).

1) Le schéma ci-avant indique que :
B ={(x,y)=(rcosf,rsin6) | 0 € [0, 6]

et r€[0,p(]}.
2) Soit :

K ={(r,0)| 6 €[6p,60:] et re€l[0,p(®]}.

L’ aire recherchée est :

//dxdyz//rdrdﬁ
B K
01 p(6)
:/ / rdr | deo
fo 0

0 2
A
—/0 — de.

0

3) La lemniscate est symétrique par rapport aux

deux axes de coordonnées.

Son aire, A, estdeux fois I’aire de la partie du plan
P T

délimitée par 6 dans {_Z’Z} .

/4 a2 cos(26
A= 2/ w d 6 = a? unités d’aire.
—m/4 2

Doc. 13.




3.2. Intégrales triples

Calculer des intégrales triples suppose de définir d’abord sur quels compacts
de R? on va intégrer les fonctions continues.

Ensuite, la formule de Fubini et la technique du changement de variables per-
mettront d’effectuer certains calculs d’intégrales triples.

3.2.1 Compacts de R® découpés en tranches

Soit K un compactde R* possédant la propriété suivante.

« Il existe un segment [c,d] et pour tout z de [c,d], il existe un compact
élémentaire D. de R? tels que :

K ={(x,y,2) € R? |z €lc,d]l et (x,y)€ D} »

De facon imagée, le compact K est découpé en « tranches ». Ici, les
« tranches » sont paralleles au plan (x Oy). On peut aussi utiliser des tranches
paralleles aux autres plans de coordonnées.

Pour toute fonction f continuede K dans R, il est possible de calculer :

le(/z;f(“yﬂ)dxdy>dz

Si la fonction (z — / / f(x,y,z)dx dy> est continue (par morceaux)
D,

sur le segment [c,d], ce qui sera toujours le cas dans la pratique, cette quantité

aun sens.

3.2.2 Compacts de R® découpés en piles

Soit K uncompactde R® possédant la propriété suivante.

« Il existe un compact élémentaire D de R? et, pour tout (x,y) de D, il
existe un segment [g(x,y),h(x,y)], ou g et h sont deux fonctions conti-
nues sur D, tels que:

K ={(x,y,2) € R | (x,y)€ D et z€[gx,y),h(x,]} »

De facon imagée, le compact K est découpé en « piles ». Ici, les « piles » sont
paralleles a I’axe (Oz). On peut aussi utiliser des piles paralleles aux autres
axes de coordonnées.

Pour toute fonction f continuede K dans R, il est possible de calculer :

h(x,y)
/// Fly.odz | dxdy.
D g(x,y)

Un compact de R® vérifiant une des deux propriétés ci-dessus sera appelé un
compact élémentaire de R’

3.2.3 Formule de Fubini

Soit K un compactde R* dont on connait deux décompositions :

K={(x,y,2)€R*|z€[c,d] et (x,y)€ D}
={(,y, 20 €R [ (x,y) €D et z€Iglx,y),hx, I}

10. calcul différentiel

h(x,y)
g(x,y)

Az

<V

Doc. 14.

293

(© Hachette Livre - H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit



Analyse PC-PSI

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

294

Dans ce cas, pour toute fonction continue f de K dans R :

d h(x,y)
/ <// f(X,y,Z)dXdy>dz=// (/ f(x,y,z)dz)dxdy.
c D, D 8(x,y)

Cette quantité est I'intégrale triple de f sur le compact K, que ’on note

aussi :
/// f(x,y,z)dxdydz.
JJK

L’ égalité ci-dessus est la formule de Fubini pour les intégrales triples.

Exemple fondamental.

Le volume d’un compact élémentaire K de R® est:

o~ s

3.2.4 Changement de variables
On procede de facon similaire au cas de la dimension 2.

N
Soit U un ouvert non vide de R®> et @ une application de classe e' et
injective de U dans R’ notée :

(s, t,u) — @_!f;(s,t,u) = (x(s,t,u), y(s,t,u),z(s, t,u))

On suppose que le jacobien de 8 n’est jamais nul :

D(x,y,2)

Det] &
’t’ -
P 1w = 5=

£0.

Le méme principe qu’en dimension 2 permet de voir que, lorsque les variables
s,t et u sontsoumis a des accroissements As, Az et Au, lesfonctions x,y
et z subissent des accroissements Ax, Ay et Az tels que:

D(x,y,z)

AsAtAu.
DGs.t.u) | o8¢

AxAyAz = ’

De 1a découle la formule fondamentale du changement de variables :

D(x,y,z)

DGs.1.10) dsdrdu.

dxdydzz’




Théoreme 7
Soit U un ouvert non vide de R3,
@ (s,t,u) — (x(s,t,u), y(s,t,u),z(s,t,u))
une application de classe €' de U dans R> K un compact de R’
inclus dans U et Io( I’ensemble des points intérieurs a K.

On suppose que K et D = 5([( ) ont chacun une description analogue
a celle indiquée au début du § 3.2.3.

Si les conditions suivantes sont réalisées :
—_— o
e larestrictionde @ a K estinjective,

— o
e le jacobiende @ ne s’annule pas sur K,

=
alors, pour toute fonction f continuede D = @ (K) dans R, ona:

// f(x,y,z2)dxdydz

// FGe(s,t ), y(s,t,u), 205, 1, u))‘ D(x, y,z)

DGs. 1.0 dsdrdu.

3.2.5 Les coordonnées cylindriques
Les coordonnées cylindriques s’utilisent de la maniére suivante.
e [application
— R* — R
@ - )
(r,0,z2)— (rcosf,rsinb,z)

est de classe €' sur R3.

e Soit le parallélépipede rectangle K = [0, R] X [—m, 7] X [a,b]. Son image
—

par @ estla portion de cylindre C d’axe Oz ,derayon R :

C={(x,y,2)| x*+y* < R* et z € [a,b]}.

eOna K 10, R[ X | —m, 1T[><]a b[. Larestriction de (p K est injective

et, pour tout (r,0,z) de K :

D(x,y,z)

Doz 7O

e Pour toute fonction f continue sur le cylindre C :

b T R
/// f(x,y,z)dxdydz:/ / / f(rcos@,rsinf,z)rdrdfdz,
C a —m JO

avec C = {(x,y,z)\x2+y2 <R*etze [a,b]}.

10. calcul différentiel

Le théoréeme 7 n’est pas au
programme. Nous 1’avons in-
clus dans le cours car il permet
de justifier mathématiquement le
passage en coordonnées cylin-
driques ou sphériques dans une
intégrale triple.

Il est le prolongement naturel du
théoréme 6 au cas de la dimen-
sion 3.

Il est intéressant de noter que la
restriction de 5 a K n’estpas
injective et que le jacobien de 5
s’annule aux points de K tels
que r = 0. Cela n’empéche pas
d’appliquer le théoreme car les

o
hypotheéses concernant K sont
vérifiées.
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A pplication 2

Soit a,b,c trois réels strictement positifs et tels
que a < c. Calculer le volume du tore de révolu-
tion T obtenu en faisant tourner ellipse d’équa-
tion :

Le tore T est décrit a I’aide des coordonnées cy-
lindriques par :

T ={(x,y,2) = (rcos6,rsin6,z) |

(r —c¢)?

2
Z
3 +ﬁ<1 et 6 € [0,27]}.

a

Volume d’un tore de révolution

Q
o
|
Q
(
Q
Q
~V

Doc. 17.

Notons :

22
L C)+Z—<1}

E={ra)e®| —5=+5

et:

K ={(r.0,2)| (r,2) € E et 0 € [0,27]}.

Le volume du tore T est:

///dedydz:/oh (//Erdrdz>d6.

Pour calculer I'intégrale double sur I’ellipse E,
vous utiliserez le changement de variables :
r—c

u= v—Z
a ’ b’

Vous obtiendrez // rdrdz = wabc.
E

Finalement, le volume du tore est :

/ / / dx dydz = 2w?abc unités de volume.
T

3.2.6 Les coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques s’utilisent de la maniére suivante.

e [application

R R

—
' {(r, 0, ) — (r sin 6 cos ¢, r sin 0 sin ¢, r cos )

est de classe C' sur R3.

e Soitle parallél@ipéde rectangle K = [0, R]x[0, w]x[0, 2] (avec R > 0).
Son image par ¥ est lasphére S = {(x,y,z) | x>+ y* +z* < R*}.

296



eOna K =1]0, R[ x]0, [ x]0,2w[ . Larestriction de a a K estinjective
et, pour tout (r,0,¢) de K :

sinfcosg rcosfcose —rsinfsing
D(x,y,z)

= [sinfsing rcosfsing rsinfcose | =r’sinf # 0.
D(r, 0, ¢)

cos 6 —rsinf 0

e Pour toute fonction f continue sur la sphere S :

// f(x,y,z)dxdydz
JJJs

2m [ R
:/ / / f(rsin@cos @, r sin @ sin @, r cos )r’sinfdrdode.
o Jo Jo

Exemple

Considérons la sphere S de centre O et de rayon R. La formule de chan-
gement de variable pour le passage en coordonnées sphériques donne :

2 T R 4’1TR3
///dxdydz:/ / / rrsinfdrdfde = unités de volume.
JJJs o Jo Jo 3

» Pour s’entrainer : ex. 5 et 6.

3.3. Formule de Green-Riemann

Théoreme 8

Soit K un compact élémentaire du plan, dont la frontiere est un arc I,
orienté dans le sens trigonométrique et de classe @' par morceaux. Soit
P et Q deux applications de classe C ' d’un ouvert U contenant K
dans R.

0 oOP
/Q(P(x,y)d“Q(x,y)dy):// [aQ(x,w—(x,y) dxdy.
r K X 6y

Ce théoreme est admis. Voici comment I’interpréter et I’ utiliser.

On introduit un paramétrage vy : t —— (x(¢), y(¢t)) de I’arc orienté I', 1’in-
tervalle de variation du parametre étant noté [a, b].

H En section PC

b
/m[P(x,y)dx+Q(x,y)dy]:/ [P(x (1), y()x' (1) + Q(x(2), y(1)y'(1)] d
r a

est 'intégrale du champ de vecteurs (x,y) — (P(x,y), Q(x,y)) le long de
la courbe I'.

H En section PSI

b
/m[P(x,)’)dX+Q(x,y)dy]:/ [P(x(1), y()x'(1) + Q(x (1), y(1)y'(1)] d ¢
r a

est I’intégrale curviligne de la forme différentielle w = Pdx + Qdy le long
de la courbe I'.

A
pcost

10. calcul différentiel

psiné
X

cos¢

Doc. 18.

Doc. 19.
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Exemple

Calculer I’aire du compact élémentaire K, c’est calculer :

A:// dxdy.
K

Sil’onchoisit P et Q declasse €' surun ouvert contenant K tels que :

90 or
a(x,y)* a_y(x’)’) - 1’

on ramene le calcul d’aire par intégrale double sur K a une intégrale curvi-
ligne le long du bord de K, orienté dans le sens direct et noté I

Voici trois solutions possibles :

1 1
e O(x,y)= 7% et P(x,y) = 5V

e O(x,y)=x et P(x,y)=0;
e O(x,y)=0 et P(x,y)=—y.

La formule de Green-Riemann prouve que : George Green (1793-1841), mathé-
1 maticien anglais.
A:/m—(xdy—ydx):/mxdy:/m—ydx.
r 2 r r

Lorsque K estune boucle délimitée par une courbe polaire :

[60,6:] — R*
6 — p(0)

cette intégrale curviligne donne 1’aire de la boucle (doc. 20). En effet :

1 01
/m E(x dy —ydx)= / E[X(ﬂ)y’(ﬂ) — y(0)x'(6)1d 6.

r 0o

Avec x(0) = p(0)cosf et y(0) = p(#)sinf, onretrouve :

1 01 2
// dxdy:/m—(xdy—ydx)z/ p(a)da.
K F2 6o 2

» Pour s’entrainer : ex. 7 et 8.

3.4. Calcul d’aire d’une portion de surface paramétrée
Soit une surface de R> paramétrée par la fonction 7 de R? dans R® :
—
J o) — (x(u, ), y(u, v), z(u, v)).

N
La norme euclidienne usuelle de R* estnotée || || et f estde classe C'.
On admet que I’aire d’une partie compacte 8§ de cette surface, définie par :

_
S = f(D),
ol D est un compact élémentaire de R? (doc. 21), est donnée par:
af af
Aire(8) = // —f(u, v) A —f(u, v)||dudv.
(u,v)€ D 814 81)




Exemples
B Lasphere de centre O etderayon R est paramétrée, a 1’aide des coor-
données sphériques, par :

7 : (0, @) — (R sin(0) cos(¢), R sin(6) sin(¢), R cos(0))

avec (0, ¢) € [0, ] x [0, 27].
Les calculs donnent :
of . .
%(0, @) = (R cos(f) cos(¢), R cos(8) sin(¢p), —R sm(ﬂ)),
af o .
%(0, @) = (— Rsin(0) sin(g), R sin(6) cos(¢),0),
af af

—_J ZJ _ P2
96 (0, 0) A B (0, ©)|| = R*sin(0).

Donc, I’aire de la sphere de rayon R est:

21 T
A:/ [/ stin(ﬂ)dﬁ}dgoMrRz.
JO 0

B Soit une surface connue par une représentation cartésienne explicite :

z=g(x,y).

Cette surface est paramétrée par la fonction :

10. calcul différentiel

Tty — fony) = (xy,8x, ).

On obtient :
af af 9g 0g>
I AN =142 28
0x dy Ox  0Jy

L’écran ci-contre montre le calcul de 1’aire de la portion de
paraboloide de révolution d’équation z = x* + y? délimitée
par (x,y) € [-1,1].

Généralités sur les équations

différentielles non linéaires

4.1. Définitions

Soit E I’espace vectoriel normé R, R? ou R?, U unouvertde R x E

et F une applicationde U dans E.
On appelle solution de I’équation différentielle d’ordre 1 :

X' = F(,X)

toute application ¢ définie sur un intervalle / de R, d’intérieur non

vide, telle que ¢ soit dérivable sur [ et:

Viel (t,o(t)) €U et

¢'(1) = F(t, ¢(1)).

|[F1 T Fer T rsz Fliw T F5 T F i T ]I
- E AlgebraiCalc|0ther|PranlDiClean Up

" xS +yS 3 a(x,y) Done
'Ed;(xz*":'z)"glﬁx,‘d) Dore
'?dg[xz +y2) > 520, w Done

i i
'J -1 I -1 Jl + (g1, W) + (920, u) Sdudx
¥« 445

+9’2(x,b‘)"‘2),9, “1.10,.x,."1.1>
HAIN ] 4

RAD AUT! /898

Rapport Centrale, 1997
« Au rang des notions mal digérées,
nous mettrons : le calcul différen-
tiel, les équations différentielles... »

1)

De méme que pour le cas li-
néaire, une solution de (1) défi-
nie sur I'intervalle I est appelée
une /-solution de (1).
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A pplication 3

Etude qualitative d’une équation de Ricatti

300

Une I-solution ¢ de I’équation différentielle (1) est dite maximale s’il
n’existe pas d’intervalle J contenant strictement / et de J-solution ¢ de
I’équation différentielle (1) telle que : ¢, = ¢.

4.2. Propriétés élémentaires

Théoreme 9

Soit U un ouvertde R x E et F une application de U dans E.
Lorsque I’application F estcontinue sur U, toute solution ¢ del’équa-
tion différentielle : X’ = F(¢, X) est de classe @' sur son intervalle de
définition.

4.3. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz
Conformément au programme, nous admettons le théoreme suivant.

Théoreme 10 : Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Soit U unouvertde R x E et F une applicationde U dans E, de
classe @' sur U.

Pour tout (7, Xg) de U, le probleme de Cauchy :

{

admet une unique solution maximale, définie sur un intervalle ouvert.

X'(t) = F(t, X(1))
X(t) = Xo

Rapport X-CACHAN, 2000

« Le théoreme de Cauchy-Lipschitz
est bien connu et appliqué dans la
majorité des copies. »

Eh, oui, il n’y a pas que du négatif
dans les rapports! Hélas :

« Enfin, aprés avoir annoncé que
le théoréeme de Cauchy-Lipschitz
ne s’appliquait pas (1.3), beau-
coup se contentent de 1’appliquer
pour résoudre 2.5, montrant par la
méme qu’ils n’avaient pas compris
le raisonnement que ’on attendait
d’eux. »

(D’apres X 95)

On considere [’équation différentielle (E)
y' = x>+ y?%, oil y désigne une fonction inconnue
de la variable x.

tout point.

1) Combien existe-t-il de solutions maximales im-
paires ?
2) Soit ¢ une solution maximale de (E;) et I

son intervalle ouvert de définition.

a) Montrer que est strictement croissante

sur 1.

2 paire.

b) On suppose 1 borné. Montrer que (1) =R..
On définit z en pos

1) L’application F définie sur R> par :

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique en
Toute solution maximale impaire est solution de :
y/ — x2 + y2
y(©0)=0
Donc (E;) a, au plus, une solution maximale im-

Soit y la solution du probleme de Cauchy ci-dessus.

ant z(x) = —y(—x).

F(x,y)=x*+y7,

est de classe @' sur RZ.

Vous prouverez que cette fonction est solution du
méme probléeme de Cauchy. Donc z = y ety est
impaire.

(E1) aune unique solution impaire.




2) a) Pour tout x de I, ¢'(x) > x°.

Donc ¢
sur /.

est continue, strictement croissante

b) Puisque [ estborné, I =Ja,b [ avecaet b
réels.

Or, ¢ est continue, strictement croissante sur /.

10. calcul différentiel

Donc ¢(I) =] lim ¢(x), lin}7 o(x) [.
X—a X—
Si HH}J o(x) = ¢ # +00, alors ¢ € R et1’on peut

prolonger ¢ par continuité en b. Ceci permet de

prouver que ¢ n’est pas une solution maximale.

C’est faux, donc lin}] ¢(x) = +00. On montre de
X—

méme que lim ¢(x) = —oo etainsi ¢(I) = R.
X—a

Equations différentielles a variables
séparables

Une équation différentielle a variables séparables est une équation différentielle
scalaire du premier ordre qui admet une forme résolue en y’ telle que :

y' = a(x) b(y) 1)

avec a et b deux fonctions d’une variable, de classe € ! , définies respective-
ment sur des intervalles ouverts I et J.

B Préliminaire théorique

Onnote: U=1xJ et f(x,y)=a(x)b(y). Lafonction de deux variables
f estdeclasse @' sur U et le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique en
chacun des points de cet ouvert de R2.

B Méthode pratique

e On commence par déterminer les zéros de la fonction b.

Si b(yg) = 0, la fonction constante x — y(x) = yo est solution de (1).

e On restreint y a des intervalles | yp, y; [ ol b ne s’annule pas. L’équation

(1) est alors équivalente a :

m =a(x) 2)

que I’on intégre de la fagon suivante.

y/
y

Soit A une primitive de a sur I'intervalle I et G une primitive de A sur

1 ¥0, y1 [. Une fonction y, solution de (2) est telle que :
G(y) = A(x)+c, ou c estune contante.

e Si I’expression explicite de y en fonctionde x est demandée, on déterminera
la bijection réciproque de G.

Exemple : L’ équation différentielle x' = \/x
Il s’agit d’une équation incompleéte.
L application x — +/x est de classe @' sur]0,+0c0 [.

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’ applique en tout point (fo, xo) de RxR*™*.
La solution nulle est une solution particuliere de 1’équation.

Rapport ENS, 2000

« Un exemple sur ce point : consi-
dérant une équation différentielle
ordinaire non linéaire u' = C—uz,
comme il s’agit d’une interroga-
tion de mathématiques, plusieurs
candidats commencent par écrire
I’équation « homogeéne » associée
(qui n’existe pas puisqu’il s’agit
d’un probleme non linéaire) [...].
En revanche, lorsqu’on leur de-
mande : “ Si vous étiez en Phy-
sique, quelle méthode emploieriez-
vous? 7, ils proposent la méthode
de séparation des variables et effec-
tuent le calcul correctement. »

Lorsque a(x) =1 pour tout x,
I’équation est de la forme :

Y =b().
Elle est qualifié d’équation in-
complete. La méthode expo-
sée ci-contre s’applique parfaite-
ment.
On aboutit a :

x = G(y) +k,

ou G est une primitive de
y l/b(y).
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De plus, toute solution de 1’équation différentielle est croissante.

Soit x une solution ne s’annulant pas sur un intervalle /.

xl
Ecrivons: — = 1.
Vx
A

X
—=1<dCeR Viel
Vx

24/x(t)=1—C.

~Y

. . 1
Les solutions ne s’annulant pas sont les fonctions ¢t —— x(t) = Z(t — )

avec t € |C,+00 [

Elles se prolongent en R-solutions de I’équation en posant, pour ¢ < C,

x(1) = 0.

Doc. 22. Les solutions maximales
de I’équation x' = /x .

» Pour s’entrainer : ex. 9.

A pplication +

Résoudre I’équation différentielle :

V(4 —x*)?+8xy? =0 (E)
Sur chacun des intervalles :
Il :] — 00, _2[» 12 :] - 292[ et 13 :]27 +00 [»
I’équation a une forme résolue en y’ :
/ — 78* 2 R
y @—xn (R)

C’est une équation a variables séparables.
L’application :

X 2
(x,y) — —8m)’

est de classe €' sur chacun des ouverts Dy, D,
D,
avec D=1 xR,D, =L xRet D; =13 x R.

En particulier, la fonction nulle est solution de (R).
C’est la seule qui s’annule sur son domaine de défi-
nition.

Pour une solution qui ne s’annule pas, on a :

yo 8x
v d—x2
1 B 8xdx
Ty G—a2p e

Une équation différentielle a variables séparables

Avec Maple :
> int (8*x/(4-x72)"2,x) ;
1 . 1
x—2 x+2
4 — x? 4 — x?
y

T Atrc(x?—4) cexl+dl—o)

X2
ePour ¢ =0, y=1——. Cette fonction est dé-
finie sur R. C’est une solution maximale de (E).
e Pour ¢ dans ]0, 1[, on obtient des fonctions dé-

finies sur R. Ce sont des solutions maximales de
(E).

4 .
ePour c =1, y = - - 1. Les restrictions de

cette fonction 3 R™* et R*™ sont des solutions

maximales de (E).

e Pour ¢ dans ]—oo,0[U]1, +oo[, Les restrictions
de:
4 —x?
T oex2+4(1 —¢)

aux intervalles ] —00, —14/ @ s
] \/4(0—1) \/4(c—1)[ [4(c —1) [
_ s e —,+00
c c
S

t ‘|
c
sont des solutions maximales de (E).




Avec Maple :

> restart:
L:=[1;
for k from -1 to 2 do
L:=L,plot((-t~2+4)/(k*t"2+4*(1-k)),

Ay

10. calcul différentiel

t=-7..7,y=-8..8) od:
L:=L,plot ((-t~2+4)/(.5*t"2+4x(.5)),
t=-7..7,y=-8..8):

> with(plots) :display (L) ;

L:=T]

=Z6=—4=12
- 2
-4

~Y

/M
~
l
(@)}
I

Systémes autonomes
en dimension 2 (PC)

6.1. Définition

Soit U unouvertde R*> et F une applicationde U dans R”.
e Le systeme différentiel X' = F(X)

est appelé un systeme différentiel autonome.

2)

e Soit / unintervallede R. Une [ -solution de ce systeme est une fonc-
tion X, définie et dérivable sur I, 2 valeurs dans R?, et telle que :

Viel X'(1)=F(X@)).

e La courbe paramétrée par une [ -solution de (2) est appelée une trajec-
toire de ce systeme.

En général, on note X = (x,y). Lafonction F est a valeurs dans R*. Soit
(f,g) ses fonctions composantes. Le systtme X' = F(X) équivaut a :

x'= f(x,y)
y =g, y)

Il est important de noter que la variable ¢, qui désigne le temps dans les re-
présentations cinématiques, n’intervient pas dans 1’écriture du systéme.

6.2. Interprétation géométrique

Soit 7 : v
(x,y)

— % R?
un champ de vecteurs de
— (f(x, ), 8(x,y)

x'= f(x,y)

classe @' sur U et ¢ une [ -solution du systéme autonome ,
y =8, y)

La fonction ¢ est telle que :
’ —_—
Viel ¢@)=V(e®).

L’ensemble ¢(/) est appelé une trajectoire du champ de vecteurs 7 On
—
parle aussi de ligne de champ, de courbe intégrale ou d’orbite du champ V.

Le pendule rigide, sans frotte-
ment, situé dans un plan verti-
cal fournit un exemple simple de
systéme autonome. En effet, le
mouvement du pendule est par-
faitement déterminé par sa po-
sition et sa vitesse a l’instant
initial. Supposons le pendule de
longueur / et appelons x 1’angle
—
de (Oz) et de OM,y la vi-
tesse angulaire du pendule. L’en-
semble des couples (x,y) est
appelé I’espace de phase du pen-
dule.

B y

D

z

L’équation fondamentale de la

dynamique nous donne :
—mgsinx = mlx".

En posant: w = %,
on obtient : x” = —w?sinx.
li
. x(t) =
Puis ,() Y 5 .
V(t) = —w sinx

A chaque instant ¢, le vecteur
(x'(#), y'(t)) ne dépend que de x
etde y. Il est indépendant de .
Il s’agit d’un systeme différentiel
autonome (d’ordre 1). Il sera étu-
dié plus loin.
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A pplication

Cet exemple vérifie le systeme différentiel autonome

/t —
d’ordre 2 x,( )=y 5.
V(t) = —w sinx

Le pendule étudié étant sans frottement, il conserve
son énergie initiale.

Calculer cette énergie en prenant m =
déduire les orbites des solutions.

1kg. En
L’énergie totale du pendule a I’instant ¢ est:

y2
E(x,y) = o @*(1 — cosx).

OE
x'(t) = a—(x,y)
N . y
Le systeme s’écrit
, OE
Y@ = *a—()ﬁ)’)
X
La conservation de 1’énergie entraine que les or-
bites du mouvement sont contenues dans les lignes

de niveau de E, d’équations E(x,y) = C, avec
C € R*. Cette courbe est notée .

eSi C =0,I"c = {(2km,0)}, avec k € Z. Le
pendule est immobile.

e Si C > 0, les axes (Ox) et (Oy) sont axes de sy-

métrie de I'¢c qui, de plus, est conservée par toute
—

translation de vecteur 2kar i , avec k dans Z.

Effectuons I’étude pour x € [0, 7] et y > 0.

Si 0 < C < 2w?, les courbes sont définies sur :

]—Arccos (1 - %) + 2k, Arccos (1 — %) +2k1-r{.
w w
C

Arccos (1 — —2)
w

x |0
V2C

0

Si C> 2a)2, les courbes sont définies sur R.

Le pendule rigide, sans frottement

V2C — 4a?

Toute orbite d’une solution maximale est contenue
dans une de ces courbes. Réciproquement, chacune
de ces courbes est 1’orbite d’une solution. L’en-
semble de ces courbes est appelé portrait de phases
du pendule sans frottement.

Doc. 23. Portrait de phases du pendule
frottement.

sans

=

- f;\\ e —

N\

/:\‘
= y\)\/@ -

=

- N —4 B = —
= = //;;‘\ 4%?5;

F_RQ:éij;;~§L\;éy/' N——
—,—— -6 .—A

Doc. 24. Portrait de phases du pendule
frottement a une autre échelle.

sans
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10. calcul différentiel

A lgorithmigune, T 2D 2

Courbes intégrales d’une équation différentielle polaire

B Partie mathématique

Le probléme de Cauchy pour une équation différentielle du premier ordre de la forme y’ = f(x,y) consiste &
déterminer les solutions vérifiant la condition initiale : yy = y(x¢) , ol xg, Yo sont donnés.

Les deux méthodes suivantes permettent de calculer une table de valeurs numériques :
a) Méthode d’Euler : viy1 = yi+h f(x;i,y:) .
b) Méthode de Runge-Kutta : y;+1 = y; + ko , avec :

h h h
ko:g(k1+2k2+2k3+k4); ky = flxi,yi); ko= f(xi+§,yi+k1§> ;

h h
k3f(xi+§,yi+k2§> i ka= f(xi+h,y +ksh).

Nous allons appliquer ces méthodes a la résolution approchée d’une équation différentielle polaire.

B Partie informatique

Ecrire les procédures mettant en ceuvre ces deux méthodes.

Puis appliquer ces procédures a la résolution approchée des équations différentielles :
e r’ = r tan(5 arctan(sin 0)2), r(—m) = 0,2 (équation de M.G.Gyllstrém)

o ' =rsin(3rh), r(0)=1 ;

Pour les deux équations suivantes, nous vous laissons la joie de réaliser leur tracé.

e 7' = tan(8 arctan(sin #)), r(—m) =1 ;

e ' =rsin(), r(0)=0,5 ;

> restart:with (plots):
> Euler:=proc(f,h,t0,r0,tl)
local t,r,s;
s :=NULL;
r:=r0;
for t from t0 to tl1 by h do
s:=s,[r,t];
r:=r+h*f(t,r);
od;
plot([s], coords=polar) ;
end;
Euler .= proc(f, h, t0, r0, tI)
local ¢, 7, s;
s:=NULL;
r=r0;
for tfrom rO by htotl dos:=s,[r, t]; r=r+hsf(t,r)od;
plot([s], coords = polar)
end
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> RungeKutta:=proc(f,h,t0,r0,tl)

local t,r,s,k0,kl,k2,k3,k4;

s :=NULL;

r:=r0;

for t from t0 to tl1l by h do
s:=s,[r,t];
kl:=£f(t,r);
k2:=£f(t+h/2,r+kl*h/2) ;
k3:=f (t+h/2,r+k2*h/2) ;
k4:=f (t+h,r+k3*h) ;
kO:=(h/6) * (k1+2*k2+2*k3+k4) ;
r:=r+k0;

od;

plot([s],coords=polar) ;

end;

RungeKutta .= proc(f, h, t0, r0, tI)
local ¢, r, s, k0, k1, k2, k3, k4,

s :=NULL;

r=r0;

for ¢ from 70 by / to ¢/ do
s=s,[rt];
kl =ft,r);

k2 :=ft+1/2%h, r+ 1/ 2%kl*h);
k3 :=ft+1/2%h, r+1/2%k2%h);
k4 :=ft+h,r+k3*h);
kO =1/ 6%h*(kl + 2%k2 + 2%k3 + k4 );
r=r+k0

od;

plot([s], coords = polar)

end
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> f:=(t,r)->r*tan(5*arctan(sin(t)*2));

> Gl:
G2

f=(t,r) > r*tan(5*arctan(sin(¢)?))

=Euler(£,0.04,0,0.5,4):

:=RungeKutta (£,0.04,0,0.5,4) :display({G1,G2}) ;

> f:=(t,r)->r*sin(3*r*t);

> Gl:
G2

=Euler(£,0.04,0,0.5,4):

:=RungeKutta(£,0.04,0,0.5,4) :display({G1l,G2}) ;

f=(tr)y—>rsin(3rt)

o

\
0.6+ \ \
|

0.4+ [

|

t t 0 t t
-0.4 -0.2 0.2 0.4

0.2+
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Lxercice réspln

Voiite en arc de cloitre et voiite d’aréte

ENONCE

Pour Piero della Francesca (environ 1410-1492, peintre italien), la volte en arc de cloitre et la voiite d’aréte sont des
surfaces délimitées par I'intersection a angle droit de deux demi-cylindres de méme rayon r. La volte en arc de
cloitre est la surface intérieure et la voite d’aréte est la surface extérieure.

volte d'aréte

volte en arc de cloitre

Par des considérations intuitives qu’il justifie, Piero della Francesca calcule le volume contenu sous la voiite en arc de
3

8r
cloitre et trouve 5 11 calcule également la surface de la voite d’aréte 4r%(mw — 2).

On trouve le détail de sa démarche dans Pour la science, n °© 224.
Vérifions ses résultats en prenant r = 1 unité de longueur.
1) Calculer le volume contenu sous la voite en arc de cloitre.

2) Calculer le volume contenu sous la voiite d’aréte.

CONSEILS SOLUTION

1) Soit K ={(x,y) eR}0<x < L,x<y< 1},
et W={(x,y,2)eR}(x,y) €K et z€[0,\/1—y2]}

Le volume étudié est, par raison de | Le volume contenu sous la voiite en arc de cloitre est :
symétries, huit fois le volume décrit

comme suit.

On se place :

e au dessus du plan d’équation z = 0,
e sous le cylindre d’équation
Vet =1,

e entre les plans verticaux d’équations
x=0cet x =y.

Utiliser un descriptif du volume étudié
similaire a celui de la question précé-
dente.

308

(1_)’,2)1/2
8///dxdydz=8// / dz |dxdy
14 kK \Jo

8 .
= 3 unités de volume.

2) Soit L = {(x,y) e R?[0 < x < 1,0 <y < x},
et M ={(x,y,z) € R¥(x,y) € L et z €[0,y/1—y2]}

Le volume contenu sous la votte d’aréte est :

(1—yH)!'/?
8///dxdyd1:8// / dz |dxdy
M L \Jo

8
=2 — 3 unités de volume.



Exercices

:L,, Soit I', I'arc d’hélice paramétré par ¢ € [0,2m] et

x = Rcost,y = Rsint,z = ht.

Calculer I = /m(y —)dx+(z—x)dy+((x —y)dz.
2

%‘ Soit w la forme différentielle :

o= (3x2y + zs)dx + (3y2z +x3)dy + (3xz2 + y3)dz.

Montrer que cette forme différentielle est fermée.

.. 3
Trouver ses primitives dans R°.

é Tracer la strophoide d’équation polaire :

cos(260 + 7)

cos 0

Déterminer 1’aire de la boucle.

é;“ Soita et b deux réels strictement plus grands que 1.

Déterminer 1aire du compact D du quart de plan R*™ x R*™

o . o 1
délimité par les droites d’équations y = ax et y = —x et
a

b 1
les hyperboles d’équati ==¢@ y==.
es hyperboles d’équations y = — et y = -~

5 . Déterminer les coordonnées du centre de gravité d’une

demi-sphére homogene.

éﬁ, Déterminer le volume intérieur a 1’ellipsoide d’équation :
D L S
a? b 2 ’

ou a, b et ¢ désignent trois réels strictement positifs.

? . Calculer :

o

//(x+y)dxdy,
K

avec K ={(x,y) € R%:x > 0,y > 0, x> +y2 < 1} par trois
méthodes : calcul direct, changement de variables, formule de
Green-Riemann.

i‘;@, Déterminer ’aire du triangle ABC, ou les points A,

B et C ont pour coordonnées (—1,0), (1,—1) et (3,1).

gﬁ. Résoudre 1’équation différentielle y" = shy.

+00

0 _— 2
/L’,, Calcul de I’intégrale de / e " dx.

— o0
Soit a > 0 fixé, K, le carré de centre 0 et de coté a, C, /s
le cercle de centre O et de rayon

av2
o

a
> C! le cercle de centre

O etde rayon

Comparer les intégrales sur ces domaines de la fonction :

(y) e Y

+00 5
En déduire / e " dx.

—o0o

A

=Y

)
]

jl':l 1) Déterminer une représentation paramétrique du cone

C debase D ,compact élémentaire du plan x Oy, etde som-
met S(0,0,h)(h # 0) situé sur (Oz).

A

2) Calculer le volume de ce cone.
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/!2.7 Résoudre I’équation différentielle y’ = sin y.

/!;.2 Soit f la solution maximale de I’équation différen-
tielle y' =e ™ telle que f(0) = 0.

1) Montrer que f est impaire.

2) Montrer qu’elle est définie sur R.

3) Montrer que f posseéde en +oco une limite ¢ appartenant

a {1,1+l}.
e

iLé; Le point matériel M se déplace sur un axe (y’ Oy)
en étant soumis a une force d’attraction newtonienne :
—
oM
0 —
llom|*
On note y(z) la position du point M al’instant # > 0.

_)_ )

On suppose que y(0) = yo > 0 etonnote y'(0) = y;.

Etudier le mouvement du point M.

sksk
ﬁ> On considere I’équation différentielle :

x'(t) = sin(tx)

1@).

1) Montrer que les solutions maximales de (1) sont définies
sur R.

2) Pour tout réel b, on note x; la solution maximale de
I’équation vérifiant x(0) = b.

Etudier la parité de x,. Quelle relation lie x, et x_, ?
Dans toute la suite, on suppose b > 0.
3) Montrer que, pour tout ¢ réel, on a: x,(z) > 0.
4) Pour k dans N, on note :
Ty = {(t,x) € R*Y; xt = km}.

On définit I’application f, de R* dans R, continue et af-
fine par morceaux de la maniere suivante :

fo(0) =b;

entre I'5r et 'y, le graphede f, estun segment parallele
a la premiere bissectrice ; entre 21 et ['42, le graphe de
f» estun segment parallele a 1’axe des .

Montrer que : V1 =0 x5(t) < fo(2).

5) Montrer que le graphe de f, rencontre la premiere bissec-
trice. En déduire qu’il existe 7o > 0 tel que : x,(fp) = fo.
Montrer que :

NVt <ty xp@)>1t) et Vt>t0 xp(t)<t).



72D *indicationsetréponses

Chapitre 4

1) On a vu en algebre que :

2 X — Xk
P(x) = Z Sx)) H (m) 8
j=0 ke[0.n] ;
k#j
A) 1) La fonction ¢ est de classe € sur [a, b] et s’annule en
n + 2 points distincts de [a, b], x et les n + 1 points x;. Appli-
quons le théoréme de Rolle 3 ¢. Sa dérivée ¢’ s’annule en n + 1
points distincts de [a, b]. Une récurrence simple permet alors
d’établir que, pour tout k de [0, + 1], la dérivée k-ieme de ¢,
go(k), s’annule en n + 2 — k points distincts de [a, b]. Il existe
donc v dans [a, b] tel que go("”)(v) =0.0r:
f(x) = Pu(x) q’(lnn)(v).
Gn(x)
De plus, le polyndme P,f"“) est nul car P, est un polyndéme de
degré n, et ¢V = (n + 1)\
On obtient :

¢(n+l)(v) — f(n+l)(v) _ P);n+]) (U) _

)
m%(x)-

2) D’apres la question précédente, on peut écrire, pour tout x
de [a,b] :

| f(0) = Pa()] <

F&) = Pux) =

|gn ()| < b—ay*.

M
(n+1)! (n+1)!

On remarque que (b—a)"" ne dépend pas de x et que :

M
(n+1)!

]- _ n+l —0.
Lm0
La suite de fonctions (P,) approche donc uniformément f

sur [a,b]. La fonction cosinus fournit un exemple. Prenons
[a,b] = [0, 2m].

Avec Maple

0,5

V=

>restart :with(plots)

>Lagrange :=proc(f,a,b,N)

local absc,k,P;

absc :=[seq(atkx*(b-a)/(N+1) ,k=0..N)] ;

P :=interp(absc, [seq(subs(x=k,f) ,k=absc)],x) ;
plot ({f,P},x=a..b) ;

end ;

Lagrange := proc(f,a,b, N)

local absc, k, P;

absc = [seq(a +k * (b —a)/(N + 1),k = 0..(N + 1))];
P := interp(absc, [seq(subs(x = k, f),k = absc)], x);
plot({ f, P},x = a..b);

end

>Lagrange (cos(x) ,0,2%Pi,3) ;

B) 1) Effectuons une récurrence sur q.

Pour g = 1, ona p = 0 et la propriété est vérifiée.

Supposons que, pour un certain ¢ > 1 fixé, la relation (1) soit
vérifiée pour tout p de [0,g — 1]

Etablissons cette propriété au rang ¢ + 1 fixé. Dans ce but, on
va faire une récurrence sur p.

Aurang g + 1, la relation (1) est vérifiée pour p = 0.
Supposons que, pour un certain p — 1 de [0, ¢]l, on ait :

p—1 1
E: q+
( Dk( >
= k
q 72p+1

= 1+(=1"" q)
A (P*l p

En déduire la relation au rang p.

q — 2k
k+1

2) Notons, pour tout j de [0, n]l, L; le polyndme défini par :

(x — xx)
Lj(x)= H re——
kE[0.n] ;
k#j

Alors : .
Pu(x) = |xj| Lj(x).
j=0

De plus, pour tout j de [0, m]], |x;| =1 — 211 et, pour tout
n
2
jdem+1,n]:|x;| = —=L — 1. Onen déduit :
n+1
- 2j . 2j
P.(1) = = —— || Ll)= — —— | L;(1).
(1) §j< H+J x>.§j< H+J i

j=0

i 1
umﬁq—nf(”;).
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Donc :

P(1) = iel)"*f (")
j=0 J
- >

j=m+1

n+l—2j

Vl+]—j
<>
j

Posons k = n— j. En distinguant le cas n pair et le cas n impair,
vérifier que :

n+l—2j
n+l—j

Fu(1) = A(n) — B(n).

_ . c(n\n—2k—1
3)A“”+Bm)_§;“4)<k>‘_FIT_
n—1
. Nk (n n—2k—1 o (n n—2n—1
'_g;(l)(k) ke1 TCD (n) n+l

n—1
—2k—1
Or, la somme ;(f l)k (Z ) nkT peut étre calculée en
utilisant la question 1).

A(n)+ B(n) = 1.

A(n) — B(n) = Pu(1)
Le systeme donne :
A(n)+ B(n) =1
Pa(1) = 24(m) — 1.
En utilisant la formule (1), on obtient :
n—1\n—2m—2
P.()=1+(-1D"2 _
@ +(=D ( m ) m+ 1
4) Sinestpair,n =2k, m = ket:
2k — 1 -2
Pu(1) =1+ (—1)*2 —=
=1+ ( k )k+1
2k)!
— ooy R
2D Her
5) Sinestimpair,n =2k +1,m =ket:
2k\ -1 w1 (2k)!
P(1) =1+2(=1)\ — = 1+2(-D =
H=1+2=0) (k’)k+1 P2EDT e
Dans tous les cas :
. _ (2k)!
£ = B =2
Utilisons la formule de Stirling.
(2 k)‘ 221<+1
1)— P,(1)| =2 ~ .
| F® )| k!'(k+1)! /T k32
22k+]
6) Puisque kl{l}loo W = +00, la suite (P,(1)) diverge et la

suite (P,) n’est pas simplement convergente sur [—1, 1].
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Avec Maple

> restart :with(plots) :Lagrange :=proc(f,a,b,N)
local absc,k,P;

absc :=[seq(atkx*(b-a)/(N+1) ,k=0..(1))] ;

P :=interp(absc, [seq(subs(x=k,f) ,k=absc)],x) ;
plot ({f,P},x=a..b) ;

end ;

>

> Lagrange (abs(x),-1,1,5) ;

Lagrange := proc(f, a, b, N)

local absc, k, P;
absc := [seq(a +k x (b —a)/(N + 1), k =0..N)];
P := interp(absc, [seq(subs(x =k, f), k = absc)], x);
plot({f, P}, x = a..b)

end

Chapitre 5
L1) ((.,.)) est une forme bilinéaire symétrique sur E.

1
Pour tout f de E,(( f, f)) = / fz(x) w(x)dx > 0.
—il

1
Supposons que (( f, f)) = / fz(x) w(x)dx = 0. L’appli-
—1

cation (x — fz(x) w(x)) est continue et positive sur [—1, 1] et
w > 0;donc f =0.
Ceci prouve que ((.,.)) est un produit scalaire sur E.

1.2) Supposons I’existence de deux suites (pn)nen €t (gn)nen
vérifiant (a) et (b).

D’apres (a) po = qo = 1.

Pour tout entier n > 1, I’orthogonal de P,—; dans P, est une
droite, car dim(P,) — dim(P,—1) = 1. D’apres (b), les poly-
nomes p, et g, sont dans cet orthogonal, donc ils sont liés. On
déduit alors de (a) que p, = g,. Donc la suite (p,).cn, si elle
existe, est unique.

L.3) On a déja montré que po = 1.

Si pi existe, d’apres (a), pi(x) x + b et, d’apres (b),



0 = ((po, p1))- Donc :

1 1 1
0= (x+b)w(x)dx=/ xw(x)dx+b/ w(x)dx

—1 —1 =Il

= ((po,x)) + b ((po, Po))-

_ ((po, X))
((po, po))”

L.4) Supposons connus, pour m < n — 1, les polyndmes p,, et
posons :

On en déduit b =

P = (X - an)pnfl - Bn Pn—2

Le polynéme p,, est unitaire de degré m, donc p est un poly-
nome unitaire de degré n.

I reste a prouver que, pour k € {0,...,n — 1}, ((p, px)) = 0.
Or ((p, pr)) = ((xpn—1, pr))—an ((Pn—1, Pk))—Bn (Pn—2, Pr))-
Vous vérifierez que (Xpn—1, pr)) = ((Pn—1,Xpx))-

Pour k < n — 3, (x pa—1,p)) = (Pu—1,Xx pr)) = O car
deg(x pr) < n — Let ((pn—1, pr)) = ((pn—2, pr)) = 0.

Donc ((p, px)) = 0.

Pourk=n—2:

((P, pn72)) =((x Pn—1, pn72)) — Qn ((pnfl, pn72))
- Bn ((pn72, pn72))

((pn—1, pn—1))

((Pn—2, Pn—2)) ((pn—2, pn—2))

= ((pn—1,% pn—2)) —

Or, x p,—> est un polyndme unitaire de degré n — 1. Donc :

X Pn—2 = Pn—1 +qn—2, avec deg(gn—2)<n—1.

Ainsi : (pn—1,% pn—2)) = (Pu—1, Pn—1)) + (Pn—1, Gn—2))

= ((Pn—1, Pn—1))-
Donc ((p, pn—2)) = 0.
Pourk =n — 1,

((p, Pn—])) = ((x Pn—],pn—l)) — Qp ((pn—lvpn—l))
- Bn ((pn72, pnfl))

((X pu—1, pn—1))

((Pn=1, Pn=1)) ((pn—1, pn—1))

= ((xpa—1, pu—1)) —
=0.

Donc ((p. pa—1)) = 0.

On a prouvé que p vérifie (a) et (b). D’ou p = p,.

On connait py et p1, la formule (2) permet de construire la suite
(pn) par récurrence.

L.5) Quelques calculs d’intégrales vous permettront de dresser
le tableau suivant :

po(x) =1 ((po. po)) =2 ((x po, po)) =0

2 1
pi(x) =x (pr, p)) = 3 B= 3 ((x pr.p1)) =0
-+ ot ( . -4 )=0
pa(x) = x pi(x) — 3 po(x) = x" — 3 (p2.p2) = = Bs = 5 ((x p2. p2)) =
4 3 8 9
p3(x) = x pa(x) — E}n(ﬂ =x'— 5% (p3, p3)) = 75 Ba= 3 ((x p3. p3)) =0

9 )
35 pa(x) =x* §x“ +

pa(x) = x p3(x) 7 35

TD : indications et réponses

1

1.6) Pour tout n > 1, ((pn, po)) = 0 = / pn(x)w(x)dx. La

fonction p, w change de signe sur | — 1, 1[.10r w > 0, donc p,
s’annule et change de signe sur | — 1, 1[.

Vous vérifierez aisément que, si le polynome p, s’annule et
change de signe en a, c’est que « est un zéro de multiplicité
impaire de p,. D’ou le résultat.

1.7) Par construction de w, m = deg w < n.

De plus, le polyndme p m n’a pas de zéro de multiplicité im-
paire sur | — 1, 1[. Il est donc de signe constant sur cet intervalle
et:

1
((pn,m)) = / Pa(X) m(x) w(x)dx # 0
—1

deg m < n, entraine ((pn, 7)) = 0. On a donc deg 7 = n et p,
admet n zéros distincts dans ] — 1, 1[. Il ne peut pas en avoir
d’autres.

I1.1) La linéarité de A est immédiate a vérifier.

Conseil : relire le chapitre 3 d’Analyse ou I’étude de la conti-
nuité des applications linéaires est traitée.

e Pour tout f de E,ona:

1 k
IACHI < I Flloo </ wx)dx+ Y |A,-|> :
=1 i=0

1 k

On note ¢ = / w(x)dx+ > [Ai| ] . Lalinéarité de A per-

—1 -
met de conclure que cette appl{(;a()tion est c-lipschitzienne.
I1.2) Supposons la formule (3) (formule d’intégration appro-
chée a k + 1 points) d’ordre m, avec m > 2k + 2 et trouvons
une contradiction.
Pour tout polyndme p de degré d < 2k + 2, I’égalité :

k 1
> dipx) = / px) w(x)dx
1

est vérifiée. =

Notons L = H(x — xi). On a deg L> =2k +2;donc:

i=0
k 1
Z,\,- L (xi) = / L) w(x)d x
i=0 —1
1

Or L(x;) = 0, donc /

—1

L*(x)w(x)dx = 0, d’ou la contradic-

tion.
L’ordre m d’une formule d’intégration approchée a k + 1 points
est nécessairement inférieur ou égal a 2 k + 1.

k
I1.3) Par construction, deg <Z f (x,-)l,-) < k. De plus :

i=0
k

SO lilxj) = f(xj)
i=0
C’est la définition du polynome d’interpolation de Lagrange
aux points xo, . . ., xx. Donc :

Vj & {0,...,/{} lf(xj)zﬁ,;j et

k
(A= fal;
i=0
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1 k 1
II.4)/ p(Hx)wkx)dx = Z f(x,-)/ L(x)wx)dx
—1 i=0 -1

k
= A fx).
i=0

I1.5) On sait que, pour tout polynome f de Pr, f = p(f).
Donc, dans ce cas et d’apres la question 11.4, on a :
k
D> A f@x)
i=0
Ceci prouve que la formule (3) est au moins d’ordre k.

1
F@wE)dx =
=i

I1.6) Dans la fin de cette partie, on fixe p dans P>
Effectuons la division euclidienne de pparl: p =qgl+r.
On sait que degr < degl/ = k + 1, donc r € Pi. De plus
deg p < 2k + 1. Ceci entraine que g € Px.

1 1
II.7)/ p(x)w(x)dx:/ r(x)w(x)dx
—1 —i
1
+/ q(x)I(x) w(x)dx.
=i

1
Or/ q(x)I[(x) w(x)dx = ((g,0)) et, par définition des x;, [ et
=i

Pi+1 sont deux polyndmes unitaires de méme degré et ayant les
mémes racines. Donc [ = pi1 et ((¢, pr+1)) = 0, car g € Px.

1
On abien:/ p(x)w(x)dx:/ r(x)w(x)dx.
—il —1

1 k
IL.8) Puisque r est de degré < k, / r)wE)dx = Air(x)
-1 i=0

d’apres la question 11.5.
De plus, pour tout i de {0,...,k},I(xi) = 0etr(x;)) = p(xi).
Donc :

1 1 k
/ px)wkx)dx = / r(x)wkx)dx = Z Ai p(xi)
=1 =1 i=0
On a prouvé que, pour tout p de P41 :
1 k

/ p)wkx)dx = Z Ai p(xi).

=1 i=0
Pour le choix indiqué des (x;)o<i<k (les racines de pi.1) et des
1

(Ai)ogisk (Ai = / li(x) w(x)dx), la formule (3) est d’ordre
—il
2k +1.

II1.1) Sachant que p3(x) = x = %x, onaxy= f\/g,xl =0

5
3 .
etx, = \/; . On en déduit :

_é 27\/7 _ 1§ 27\/’ 5
lo(x)—6<x 5x>,)\o—/16<x 5x dx—9
5(, 3 Y5/, 3 8
l =—= — = AL = —= — = )dx ==
1(x) 3 (X 5>, 1 /_1 3 (x 5> x=3
1
lz(x)=%<x2+ %x),)\2=/1%<x2+\/jx>dx:g

La formule théorique (9) devient alors (10) :

[1 fx)dx zé {5 f <\/§> +8 f(0)+5 f <\/§>]

I11.2) En remplacant k par 2 dans (9), on trouve :

1
oz I Flloe-

IACHI < 15750

1
II1.3) On trouve : / V2+xdx
—il

u = V2 + x pour faire le calcul « a la main ».)
II1.4) Le calcul de £ nous donne : || f©||0 =

2
23 — 3 (Poser

945
o Donc :

3 _
AN < 355 = 937510 .

II1.5) Le nombre de chiffres significatifs se trouve grace a I’er-
reur relative.

ACS)
[h fdx

On se contentera de donner le second membre de (10) avec 4
chiffres significatifs.

~3,510".

II1.6) On trouve :
. 3 . 3
5f <\/;) +8 f(0)+5 f (\/2)] =~ 2,797

ACf)~ —2.8107°.

L
9

L’approximation est meilleure que la majoration théorique (9).

IIL.7) On a :

% [f(=D)+4f0)+ f(1)] = 2,976

et :
1
‘/ fx)dx — %[f(—1)+4 fO)+ f(1)]| =~ 0,001.
—1

La formule de Simpson (11) est une formule a trois points
d’ordre 3 seulement. En effet :

1
1
/ Sfx)dx = g[f(*1)+4 FO)+ (]
=1l

pour f =1, x, x% et x° mais pas pour %t

La formule (10) est aussi une formule a 3 points, mais elle est
d’ordre 5.

On constate, sur I’exemple utilisé, que la formule d’ordre 5 est
meilleure que la formule d’ordre 3.

Dans (10), on a optimisé le choix des points d’interpolation et
des coefficients. Cette formule est une égalité pour les poly-
nomes de degré < 5. Il est logique de penser que, plus le degré
de I’interpolation possible est élevé, meilleure est I’approxima-
tion de I’intégrale.



Chapitre 6
T2 71

A. 1) La construction par récurrence de la suite (u,) est possible
car, pour tout x de F, f(x) estdans F.

2) On remarque que, pour tout entier 7 :
llwi — wini]] = || fi-1) = f@dl < kllui—1 — ui|.

On en déduit par récurrence que :

Vi €N lui — uinl| <k fuo — wi| )
Sin et p sont deux entiers, alors :
n+p
lun — thnap|| = Z (wi—1 — ui) ‘
i=ntl 3)
S 7g llwo — il
(un) est une suite de Cauchy de (E, || ||).

La suite (u,) est donc une suite d’éléments de F qui converge
dans (E, || ||). Sa limite est dans F car F est un fermé de

(E, [ D-

3) L’application f est continue sur F car lipschitzienne. La
suite récurrente (u,) converge vers ¢, donc £ = f(¥). £ est un
point fixe de f.

Si £ et m sont deux points fixes de f, alors :

1€ =m|l = fO = f)| <k[l€—m]| < [[£—m].

On en déduit £ = m.

n

2o — ]
ko

Cette inégalité est valable pour tout n et tout p. Il suffit de fixer
n et de faire tendre p vers +oo pour obtenir :

4 lltn = unsp || <

len — 1)) < —

A4 N <
ne 1%

@

lJuo — wr]]

B. 1) Immédiat, car f(¥{) = £.
2)Onal f'(l)) =y < let f estde classe @'. Donc il existe

0 v+ 1
f(y)| < >

e On peut choisir & pour que J = [¢ — a, ¢ + a] N [ soit un
fermé de R.

e On note k =

a > 0tel que, pour tout y de [/ —a,/+a]N1,

+1 T "
yr- D’apres I'inégalité des accroissements

finis, pour tout x de [/ — e,/ +a]N I,ona:
[ fO) =1 =] f(x)— fO] <k|lx =] <ka

On en déduit que I’intervalle J est stable par f.

La restriction de f & J est k-lipschitzienne car, sur J, | f'| est
bornée par k etk < 1.

Donc la restriction de f a J est une application contractante de
J et, d’apres A., ¢ est un point fixe attractif de f.

TD : indications et réponses

y+l

3) On suppose que | f'(£)] =y > 1; onnote r =

Puisque f est de classe @', il existe a > 0 tel que :
Vyell—al+alnl |f')|>r.

Si la suite récurrente (u,) converge vers ¢, alors il existe un
entier ng tel que :

n=no=lu, — ¢ < a.

L’égalité des accroissements finis vous permettra de prouver
par récurrence que :

VpEN |upgsp — b = rPun, — .
Or lim |uppsp—¥| =0et lim r” = +oo,donc |u,—£| =0
p—+00 p—+00

et la suite (u,) est constante a partir de no.

da) f(x) = —x"+3x—letl = 1.

AY y=x
5 —fx
Z ***************** T,\_f(}‘)
I }

| |

| |

| |

| |

! |

| |

| |

| |3

L2
=<1 lsuos%

f <] —00, %]) - ] —00, %] et, sur cet intervalle, f(x) < x.

. 3 S P
Donc, si up € ]—oo, E] , la suite récurrente (u,) est dé-

. . 3 . .
croissante. Elle converge si up € 1,5 et diverge si
Uup € ]—oo, 1.

Le point fixe £ = 1 n’est ni attractif ni répulsif.

b) f(x) =e" Vetl=1.
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Pour tout x de R, f(x) > x, donc la suite récurrente (u,) est
toujours croissante. Elle converge si uo € | — oo, 1] et diverge
siug € 11, +o0ol.

Le point fixe £ = 1 n’est ni attractif ni répulsif.
¢) f(x) = Arctan (x) et £ = 0.

Le point fixe £ = 0 est attractif.

d) f)=x"+xetl=0.

Le point fixe [ = 0 est répulsif.

e) f(x)= % +0,5(x — 1)’etl=1.

7L Trzv*[ F= ]’ Fu TFSvTrsvTF? ]’ ]
- E Zoom|Trace [RebGraph|Math|Draw |« ﬁfn

HAIH RAD AUTO TEG

L’étude expérimentale semble indiquer un point fixe attractif.
La fenétre utilisée est (x, y) € [0,2] x [0, 2].
Vérifier que :

FE) =1 1—(x—D+15x —1)*—@x— 1’ +o(x — 1)
fo f)=1 1+ —1)—2,5(x—1)+o(x — 1)°.
Montrer que 1 est un point fixe attractif de f o f, puis de f.

ﬂﬂmzifwufD%M:L

FL Trsz Fz T 4 Trsv]’rsv]ﬁ T ]
- E oo |Trace |ReGraph|Math|Dr-aw |« ﬁ?

=

KD AUTO

FMAIM

L’étude expérimentale semble indiquer un point fixe répulsif,
ce qu’il faudra prouver.

C.1)e | f'(l)] = yet f estcontinue en ¢, donc il existe § > 0
tel que :

Vxe[l—6,4+8] y—e<|f )| <y+e

e La suite récurrente (u,) converge vers ¢, donc il existe un
entier n tel que :

VpeN uu, €€—6,0+56]

e D’apres 1’égalité des accroissements finis, il existe un élément
yde[l —6,l+0]tel que:

|un+p+1 - ‘€| = |f,(y)||un+p = 1€|
e Ceci permet de montrer par récurrence :
VpeN (y—&)|upn— £ < |unp — € < (v + &) |un — ¢

2) a) Si M = 0, alors f est constante sur J et u, = [ pour
£>1.

b) Sachant que | £'(£)| = 0, I'inégalité des accroissements finis
prouve que, pour tout 7 :

M
|un+1 - €| € _lun - €|2
2
On en déduit par récurrence que :
2 M 3
Vn,p) €N upsp — 2] < 277 e = ey

Or, la suite (u,) converge vers £. Donc, il existe n tel que :

M 1
7|Mn —ll <

10°

L’inégalité précédente prouve qu’alors :

VpeEN |upp —1|

T2 2
(b —a)(f@ +f®)
2

A.l)a) est 'aire du trapeze indiqué

dans le schéma ci-dessous.

YA

y=fx)

fib)

fla)




b
b)/ 7(’_“)2(“[’) aydr

b b
(=D iy (- 222) ) + [ s

En développant le crochet, on arrive au résultat souhaité :

¢ b —a)( f(a)+ f(b)
/a f()dt — >

b
) *“)2“ =0 rrayar.

a

¢) A vous de majorer.
2) Soit n > 0. Pour tout £ de [0, n]], on note :

b—a

Xk =a+k
n

On applique ce qui précede a chaque segment [xx—1, x].

. . +b
3) La tangente au graphe de f au point d’abscisse 4 a pour

équation :

) ) )
Donc : /abf(r)dz—(b—a)f<“;b>’

< [lro-1(52)-7 (52 (-2
[ ()

Msy(b — a)’
24

<

en utilisant I’inégalité de Taylor-Lagrange a I’ ordre 2.
4) On procede comme a la question 2).

5) Si f est convexe sur [a, b], alors, entre les points xx— et xx,
le graphe de f est en dessous de la sécante aux points d’abs-
cisse xx—1 et xx, et au dessus de la tangente au point d’abscisse
Xk + Xk—1

2
YA
\
\
|
! graphe de f
|
\ | I "\ sécante
‘ [
\
} } } tangente
| 1 ‘ >
0 X XX X x
2

TD : indications et réponses

On en déduit :
Vke|l,n]

0=0) (st ¢ [ fipa

n 2 "

< (b—a) [f(xk—l) + f(xk)] .
n 2 2

En sommant ces inégalités, on obtient 1’encadrement.
My(b — a)’

Cet encadrement a une longueur inférieure a o
n

Si f est concave, les inégalités sont inversées.

B.1) On trouve A(P;) = 0 pour k dans {0, 1,2,3} . De plus, A
est une application linéaire. On en déduit que A(P) = 0 pour
tout polyndme P de degré < 3.

2)a) La formule de Taylor avec reste intégrale appliquée a f en
a+b

nous apprend que :
f =P+ R4

ou P est un polynome de degré < 3. La question 1) permet
alors de conclure que :

ACS) = A(Ry).

b)Six € [#,b] , alors :

X (x _
|Ra(x)| < /% 30

Six € {a,a+b

1) M,y

M4dl == ?

_a+b 4
x 2 .

] , alors :

b 3
|R4(x)|</2 =) M4dr:%(x
X

7a+b 4
3! 4! 2 ’

Le calcul de [A( f)| = |A(R4)| permet de terminer.
3) On procede comme aux questions 2) et 4) de A.

Conclusion

Pour chacune des trois méthodes exposées, on peut dire que
I’on approche la valeur moyenne de f sur :

1 b
[a, b] <—b—a/ f(t)dt>

par une moyenne pondérée de valeurs de f :

<§m3af S (yi) avec Em:a,- = 1) :
i=1 i=1
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Les trois copies d’écrans ci-apres vous permettent de comparer
les trois méthodes et d’expérimenter 1’ensemble avec d’autres
fonctions.

I‘Fi ]’ Fer T r3~r]’ Fa T FE ]’ FE
- E Algebra|Calc[0ther |PronId|C] ear a—z...]

.n—l[ k(b -

T oFla+ — :I]-}sll:n:l Dot
k=1

= % F[a+ (k- lxz:l.l:b_a:l]-}EE(n) Dore

N

m(a+(k—1f2)*(h arcnr,k.1.ni+s.

HMAlH KRl AUTO SEQ =81

I’Fi T Fer T Fiv T Fur T FE T F&
- E Algebra|Calc|0ther |PramI0|C]lear a—z...]

b-a [ fia) ; fib) + 51(n:|] * Lrapezin)

u
]

Dore
bh-a

cs20n) + tangentin) Oore

b —
[

na AFCay+ R+ 2-210n) + 4 220R00 > =ik
Do

WAt 2¥s]l (nix+d¥s2Cn> X rsimsontnd

HH EAD AUTO fEQR E/O0

|‘F ]’ Fer Trzv]’ ruv*[ FE ]’ FE
¥=—|Alagebra|Calc|Mther|Pranld|Clear a—z...]

Oore
LRSI Ny Oore
B[+ a o
Bx+h n

ngFEt)dt 2 EEEEEE

B {trapez(ld)  tangent{ld) simsond 100
£1.983524 Z2.002242 2, 000007 >

L2010 . tangent {10 . simnson 102,

HMAlH KRl AFFRON ZEQ 10,00

Remarque : Dans les trois méthodes exposées, le choix des

points d’interpolation est simple et imposé. Le TD du chapitre

5 expose la méthode de Gauss de calcul approché des inte-
grales. Dans cette méthode, les points d’interpolation sont les
zéros de certains polynomes. La précision de la méthode est

plus grande, mais elle comporte plus de calculs intermédiaires.

318

1l faut aussi noter que, plus le nombre de points utilisés pour le
calcul approché est grand et plus I’erreur d’arrondi est impor-
tante.

Chapitre 9

Partie I
1) a) Immédiat en utilisant les propriétés de f, 2m-périodique
et impaire.

b)

2) La fonction f; est impaire, les a,( f;) sont nuls.
Pour toutn > 0 :

b.( fr) = %/ﬂ ch (tx) sin(nx) d x
0

3

1 Y A
— _Im e(r+1n)x +e( t+in)x dx
0

_ 2n
o (n2 + 12)

(1 +(=1)"'ch (m)) .

3) a) La fonction f; est 2m-périodique, de classe e par mor-
ceaux sur R, on peut appliquer le théoreme de convergence
simple de Dirichlet. La série de Fourier de f; converge sim-
plement sur R vers la fonction régularisée de f;, qui est f;, et :
Vx € [—m, ]
- 2
fiw) = 30— (1+ (= 1"eh@m) sinnx.

—~m (n2 + 12)

b) En particulier :

- —)P@2p+1)
n(1T) = _(1 +ch(t77))z  Gpr P

4) a) On sait que :
1+ ch (tm) = 2ch> (zg) .

D’ou :

Z =DPCp+1)
@p+1)?2+12°

b) Pour ¢ = 0, on obtient :

e D
_Zzpu'

0

Partie IT
1) La fonction f est continue et paire sur R. De plus, sur R" :

0< f(1) <2

La fonction ¢ ~— 2e” ' est continue et intégrable sur R*. La

fonction f est donc intégrable sur R.
On en déduit que la fonction ¢ — f(#)e'*" est continue et inté-
grable sur R.



De plus, montrer que :

F(x) = / f(e dt = F(—x) = F(x).
R

On en déduit que :

_ _ cos(tx) _ cos(tx)
F(x) = Re(F(x)) _/R—cht dr = Z/W ht d

cos(xt)

—t
dr :/ cos(xt)ze—dt
R+ 1 +e2

— / chos(xr)(—ly’e*(z““’dr.

b) Considérons la suite de fonctions Z 2 cos(xt)(—1) e @rHhr
définies et continues sur R** 0

e Cette suite de fonctions converge simplement, sur R**,
la fonction continue et intégrable :

VErs

cos(tx)
_ — .
cht

e De plus, pour tout réel x fixé et tout 1 > 0 :

i 2 cos(cr)(—1)Pe” @ — (e

p=0

=2 e’
cos(xt)e T

n
Z 2 cos(xt)(—1)Pe™ @7 < ge™

p=0

La fonction ¢ — 2e ™" est continue et intégrable sur R*.

TD : indications et réponses

Le théoréeme de convergence dominée s’ applique et :

/ Z 2 cos(xt)(—1)Pe” P g4
0

0 o0 [eS)
:Z / 2 cos(xt)(—1)Pe @D g4
0 0

Z =D"2p+1)
Q2p+ 1)+ x2

_ v

-7
2h(—)
@ .x2

m

3) On note F) la transformée de Fourier de la fonction :

Et:
F(x) =

En utilisant, sur un segment [0, A] contenu dans RY,

flil'—>

le change-

ment de variable défini par u = ¢

Fi(x) = 2/Oo cos(xt);dt = \/EF <X\/§> .
g

™ .
7 on obtient :

2

Et:

Fi =27 fi.
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Exercices:indications et reponses

Chapitre 1

:L‘,, 1) Pour x # —1etx # 1, il existe k € Z tel que :

1
Arctan (| —— | — Arctan —] = Arctan 3 +k .
x—1 x+1 x2

Icix > 1,donc k = 0.

n
2
Z Arctan 2
1

Soitn € Net S, =

1 1
S, = Arctan 2+Arctan 1+Arctan 3 —Arctan ——Arctan
n

On en déduit :
= 2 ™
El Arctan 2 = 31.

n _1
nf+n2+1 2

2)

1
(7(n+1)27(n+1)+1 i

oo

ZL_l
5 nt+n2+1 2

20"
- Z (571 — 4n+ly(5n — 4nm)

N an
2

(VEFT-VA).

OM=

1
|
- );\/lz+\/k+

La série diverge.
2)S,=1In (H cos <;_1<)>
1

sin(a)

. [a\
2 (55
sin (
La série converge et iln (cos ( a )) n sin(a)
g 4)) =m (@)

1

=In

320

1
—n+1)°

z
/2 n
= / <Z(—l)k cos® x> dx
© 0

/2 1 /2 n+l d
= [ ey [T
o 14cosx 0 1+cosx

Avec Maple :
> int (1/(1+cos(x)) ,x=0..Pi/2) ;

1
/2 n+l
cos" xdx

De plus, / —| <

0 1 +cosx
0 lorsque n tend vers +o00.
I s’agit d’une intégrale de Wallis. Elles ont été étudiées en Pre-
miere année et on les retrouvera en d’autres occasions.

/2 "
/ cos™"" x d x qui tend vers
0

et /2
La série converge et Z(—l)k / cosk xdx = 1.
0 0

5

Il existe N dans Ntelque:Vn > N

"
é Par récurrence, pour tout n :
Uuo ui
0 < Uy < - v, et 0 < ugy < - V2n4l.
0 1

R —

2 1
7L Pournz3.0<n” ~1=ew (;1n<n>)*1<

Pourn > 3:

0 < (nl/n _ l)n < (]/2)11

La série converge.

§ La série, bien qu’alternée, ne vérifie pas le critere spécial
des séries alternées.

="
Uy ~ —— et u, —
n n

La série Z =
1

Z n (In(n) + (=1)")

= 1
T ndnm)+(=1y)

n
converge et la série :

est a termes positifs, divergente, car :

1 1
n (In(n) + (="

nln(n)’

La série E u, diverge.



2_, 1) sin (%) ~ % et% > 0.
1\ 172

2) u, = Arccos <(1 — 7) )
P

U, ~ sin(u,) .

et lim u, =0, donc:
n—+oo

La série converge.

1
Orsinu, = —.
n n3/2

0 1 Inn L
’1_,,, 1) Pyl o (W) . La série diverge.

Inn 1 Ag
2 ) La série converge.

2)n_2:0

(Inn)* _

1 L
3) P (W) . La série converge.

=) : 1 iy : -
'Z__, 1) La fonction ¢ 2 est positive, continue et décrois-

sante sur [1, +oo.

1 1 Hlde 1 1
- — = — L = 1 < up.
Onadonck Tl /k 2 \kz,pulsn_‘_]\u

La série E u, diverge.

2) En procédant de maniere analogue, montrer la convergence
de la série.

‘ng 1) Si |a| > 1, la série est grossierement divergente.
Sia € [—1,0][, la série converge, car elle vérifie le critere spé-
cial des séries alternées.

Sia = 1, elle diverge.

Sia € ]0,1[, le critere de d’Alembert s’applique, la série
converge, ainsi, bien sir, que pour a = 0.

2) La série est a termes strictement positifs. Le critere de
d’Alembert donne la convergence de la série lorsque |a| < 1,
sa divergence lorsque |a| > 1. Si |a| = 1, la série est grossie-
rement divergente.

3) On utilise la regle de d’ Alembert.

n+1 1
1+bn+1'

Un+l

Un n
Sib > 1, la série converge.

Soit b dans 10, 1[. On a In <H(1 +b")> = Zln(l +b5).
1

k=1
Or, la série Z In(1 + B*) converge, car In(1 + b*y ~ b,

n

La suite <H(1 + bk)) a donc une limite L > 0.

k=1

On en déiuit Up ~ % La série Z u, diverge.
n+l

4) lim

n—+oo Uy
Par conséquent, si r < 1, la série est absolument convergente,
donc convergente.
Sir > 1, la série diverge.
Sir=1,u, ~ % La série diverge.

Exercices : indications et réponses

/’50<un ;< !

- = 3+l L oy 4 1 S 32+l
La série géométrique Z T converge, donc Zun
converge. De plus :
- e — 1 1
0<S—Sw=Rv<D 350 = 3797
N+1

11 suffit ensuite de calculer N pour obtenir ! <107*

. 24 9V '

Maple vient en aide et fournit N = 3, S3 = 0,2878 . ..

/!'éju 1) x =0,123456456456. ..

—0,123+y
3 456
Et10’y = 0,456456456. .. = =2+

41111
D’ou : = .
o4 * = 333000

4
2) La calculatrice indique 7 =0,5714285714.

Vérifier ensuite par le procédé développé ci-dessus que :
% =0,571428.

3) On remarque qu’un nombre décimal est rationnel et que sa
représentation décimale propre vérifie la condition indiquée.

Soit x = P un rationnel de |0, 1], sous forme irréductible, avec
q

o

g €Netx = Z % son développement décimal.
1

10X p=¢g xbi+rietr; €[0,g — 1], d’ou by = ay.

10xr =g Xby+retr, €[[0,g—1],doub, = as.

Puis, par récurrence :

10 X r; = q X biy1 +ri1 etrig € [0, — 111,

Montrer que, pour touti : b; = a;.
Les restes r; appartiennent a [0, ¢ — 1]]. Il existe donc i et j, dis-

tincts, tels que r; = r;. Ensuite, pour tout k > 1, ajx = aj-
o0
(273

Réciproquement, soit x = 0

tel que la suite (ax) soit

1
périodique, de période p. Alors :

oo

1 100 < _;
07 = Tor =1 2(@10 7.
J=

P
E = Z ale_j
Jj=1 i=

Si x est périodique a partir du rang m, alors :

m—1
10" <x = Z %) est périodique. x est donc rationnel.

1
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/‘Lé: 1) On fixe € > 0 et on applique le critere de Cauchy. I1
existe N dans N tel que, pour toutn > N :

2n
O<Zuk<8.

n+l
= nua,. Donc, pour toutn > N,ona:

@

2n
OI‘, E Uk

n+l

0<2nuy, < 2e.
De plus, pour un tel 7 :

QCn+1) uy < Cn+1l)ur, < 2e+uz, < 3¢ (en utilisant (1))

Donc, pour tout m > 2N, mu,, < 3e.D’ou :

lim nu, =0.
n—+oo

1

2) La réciproque est fausse. Considérer la série Z sy
nln(n

/‘L,,.,é Chacune de ces séries vérifie le critere spécial des séries

alternées. On connait alors la relation |R,| < |uns1].
1) [uns1| < 1077 deés que n > 49.

0,7803 < 849 < S < S50 < 0,7903.

Avec Maple :
> evalf (sum((-1) “n/(2%n+1) ,n=0..49)) ;
evalf (sum((-1) “n/(2*n+1) ,n=0..50)) ;

.7803986631
7902996532

2) |uns1| < 1072 des que n

> 4.
0,71 < S5 < S < s < 0,72.

Avec Maple :
> evalf (sum((-1) “n/(2*%n"3+1) ,n=0..4)) ;
evalf (sum((-1) "n/(2*n"3+1) ,n=0..5)) ;

7150603159
7110762521

-ﬁ” La suite (a,) converge vers 0, donc, pour n assez grand,

onala;| < |a.| < 1.

5

Avec Maple :
> expl :=(1+1/(n+1)) " (3*n)
> exp2 :=(1+3/(n+a)) " (n)

>series (expl—exp2 ,n=infinity,3) 8

72e3fe3 73a72 1
2 2 n

s (Las B 22,10
2 2 8 8

)(i)<((+)

. 1 L
Sia # 0, — = O(u,) et la série diverge.
n

. 1 .
Sia=0,u, = 0O (—2) et la série converge.
n

2) Si|z| < 1, alors lim u, = 1. La série est grossierement
n—+0oo

divergente.

Si |z] > 1, alors |u,| = 0( > . La série converge.

1
|z|"

Si |z| = 1, alors Re (

rement.

1 L -
) = —. La série diverge grossie-

1+z" 2

/L,,.g.v On pose ap = 0, et, pour p > 1, a, = o ainsi que,

1
E.
On reconnait le terme général du produit de Cauchy des sé-

pour tout p, b, =

ries E a, et E bp. Ces deux séries sont absolument conver-

gentes. La série Z w), converge. De plus :
S (1) (52)-
1 1 p 0 p‘
On pose v, = In (Vnu,) .

1 1 —1)"
vn—v,,_lz—zln<l—;)+ln<l+(\/r_l) )

_ = 1
La série Z(U" — v,—1) converge car elle est la somme d’une

série alternée convergente et d’une série absolument conver-
gente. La suite (v,) converge donc vers un réel £. On en déduit
¢

)
—c
6

20

© ad .
Up ~ 7 La série E u, diverge.
n

Z;*:I" 1) On remarque que vy = 7 -b:O

et,pourn > 1:
Uuo

1
T Utu)(A+u). . (I +un1)

Un

1
A tuo)(X+ur)...(L+uy)

n

. 1 L. ..
Or, la suite H est décroissante, positive.
Py 1 + uy

Elle converge vers .

Donc, la série E v, converge et :

—l=1-1

uo 1
E W = + —
5 l+uy 1+uo



2) On en déduit :

o0
Zvn:1<:>£:0
0

= lim (1+u0)(1+u1)...(1+un):+oo

& lim Zln(] +Ug) = +00.

n—+o0o

e Si (u,) ne tend pas vers 0, la suite (In(1 + u,)) ne converge
pas vers 0. Dans ce cas, les deux séries Z u, et Z In(1 + u,)

divergent et nllvl-}loo ; In(1 + ux) = +o0.

e Si (u,) tend vers 0, pour n assez grand, on a :
1
Eun <In(l+u,) <u

Les séries Z U, et Z In(1 + u,) sont de méme nature.
D’ou le résultat.

2_»;““‘2: 1) On note 7, = i Z—i. Alors :
k
k Z Ap+i

An+i i=1 Sn
Ty — T, = > =1- :
" ! i—1 Sn+i - Sn+1< Sn+k

Or, pour tout n fixé, ona lim = 0. Donc, il existe k > 0

k—+00 dpik
1

tel que Tk — T, > 7
La suite (7,) ne satisfait pas le critere de Cauchy, donc diverge.
2) Sachant que a, = S, — Sy,—1,0na:

an Sn — Sn—1 Sn — Su—1 1 1

0< = < = = — 1
S2 S;% SnSn—l Sn—l Sn ( )
La suite L converge, donc la série Z 1 — L
Sn &% Snfl Sn
converge.

N L. a
La majoration (1) prouve que la série Z S—'; converge.
n

2-5, 1) On remarque que, lorsque x = 2kw (k € Z), les

e cosn x
séries E et E

Soit x € 10, 27r[ .

divergent.

inx

On calcule les sommes partielles de la série Z

11<,\

Sn Z - Z/ ikx k ld[ /Oli(eikxtk—l)dt
k=1

1 ix 1 ix \n
(S et i
:/ 7._(1[*/ #e”dt.
o 1—¢e*t o 1—e*t

Exercices : indications et réponses

1 ix \n
. &0
On montre que lim €1 dt =0.
n—+oo Jo 1 —el*t
1 ix \n 1 n
(e'"1) / t
0< ———dr| < ———dt¢
= /0 1 —elxg S Jo 1 —eivt]
Or |l — e”t| > sup((1 — £ cos x), £ sin x).

YA

A -
»
(0] I—tcosx x

De plus, la fonction : # +— 1 — ¢ cos x est continue sur [0,1] et
a valeurs strictement positives.

[0, 1] est un compact de R. Cette fonction admet donc sur [0, 1]
une borne inférieure a > 0.

1 ix \n
/Ma; <
o 1—e*t

La série converge et :

0<

ikx

e oe
= ——drt
Y-l
1 ix
2)/ —dr
o 1—e*t
1/1 2t —2cosx
= [ 2L ECX gy
2/ 12721‘cosx+11

. sin x
+ ——ds
o (t —cosx)?+sin” x

f% [In(t> — 2t cosx + D]}

1
. t —cosx
+i [Arctan g}
sin x

0

71[111(:2 — 2tcosx + D)]p

+i [Arctan (tan %) + Arctan (tan (; — x))}

e x €0, [

1 ix
€ X ™ X
—dr=-1 (2'—) '(———).
/01 e”tdt n sm2 +1 > 2

Si x = m, le calcul de la seconde intégrale n’est plus correct.
Toutefois, elle est nulle. Le résultat est encore valable.

o x € |m 2m[

1 ix
€
g l=E%0

323
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3) On en déduit, en considérant les parties réelles et imaginaires

» O sinn x
de la série E , que les séries E et E
n

convergent, pour x fixé dans ]0, m]. De plus :

> cosnx X > sinnx
= —1In (2 sin —) et =

OS}’l)C

T X
2 2

P 1
~ La fonction ¢ — — est décroissante sur R™*, donc :
%*"‘" !

U — Uk—1

Uk

/”*’ dt
Up—1 Uk

dt

U — Ug—1
Uk—1

En additionnant :

& "o dt
</ </ —=
Up—1 Up—1 Uk—1
n
Uk—1

n
U — Uk—1 U —
d - ———— <In(uy) — Inuwg) < Y ———.
U Uk—1
1 1
On note M un majorant des u,+1 — u,. La conclusion souhaitée
découle alors de :
n
U >

P Z”k -
Uk—1

1 - 1

MZ(uk

<M x —.
uo

e Sia = b, la série n’est pas définie.

. 1
e Sia < b, alors u, ~ =
n

La série est alors absolument convergente si b > 1, et diver-
gente si b < 1.

n

e Sib < a,alors : u, ~

. Donc, pour a < 0, la série

Z u, diverge grossicrement.
Pour a > 0, cet équivalent ne permet pas de conclure car la
suite (#,) n’est pas de signe constant.
(7 l)n nb
= R —
n4 n[n® + (—=1)"n’]

Un —

7

b—2a

On écrit u, = + vy, avec v, ~ —n

La série E u, converge si, et seulement si, b —2a < —1.

bA =b,
a<b ¢
b>1
convergence
b—2a=-1
rY L —
a<b S >
b<l1 @
divergence b b<a
b<a be2a<—1 a>0
a<0 convergence b-2a>1
Divergence divergence

n—I1 n—1

Z. Zkuk—ZRk—nR ZR

Si la série E R, converge, la série E I U, CONVErge aussi.

10 <

On suppose la série E n u, convergente. Alors :

Zkuk+n2uk

n+l

n—1

ZRk—Zkuk+an ikuk
0

Donc, la série E R, converge.

2) Lorsque ces séries convergent, les relations établies :

< ikuk
0

n—1
DR
0

donnent 1’égalité des limites.

n k 1 2\n+l1
F (=D 1—(=t)
1 = dz.
Zw:’"’* );(21”1) /0 1+12
Puis : . el .
(_t )n+ / 2n+2 1
— | < t dr <
o 1+2 | T, S 2n+3
D’ou :

2) On écrit :
u, = In (tam(q-r R)) avec R —i (_])k

n — - n E) n — AT - w

4 — 2k +1)

(lftaan

=In| ———

1 +tan R,

. (=1
Laserlezm

) 1
nées, donc
2n +

> = —2tan R, + o(tan2 R))

vérifie le critere spécial des séries alter-

1
Soit |R,| ~ —.
oit |Ry| ™
1
Puis u,, +2tan R, —0( > la série Z(un+2R ) est donc
n?

absolument convergente.

De plus, la série E R, est une série alternée. On montre
qu’elle vérifie le critere spécial.

r=d
2k+1
Donc :
|Ral = [Rust| = | lim Z/( e de
n+l

- NleOOZ/( Hdr

n+2




Soit :

1 t2n+2 1 t2n+4
R,| — |Rus1| = dr — dr >0
Bl = [ Rt /0 1 +12 /0 2%

La série E u, est donc convergente.

Zﬂ;§ 1) On peut écrire :

(Gl ol P o
,H_(_])nu\/;l_ n +n3/2+0<n3/2)'

Par conséquent, somme de deux séries convergentes et d’une
="
n+(=1y/n

série absolument convergente, la série E

converge.

2) On approche la somme S par une somme partielle. Pour
accroitre la précision et travailler avec des termes de signe
constant, on regroupe deux par deux les termes de la série.

Son+l =

2N+l N
Su= (ot ).
n=2 @n)—v2n @Qn+D)+v2n+1

n=1

On pose, pour x > 1 :

1 I
S = ((2x)—\/ﬂf (2x+1)+\/2x+1>'

La fonction g est positive. On fait appel a Maple pour étudier
les variations de g.

Avec Maple :
> restart :g :=x->1/((2*x)-sqrt(2x*x))
-1/(2*x+1+sqrt (2*x+1)) ;
> h*=x->diff (g(x),x) ;
h(x) ;plot(h(x),x=1..infinity) ;
simplify(h(x)) ;

g 1 7 1

2x —vV2x  2x+4+1+V2x+1

h = x — diff (g(x), x)

1v2 1
2— 24—
. 2vx V2x+1
2 2
(2x7\/§\/§) (2x+1+\/2x+1)
X infinity

Exercices : indications et réponses

On appelle R le numérateur de g'(x) avec :

—Rx) =3V2V2x+1x(x — D+V2V2x+1(x* — 1)
+4ﬁ(\/2zc—+— \/ﬂ) +V2 (2x2m— 1)
+8V2x + 122 +12x°2 + 14532 + 4 /x.

La fonction g est donc décroissante. On en déduit :

2 n+l oo oo
S ([ ewar) <ls = sl =13 sl = e

N+1 N+1 N+1

([ o),

N+1

On note G une primitive de g.

Avec Maple :

> assume(x>1) :int (g(x),x) ;

1 1
3 In(2x ~ —1) — Arctanh (\/5\/)7 N) o) In(x ~)

—Arctanh (v2x ~ +1)
On en déduit :
Gx) =
In 2x — 1 _l]n’1+\/2x+1 _l] ‘1+\/2x
X 2 [1-v2x+1| 2 |1-v2x
et:

lim G(x) = 11n(2).
Xx—+00 2

1
Par conséquent 0 < |S — Soys1| < 5 In(2) — G(N).

1 V2

On remarque que 7 In(2) — G(N) ~ 0

Avec Maple :

> G :=x->In(sqrt((2*x-1)/(x)))
-1/2*1n((sqrt (2*x)+1)
/(sqrt(2*x)-1))-1/2*1n((sqrt (2*x+1)+1)
/(sqrt (2*xx+1)-1)) ;

>1imit (G(x) ,x=infinity) ;

> series(G(x) ,x=infinity,2) ;

G:=x—1In 25— 1 —lln<72x+l>
; x 2 V2x—1
1 (\/2x+1+1>

7511'1

. V2x+1-—1
0@
1 1 11 1 %72 2
—InQ2)—V24/— — - — — —=2= +@=
2 ()= 2 x 4x 24 X (x)

1
La convergence est lente. Plus précisement, 3 In(2) — G(N)
décroit vers O lorsque N tend vers +oo. Pour avoir

1 _
710 = G(N) < 10 *, il suffit de prendre N = 20 051.
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Avec Maple :

> equa :=(2*x-1)*(sqrt(2*x)-1)*(sqrt (2*x+1)-1)
/ ((x)*(sqrt (2*x) +1) * (sqrt (2*x+1)+1)) ;

> solve(equa=2**exp(-2%¥10~(-2)) ,x)

> evalf (") ;

Qx ~ —1) (ﬁ\/x_wf 1) (mf 1)
X~ (\/E\/x_w+ 1) (m+ 1)
20020.05257

> evalf ((1/2)*1n(2)-G(20050)) ;

> evalf ((1/2)*1n(2)-G(20051)) ;
.01000001282
.009999763822

equa 1=

3) Puisque Maple calcule avec une précision supérieure 2 10,
on obtient § =2,8622- 10> pres.

Avec Maple :
> S :=sum(evalf(G(n)),n=1..20051) ;
S = 2.867156968

s T
9, 1) La fonction }—— +n, — +n1T[ — R,
%“ ) . 2. 20
X — tan x — x, est strictement croissante et continue.

De plus : lim (tanx — x) = —o0
x—(=F+nm)"

et: lim
x~>(+%+n’n)7

(tanx — x) = +00.

AT .. T T
Elle réalise donc une bijection de | — 5 +n 1, 5 +n [ sur R.
D’ou I’existence et I’unicité de x,,.

Avec Maple :

Ay
20

15

10

(e
\

2" 4|6 8/10(12 14/16 |18

-10

> restart :plot({tan(x),x},x=0..6%Pi,
y=-10..20) ;

iy T
2)Ona75 +nm < xp < E+n1‘r,donc:
Xy ~na, Soit x, =nw+o(n).

On pose alors y, = x, — nw. La suite tan(y,) = x, tend vers
’1T &
+00 et y, tend vers 2 D’ou :

Xn zn'n'+;+o(l).

Un développement asymptotique a trois termes est demandé et
‘o L )
nécessite de préciser z, = x, —n T — <.

2
1T
Ona tan(x,) = —cotan(z,) = nm+ > + 2.
Puis tan(z,) = ] 1
Zn) = TT nﬂn'.

I’l’1T+§+Zn

2 n n

Pour obtenir le développement asymptotique avec Maple, on
pose :

1 1
Et enfin x, :n*n'+z — — 40 (—)

W 2
T Qn+Dw’

Avec Maple :
> restart :z :=solve(u=series(1/(tan(Pi/2+z)
-2),2),2) ;
> asympt (subst (u=2/(Pi*(2*n+1)),1/u+z) ,n) ;
2 13
7 === §u3— Eu5+0(u6)
11 21 11 . 1
1 1 11 47 3« 87 =
+-om— — 4+ - —— +
T T an 2 wn? n3 n*
B
L l6m w157 +0<i)
nd n®
1 . .
3)Onau, ~ ——. La série Z u;, converge si, et seulement
(nm)e
si,a > 1.
1
De plus, tanu,, = .
tan x,

Puisque tan x,+1 = x,+1 > tanx, = x, > 0,0ona:
Unt1 < Up.

La suite (u;) est donc décroissante, de limite nulle. Le critere
spécial des séries alternées permet d’affirmer la convergence de

la série Z(fl)"uf;.
Enfin :

cos” (x,) = (—1)"" sin" (uy) ~ (—=1)"" uy .
Sim > 1, la série est absolument convergente.

Sim = 1, le critere spécial des séries alternées s’applique pour
la série Z(f 1)"" sin™ (u,). La série converge.



2i—1

. D
. Z k=i

: i

=l

2n—1

a#..o.«» 1) S.(v) = i v; = Z Qe Uk
i=1 k=1

De plus, on a :

1
> - sikellnl
(k+1)/2<i<k !
Akn = 1
> - sikeln+1,2n-1]
(k+1)/2<i<n !
k=2i-1, . k+1
A =
2n—1 2
=i
k
1
1 i n g
Dans tous les cas :
1 2
0< ary, < - < —_—
AP i k+1
(k+1)/2<i<k (k+1)/2<i<k
k+2

> ‘

La somme comportant exactement E ( > termes, on en
déduit :
Qln € [0, 1]

La convergence de la série E u, entraine donc celle de la série

>

2) On minore Sy,(v).

1
Sn o = .
w>Yau-3( ¥ Hu
k=1 (k+1)/2<i<k
1 1k 1
o) -
g Z i k2
(k+1)/2<i<k

1
Par conséquent, S,(v) > 5 Sy(u). La divergence de la série

E u, entraine celle de la série E Un.

éﬂ, 1) a) On fixe € > 0. Il existe NV dans N tel que :
k N = |bk|

Eday.

Donc, pour toutn > N,ona:

n n

|br| < & Z ai
k=N k=N

< &S,(a).

Exercices : indications et réponses

N—1 n
De plus, la somme Zb" est fixée et 11m Zak = +o00. Il
existe donc M dans N tel que :
N—1
VoM | b <zSia).
0
Donc, pour toutn > M ,ona:
[S:(b)| < 2&Su(a).

b) L’hypothese a, ~ b, se traduit par a, — b, = o(ax), et on
applique le a).

¢) On pose a, = letbn:h‘l (1+l).
n n

2) a) On calcule In (”u—”) .
n

2
In (un—“) =In (1 _A I vn> = —§+vn+Kn (—A +v,1) .
s n n n

La suite (K,) est bornée. On note K un majorant de cette suite

et on pose :
A 2
Wy =+ K, | — +v, | .
n

|wx | est majoré par la somme de termes généraux de séries po-
sitives convergentes.

La série E w, converge absolument.

b)Zl <Mk+1> = In(un+1) — In(uy) = —Azn: % +zn:wk.
1 1

n

1
On sait que Z i In(n) + y + o(1).
1

n

On pose y, = Z % — In(n).
1

n

InGtper) — In(ur) = =4 (ya +In(n) + > wi.
1

Puis up1 = urn— exp < /\'yn+2wk> .

On note w = Z wr et A = upexp(—Ay +w).
1
Alors u, ~ A n?

Un+1 3 1
=1-—+0 5
Un 2n (n2>

Donc, il existe A > 0 tel que :

¢) Ici,

—3/2
Up ~ An 72

La série E U, converge.
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. - S
é‘% 1)SlS7é0,alorsZuk ~ Setv, ~ =
Donc la série Z v, diverge.

Sila sérieZv,, converge, S = 0.
1
Z)Zw" Zkukzn(n+l) Zk“( N+1)
N+l <Zk(Sk = Sk1)>
L Sn S|
TN+ N+1 Zk

N—1
Le terme N Z Sk tend vers S lorsque N tend vers +oo, car il
k=0
s’agit d’'une moyenne de Césaro d’une suite de limite S.
oo

Donc, la série E w, converge et E w, = S.
1

=m+D"et(n+1)x, =

n k
(k+1)
A=
1
La moyenne géométrique de n réels positifs est inférieure a leur
moyenne arithmétique, donc :

Z(kn)k
"\n(n+1) k=1

\n(n+l)zekuk

Donc 0 < x, < ew,. La série E X, converge et E S L e,

Chapitre 2
.//

- L’inégalité découle des propriétés de la norme.

%‘,J La linéarité de f permet d’établir trois des quatre pro-
priétés de la définition d’une norme. L’égalité N(x) = 0 équi-

vaut a f(x) = Og. Donc N est une norme si, et seulement si,
f est injective.

)

— I1 suffit de remarquer que :

Vn e N*

4

il

. 1
a v, définie par v, = — :
n

11 suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a u et

oo
P
n

0

T M)

< Na(u) N2 (v) = 76

w5~":" La forme de I’expression de N(x) (racine carrée de car-

rés et produits) suggere de montrer que N est la norme associée
5 : ; 2
a un produit scalaire sur R”.

L’égalité de polarisation impose, pour x = (a,b) et
=(d,b):
i N +x)’ = N(x)* = N&x')?
o(x,x") = > .

=ad' +ab +d’'b+5bb'.

On justifie ensuite sans difficulté que ¢ définit bien un produit
scalaire sur R?.

S

pas Vérifiée avec toute fonction positive et continue f est

Ny(P)=0 = P =0.
Soit P un polyndéme de K[X] tel que Ns(P) = 0. Alors :

La seule propriété définissant une norme qui ne soit

VYt e[0,1] P(@)=0 ou f(r)=0.

Si f n’est pas nulle sur [0,1], il existe un intervalle [a, b], avec
a < b, contenu dans [0,1] sur lequel elle ne s’annule pas car
elle est continue. P devra alors s’annuler sur [a, b] et P sera
donc le polynéme nul.

La condition nécessaire et suffisante recherchée est donc

f#0.

zﬁ,,\ 1) 11 s’agit de prouver I’égalité de deux ensembles. On
procede par double inclusion :
eVzex+B(y,r) Jue€ B(y,r)
Donc :

Z=Xx+tu

llz =G+l = llue =yl <r.

On en déduit que z € B(x + y, ).

e Réciproquement. Soit z dans B(x + y, 7).

Alors ||z — (x + »)|| < r, donc z — x € B(y,r). Puis
zZE€X+BO,r).

2) Immédiat en utilisant la définition d’une boule.

8 . Si x est un vecteur de E différent de a, le vecteur
r 5w = L 5
2 H H appartient a BO(a,r), donc a F'. F est un sous-

X —
espace vectoriel de E. x — a, puis x, appartiennent a F. Donc
F=E.

#9”‘, Si O =, alors A + O = &. C’est un ouvert de E. On

suppose O # .

Soit (a,b) dans A x O. O étant un ouvert de E, il existe » > 0
tel que la boule ouverte BO(b, r) soit contenue dans O. Alors
BO(a+b,r) =a+ BO(b,r) est contenue dans A + O, qui est
donc un ouvert de E.

'ZQ, Soit x un point de E. On a d(x, A) = O si, et seulement
si, pour tout € > 0, la boule B O(x, &) contient des points de A.



ﬂ 1)(PSI) F étant un sous-espace vectoriel de £ et x un
point adhérent a F', on considere une suite (x,) de points de F
convergeant vers x et une base (¢;)icy1, pj de F. On écrit x,, dans
la base (e;)ieq1, p3- La convergence de la suite (x,) entraine les
convergences des p suites de coordonnées dans K et 1’ apparte-
nance de x a F'. Donc F est fermé.

(PC) On considere une base (e;)icy1, p de F', complétée en une
base (¢;)ie1,n de E. L'espace E est muni de la norme ||| :

P P
1Y xedll = Ixil.
1 1

P
Six n’appartient pas a F, alors : x = Zx,-e,-ﬂt, etu # On’est

1
pas dans F. Alors, pour tout vecteur a de F : ||x — a|| > |ju]|.

On pose : r = @ > 0. Alors :

BO(x,r) C CxF.

Le complémentaire de F' est ouvert.
2) 11 suffit d’utiliser I’exercice 8 pour conclure que E est le seul
sous-espace vectoriel ouvert de E.

:(2; Soita dans E etr > 0.

1) On note BF (coz,r) I’ensemble des points intérieurs a
BF(a,r).

e BO(a,r) est un ouvert contenu dans BF(a,r), donc
tout point de BO(a,r) est intérieur a BF(a,r). D’ou
BO(a,r) C BF(a,r).

e Soit x tel que [|[x —al| =retp > 0.

B(a,r)

p x—a
2 lIx—al

On montre que x ne peut étre intérieur a B F(a, r), c’est-a-dire
que B O(x, p) n’est pas incluse dans B F(a,r). En effet :

—a

y=x+F—) ol € BO(x,p)
2 |lx —al

et|ly —all =r+2>p

L’ensemble des points intérieurs a B F'(a,r) est BO(a,r).

2) On note BO(a,r) I’ensemble des points adhérents a

BO(a,r).

e BF(a,r)estunfermé, donc tout point adhérent a B F'(a, r) est

dans BF(a,r). Tout point adhérent & BO(a,r) est donc aussi

dans BF(a,r). On en déduit BO(a,r) C BF(a,r).

Exercices : indications et réponses

e Soit x tel que | r. x est limite de la suite
(x,) de BO(a,r) définie par x, =

n
BF(a,r) C BO(a,r). L’ensemble des points adhérents a
BO(a,r)est BF(a,r).

x —da| =

n
@ =r

(x — a). Donc

/!'é» Montrer que A A est un fermé borné de E.

/!‘é:u 1) e La fonction N est une norme classique, souvent
notée Nj.

e On suppose N'( f) = 0, alors :

1
| FO) =0 et /0|f'(x)|dx:O.

Or Iapplication | f'| est continue, positive sur [0,1], donc | f”|
est la fonction nulle, et f est constante. De plus, | £(0)] = 0,
donc f = Of.

e Pour N, constater que N”( f) = | f(O)| + N'( f").

2) Pour tout ¢ de [0, 1], f(z) = f(0) +/ f'(x)dx, donc :
0

t 1
10| = | FO) + / Fodx] <| O + / | ')l dx.
0 0

On en déduit : N( f) < N'( f).
Puis :

N' (N =FOI+NCf) <[ FO[+N(f)=N'"(f).
3) On note f,(x) = x". Il est aisé de constater que, pour

n>=2:

1
n+1’

N( fa) =

N(fy=1 et N'(fi)y=n.

On en déduit que, deux 2 deux, les normes N, N’ et N’ ne sont
pas équivalentes.

/!“5; 1) L’application ¢ : E X E — R

1
(f.8)— f(O)g(0)+/ g madr
0
est un produit scalaire. N est la norme associée a ce produit

scalaire.

2) Puisque f est de classe C ! sur [0,1], on peut écrire :
Vxel[o1l fx) = f(0)+/ f'(t)dt. Donc :
0

o 2
Vx €[0,1] (f(x) = (f(0)+ / f’(t)dt>
0
X X 2
< £0)+2] £(0) / f’(t)dt|+< / f’(t)dt) .
0 0

1 * :
<3 <f2(0)+ (/O f(t)dt> )

or | £(0)] ‘/ Fl0ydr
0
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Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
X 2 1 1 1
(/ f’(t)dt> < / FAyde x / 1d¢ :/ £ de.
0 0 0 0
On obtient ainsi :
1
Vx €[0,11 (f(0))’ =2(f*0)+ / fPwdn =2N(f)
0
D’ol le résultat souhaité : || f||eo < V2 N( f).

3) On considere la suite ( f,) de E N définie, pour n € N*, par
Sax) = x".

1 1/2 n
I falloo =1 et N(ﬁ)z(/ nzt%—zdt) _
0

Van—1

Les normes || || et N ne sont pas équivalentes, car :

NCh)

n=+20 || falloo

+00

':I',,.,; 1) L *application ¢ est bilinéaire et :

o(A, B) = tr('AB) = tr('(‘AB)) = tr( BA) = ¢(B, A).

Soit A = (a;j) une matrice de M, (R).

<i afi) 2> 0.
=1

De plus, si ¢(A,A) = 0, alors A = 0. ¢ est donc un produit
scalaire sur V(,,(R) et sa norme associée est :

(34)

2) N(A) = tr(‘AA) = tr(A'A) = N(A)*.
3)a) Onnote A = (aj;), B = (bij),C = AB = (cij).

2
NABY =Y =" <Z aikbkj> :
i,j i,j k

L ’inégalité de Cauchy-Schwarz, dans I’espace R" muni du pro-
duit scalaire (x | y) = Zxk Yk, donne :
k

n

o(A, A) = tu('AA) = Z

=

N(A) =

2
(zafkbk,-> ST
k k k

d’ou on déduit :

e < (Zai) <Zb§k> = N(AY’N(B).
i,j ik Jik

b) L égalité a lieu si, et seulement si :

2
Y@, j) € ll,nl’ <Za,-kbk_,~> = ax » by
k k k

330

Or, il s’agit d’égalité de Cauchy-Schwarz.

e Si A = 0, I’égalité est vérifiée pour toute matrice B.

e Si B = 0, I’égalité est vérifiée pour toute matrice A.

e Si A et B sont non nuls, on sait que cette égalité est réalisée si,
et seulement si, les vecteurs (a;i, . . ., @in) et (b1}, ..., byj) sont
colinéaires pour tous i et j. Les matrices A et ' B ont donc leurs
lignes proportionnelles, elles sont de rang 1. Et, de plus, on doit
avoir Im A = Im ‘B. Réciproquement, si rg (A) = rg (‘B) = 1
etIm A = Im 'B, alors 1’égalité est vérifide.

.ﬁ 1) On pose € = FTl > 0. Alors :

An+1

INeN V2N 1<l—-e<

<I+e.
(2

On en déduit par récurrence :
Vi N a,>ay(l—e)"",

puis lim a, = +oco.
n—+oo

2) On étudie la fonction f définie sur R par :

_ a(@+1)
Feo = x2+1
. .. roon 2a(a® + 1)x
f est paire, dérivable et f'(x) = GZt 1)
X 0 +00
a (a2 +1)
fx)
0

On peut donc supposer que uy € 10,a(a” + 1)]. Cet intervalle
est stable par f et f est décroissante sur cet intervalle. Les
suites (u2,) et (u2,+1) sont donc monotones, 1’une croissante et
I’autre décroissante. Bornées, elles convergent. Leurs limites
sont points fixes de f o f.

On précise les points fixes éventuels de f, puis de f o f.

f@)=xex—a)x*+ax+a’+1)=0.

% — a(a2 + 1)x4 +2x° — 2a(a2 + l)x2

+x(1+a* @+ 1% —a@®+1) = 0.

fof(=x &
Puisque toute racine réelle ou complexe de f(x) = x est solu-
tionde f o f(x) = x, on peut factoriser 1’équation obtenue :
fof(x) =x & (x—a)x +ax+a’+1)(x*—a(@*+1)x+1) = 0.
L’équation ¥ —a@+Dx+1=0a pour discrimant :

A=(a— 1)a +a+2)a@+1)+2).



Exercices : indications et réponses

Avec Maple :

> restart :with(plots)
> suiteRec :=proc(f,a,n,L) local
x,res,gl,g8 :

x ’x’ :gl1 :=plot({f(t),t},t=0..L,
scaling=constrained)

res :=NULL :x :=1.0 :

to n do res :=res, [x,f(x)],[f(x),f(x)] ;
x :=f(x) od :

g8 :=plot([res])
display({gl,g8l}) ;

end ;
10 a=2
\ /
8
6
4
2

Deux cas peuvent alors se présenter :

e a < 1,1’équation f o f(x) = x admet une seule racine réelle
a, donc la suite (u,) converge vers a ;

e g > 1, I’équation admet trois racines a, b, ¢ et ces racines
.. . 2 2
sont distinctes car a n’est pas racine de x” —a(a”+1)x+1 = 0.

Si up = a, alors la suite (u,) est stationnaire.
Sinon, f(a) = a, f(b) =cet f(c) =b.

De plus, on a :
2a*

a?+1

@)= -

Donc :

| f@] > 1.

Si la suite (#2,) convergeait vers a, on aurait :

limusn = f(a) =a
et:
. |uaner — al
lim —/——— =
n—+oo |u2n — a|

| f(MZn) — al

lim
|uzn — al

n—+o00o

=|f'@]|> 1.

La question précédente montre que ceci est impossible. L une
des deux suites extraites converge donc vers b, I’autre vers c.
La suite (u,) diverge (voir schéma).

/!w,..» 1) On considere C I’ensemble des points adhérents a

C, x,y deux points de cet ensemble et # un réel de ]0, I[. x
et y sont respectivement limites de (x,) et (y,), deux suites de
points de C. Le point # x + (1 — ¢)y est donc limite de la suite
(txn+(1—1) y,), qui est une suite d’éléments de C. L ’ensemble
des points adhérents a C est donc convexe.

2) On considere E‘ I’ensemble des points intérieurs a C, a, b
deux points de cet ensemble et 7 un réel de 0, 1[.

(e

ta+(l-t)b

On prouve que t a + (1 — ¢)b est un point intérieur a C.

Il existe r > O tel que les boules ouvertes BO(a,r) et BO(b,r)
soient contenues dans C. On montre que la boule ouverte
BO(ta + (1 — t)b,r) est aussi contenue dans C.

VYx € BO(ta+ (1 —t)b,r)
x=ta+(l —1t)b+ [t(x—a)+(1 —t)(x—b)].

Onposeu =x —[ta+ (1 —t)b] =t(x —a)+ (1 —t)(x — D).
Alors, on a ||u|| < r.

Donc, a + u € BO(a,r) et b +u € BO(b,r), puis
a+u € Cetb+u € C. La convexité de C donne :
tl@a+u)+ (1 —t)(b+u) = x € C. L’ ensemble des points
intérieurs a C est donc convexe.

/g.» On note A, (%, %) le centre de la boule B, et on fait

une figure. On constate alors deux cas différents.

YA

A 4
Pl

1]
W]
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On sait que deux cercles de centres C et C’, de rayons R et R',
sont emboités si, et seulement si, d(C,C") < |R — R'| .

2
Siq/2 l, ! gkf £ ,c’est-él—diresik}x/z,
n n+l n n+l

alors B,+1 C B, .

Les boules B, sont emboitées. B = B; et B est fermé.
Si k < V/2, les boules ne contiennent pas O. Mais toute boule
ouverte de centre O rencontre B. B n’est pas fermé.

Z";Q 1) On sait que, pour tout x de [0,a], ona:

xn+1 an+]
| f(x) = fulx)] = < :
1—x 1—a
an+]
Donc : Noo(f_fn)glia'

n+l

Pour conclure, lim
n—+oo —dad

= 0, donc la suite ( f,) converge
vers f dans (E, Noo). f n’est pas une fonction polyndme.

2) L’espace vectoriel F' des fonctions polyndmes sur [0, a]
est un sous-espace vectoriel de E qui n’est pas fermé dans

(E,Nx) .

Zﬂ, Soit uo dans E, on considere la suite (u,) définie par uo
et: VneN Une1 = f(un).

a
® N(unva — Un+1) < m N(Un+1 — Un).

Or i € 10, 1[. On pose k =
1 —«

1—a
Par récurrence : Vn € N N(ups2 — tnt1) < k"”N(ul — uop).

VneN VpeN

NGtusp =) < > Ntnej — hej—1)
JEIL, pl
SN —uo) Y K7
JEIlL, pl
< N(l/l] — M())kn m

La suite (u,) est donc une suite de Cauchy de R*. Elle converge
vers u dans R”.
e La relation vérifiée par f donne :

Nt — f@)) < @ N(ttsr — ) + & N f(u) — u)

puis :
Nw — f(w) < Nu — ups1) + N(uns — f(u))
< N — 1) + @ N(Uns1 — un) + @ N( f(u) —u) ;
soit :

0< (T —a)N(u — fu) <

N(u — un1) + a N(une1 — un).

Or:
lim N — up1) = hm N1 —uy) =0
n—+00 n—+
donc : lim N — f(u)) = 0.
n—+oo

Ceci implique f(u) = u.
e On suppose que u et v sont points fixes de f. Alors :

N(f(u) — f(v) <
D’ou : fu) =

aN(fu)—u)+aN(f()—v)=0.
fw)=u=nv.

Chapitre 3

. A
;;L,, e Sia > 1, alors a + sin (;) >a—1>0.

Dans ce cas :

linol+ fx) =40 et

lim f(x)=—
x—0—

. . 1
e Sia < —1, alors a + sin (—) <a+1 <0.Dans ce cas :
X

lim f(x) = +o0.

x—0—

linol+ fx)=—o00 et

e Sia € [—1,1], un bon choix de deux suites tendant vers
0 permettra de prouver que f n’a de limite ni a droite, ni a
gauche en 0.

Z‘ On fixe x dans E.
Ona lim — = Og ,donc lim h ( ) = L. De plus, pour
n—+oo 2N n—+00 27

toutn, h (21) = h(x).

Donc : Vx €€ E hx)=

5 1) e La définition de E (b permet d’encadrer

" )-2

=0.D

=Sy

fE (g) et d’en déduire hm E (

e Pour x tel que 0 < x < a, E(
lim éE(f) =0
x—0t X a
LY _ 8
x) a

e Pour x tel que —a < x < 0,E f) = —1. Donc :
a

L. X
2) @ On trouve aussi lim —E
x—0— d

lim bE (a) = +00.

x—0— X



A

En 0, la fonction étudiée est équivalente a x* " Donc :

0 si a>p

VI xY — /1 —x® .
hm+ 5 =<1 si a=p
0 * +oo si a<fB

é:*' Les fonctions ((x, y) — h(x) —h(y)) et ((x,y) — x —y)

sont continues sur R*, donc f est continue sur RZ\A.
Sil’on fixe x, alors lim f(x,y) = h’(x). On pose donc :
y—x

[, x) =h'(x).
Il reste a prouver que :

Vxo €R lim
(x,y)—(x0.x0

)f(x, y) = f(x0,x0) = h'(x0).

C’est une conséquence du théoreme des accroissements finis
B B ; : 1
appliqué a la fonction 4 qui est de classe €.

éﬁﬂ, f est définie sur U = {(x,y) € R2| Xy > —1} .

Ay

14
U={(xy) e R’ |xy>~-1}

12

On étudie la continuité de f sur U, ouvert de R%.
On définit g sur | — 1, +oo| en posant :

In(1 +1)
g(t) = {1 t

On peut écrire : V(x,y) € U f(x,y) =y g(xy). De plus, g est
continue sur | — 1, +ool[, I’application ((x, y) — xy) est conti-
nue sur R?, car ¢’est une fonction polyndme des deux variables
(x,y). Donc f est continue sur U.

sit #0

sit =0

z,‘ La fonction f — g est continue sur le compact [a, b], elle
atteint donc son minimum, noté A, en un point xo de [a, b].
Ona:Vx € [a,b] f(x)—g(x) > f(xo) —g(xo) = A.D’ou le
résultat.

Exercices : indications et réponses

§ 1) On note || || la norme associée au produit scalaire.
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Y (x1,22) € E* | fax1)— fu(x2)| <

Donc, I’application f, est ||a||-lipschitzienne sur E. D’ou la
continuité.
2) Pour tout a de E, fa_l({O}) est un fermé de E et :

=" ({0}).

acA

[(x1—=x2] @) <

Une intersection quelconque de fermés est un fermé, donc A+
est un fermé de E.

o MK — MK
QM L’application II : { (A.B) — AB est bilinéaire,

I’espace vectoriel M, (K) est de dimension finie. Le cours per-
met de conclure.

W pen=femd & den=im
Pour tout (x, y) tel que ||(x, y)|| < 1

(x,y) = (rcost,rsint).

lpGe, || = |x —ay| = |r| |cost —asint| < |cost —asint

Ainsi || p|le = sup |costfasmt|—\/1+a2.
t€[0,

De méme : ||g(x, y)|| = |y|V1+a2.
lgGe, VIl = v1+a2

Donc: ||gllc = sup

leII<1
2) En posant a = V/3 dans la question précédente, I’affinité f
. 1
est 'application f = p + 34
Donc :

Viry) €R® flx,y) = (x 9 %) :

2 K 2
s <[ {one— ) (5’

On en déduit que :

Iflle = sup \/1 - —s1n(2t)_ \/1+_ -
t€[0,27] 2

3) Tout endomorphisme auto-adjoint, u, de R* est diagonali-
sable dans une base orthonormée de R>. On note @ 1 et ar les
valeurs propres de u et (v_f, v_{) une base orthornormée de vec-
teurs propres de u.

Tout élément (x,y) de R? s’écrit (x,y) = X101 + X205 et
Fx,y) = a1 X101 + a2 x203.

\9)

. a

Donc :

| fGe I = V(@ixi)? + (a2x2)? <

= max(|ai|, |a2))||(x, y)]|-

On en déduit || f||c < max(|ai|, |az]). En utilisant les vecteurs
V1 et vy, on montre aisément qu’il y a égalité :

vl

max(|ail, |az|)

2 2
Xy + x5

333
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ﬂ 1) C’est une propriété classique des fonctions convexes.

y
y=fx)

0| 3 : v

2) La fonction (x — f&) — fO)
x—0

10, +0c[, donc elle admet une limite dans R lorsque x tend vers

+00. On en déduit I’existence de lim M

X—+00 X

) est croissante sur

3) On montre aisément que, pour tout a de R* :

£ = lim f® _ lim M.
x—+oo X x—+00 X —a
Glnsaiigie (x i W) est croissante sur ]a, +0o].
Donc :
O<a<x)= (W gg)

= (f(x) —lx < fla) — La).

La fonction (x —— f(x) —[x) est décroissante sur R* et admet
une limite dans R lorsque x tend vers +co.

Ay y=Ix
y=fx)
y=lx+l,
7 >
%!2; On considere 1’ensemble :
A={xe[0,1]]| fo)>x et glx)>x}.

A est une partie non vide (0 € A) et bornée de R, donc admet

une borne supérieure a.

On note f(a ) (respectivement g(a )) la limite a gauche de

f (respectivement de g) en a

Les fonctions f et g sont croissantes, donc :
f@=fa@)za et ga)>ga)>a

On en déduit: f(g(a)) = g(f(a)) = g(a) et g(g(@)) = g(a).

Donc g(a) € A, et g(a) < a =supA.

Finalement, g(a) = a et, de méme, f(a) = a.

334

12

W

Toute solution du probleme est telle que :

VteR Vn e N* h(t):h(zl—n)cos (%)...cos (zt—n)

On en déduit par récurrence que :

" " t t in(z
VteR" Vne N h@t)=nh (—) _t sin@)
2n " i ( ! ) 13
sin ( —
2)1
On note [ la limite de la fonction % en 0. En fixant ¢ et en faisant
tendre n vers +oo dans la derniere égalité, on obtient :

_,sin(?)
h(t) = l—t .

sin(t)

Réciproquement, si h(r) = lT pour t # 0 et h(0) = [,

alors £ est solution du probleme.

/!‘é:,,, SiA = JouA = E, alors y4 est constante, donc
continue sur E.

Dans la suite, on suppose A # Jet A # E. On note x un
élément de A, y un élément de Cz A et on désigne par ¢ ’ap-
plication de [0, 1] dans E définie par ¢(t) =t x + (1 — 1)y.
L’application ya o ¢ est une application de [0, 1] dans R dont
I’image est {0, 1} . Cette image n’est pas un intervalle et le
théoréme des valeurs intermédiaires prouve que ya o ¢ n’est
pas continue. Or ¢ 1’est, donc y 4 ne I’est pas.

La fonction caractéristique de A, ya est continue si, et seule-
mentsi, A=CouA=E.

'Zé_?:u I1 faut prouver que :

V(. y) € E? |5(x) = ()| < |lx — yl| = d(x. ).

On fixe (x, y) dans E?. On sait que :
Vae A dx,a) <dx,y)+d(y,a)
Puisque 6(x) = algg d(x,a):
VaeA 8x)<d(x,y)+d(y,a)
et: o0(x) —d(x,y) < d(y,a).
Le réel 6(x) — d(x, y) minore {d(y,a) | a € A}, donc :
8(x) — d(x,y) < 8(y) = inf {d(y,a) | a € A}.

Finalement : 8(x) — 6(y) < d(x,y).

En échangeant les roles de x et y, on trouve aussi :
o(y) — 0(x) < d(x,y).

On aprouvé : V (x, y) € E? [8(x)=8(y)| < d(x,y) = [|[x—y].



/Lé 1) On procede par contraposée.
e On suppose que A N B # &.
Soitx € AN B, alors : d(x, A) = d(x, B) = 0.

Donc : dx € E dx,A)+d(x,B)=0.

e Réciproquement, on suppose que :
Jdx € E d(x,A)+d(x,B)=0.

Sachant que d(x, A) et d(x, B) sont des réels > 0, on peut dire :
dx € E d(x,A) =d(x,B)=0.

Dans I’exercice 10 du chapitre 2, on a prouvé que d(x, A) = 0
si, et seulement si, x est un point adhérent a A. Donc, si
d(x,A) = d(x,B) = 0, alors x est adhérent a A et a B. Or
A et B sont fermés, donc x € AN BetANB # J.

2) Vérifier que :

d(x, A)
d(x,A)+d(x, B)’

U= fﬁ1 G —00, % D etV = fﬁ1 (] §,+oo D conviennent.

-ﬁ’ 1) Soit f une application k-lipschitzienne de E dans E.
Pour tout réel / > k, 1 application f est aussi /-lipschitzienne
et [k, +oo[C Iy. Donc I est un intervalle.

2) Soit (f, g) dans L* et k un élément de I, + I,.

Ecrire k = ki + k2, avec ky € Iy etk, € I,. Montrer que f + g
est k-lipschitzienne. Ceci prouve que Iy + I, C [y,

fx) =

3) Pour tout f de L, I; est une partie non vide de R*, donc
N(f) e R".

ﬁ> La fonction f est 1-lipschitzienne sur K. Elle est donc

K — R*

. aussi.
x = [lf) — x|l

continue sur K et la fonction g : {

La fonction continue g a un minimum sur K. On note xp un
point de K en lequel ce minimum est atteint :
Si g(xo) # 0, alors f(xo) # xo, donc :

I[£(f x0)) = f o)l < [1f (o) — xol.

Ainsi g(f(x0)) < g(xo). C’est impossible, donc g(xp) = 0 et
Xo est un point fixe de f.
Pour I’unicité, si xo et x; sont deux points fixes de f, alors :

Hf(xo} - f(xl)H = ||x0 — X1 H
Ceci impose xp = X .
'Lgiw Soit (x,) une suite de E convergeant vers Oz. On note
(yn) la suite définie par :
Xn si Xn = OE

n — g
% S1Ion

[0

Exercices : indications et réponses

La suite (y,) est bornée, donc la suite (f(y,)) est bornée. Or,
S (xn) = [|xn]] f(yn)- Donc la suite ( f(x,)) converge vers Of.

Ceci étant vrai pour toute suite (x,) de E tendant vers Og, I’ap-
plication f est continue en Of.

Par linéarité : V (x, y) € E? fx)— f(y) = f(x —y).Onen
déduit que f est continue sur E.

Z‘;"Q, 1) e | — 0o, f(y)] estun fermé de R, f est continue.

Donc f_1 (] — 00, f(y)]) est un fermé de E.

e On suppose que £ = oo, fF(N]) nlest pas une par-
tie bornée de E. Il existe une suite (v,) d’éléments de
(0= o0, f(M]) telle que lim ||v, || = +o0.

Done, lim f(v,) = +00. Or, pour tout n, f(v,) < f(y).
n—+oo

C’est impossible, donc f_] (] — o0, f(¥)]) est borné.

2) f_l(] — o0, f(y)]) est donc un compact de E. Il suffit
maintenant de considérer la restriction de f a ce compact pour
conclure.

Z-/I Pour résoudre cet exercice, le résultat suivant est in-

dispensable. Il est démontré au chapitre 3 du tome Algebre-
Géométrie.

Pour toute matrice M de M, (R), rg (M) < p si, et seulement
si, tous les déterminants des matrices d’ordre p extraites de M
sont nuls.

On note P, I’ensemble des p-uplets (i1, ...,i,) d’entiers tels

que :
I1<ii<iz<...<ip,<n.
On fixe I = ((i1,...,ip),(j1,- .., jp)) dans Pj, on définit I’ap-
plication ¢; par :
M®EB  — M,R)
b1\ M= i) in = GIMD) = (i)
1<j<n 1<k<p

La fonction ¢; est linéaire, donc continue. La fonction déter-
minant (Det : M ,(R) — R) est aussi continue.

L’ensemble des matrices M = (m; ;) de M, (R) telles que :
Det (¢;(M)) = Det (m;,_j, ) =0

IISp
1<k p

est ’ensemble Z; des zéros de Det o, : Z; = (Det od),)*l({O}).
C’est un fermé de M, (R).

D’apres le résultat exposé au début, I’ensemble des matrices de
rang < p de M, (R) est I'intersection de tous les Z;. C’est un
fermé de M, (R).
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2_»;““‘2: 1) Prouver la linéarité de f.
2) On note || || une norme sur E,
phisme associée.

e On suppose que la suite (¢,) converge dans L(E) et on
note u 1’endomorphisme limite de la suite (¢,). Par définition,
lim [l —ul| = 0.

On fixe un élément x de E. Pour tout n :

||| 1a norme d’endomor-

llen(x) — u@)|| = [[(@n — W@ < lllen —ulll  Ix]]-
Par encadrement :
lim ||@n(x) —u@)|| =0 et lLm @,(x) = u(x).
n—+00 n—+oo

e Réciproquement, on suppose que, pour tout x de E, la suite

(¢n(x)) converge dans E.

Onnote f(x) = lim ¢,(x), p =dimE,(ey,...,e,) une base
n—+oo

de E. Soit || || 1a norme de E définie par :

P
Vx = Za,- e € E ||x|| = max|a;|.
1

=l

P
Soit x = Zai ei tel que ||x|| < 1.Ona:
i=1

ICF =N < D leilI(f = ea)en]]

=

14
< I —en)enll-
i=1

p
Donc ||| f — @ull] < Z |[(f — @n)(ei)]||- Par encadrement, on

i=1
peut conclure que lim ||| f — ¢u||| = 0.
n—+oo

Z;*"'é 1) Onsaitque:Vx € Im p  p(x) = x.
On en déduit ||p[|c > 1.
2) e Soit p un projecteur orthogonal non nul de 1’espace préhil-

bertien (E, (])).

Vx €E x=px)+x—px) et (px)x— px) =0.

On en déduit || p(x)||* < |Ix||* et | plle = 1.
e Soit p un projecteur tel que || p||c = 1. On pose :
F=Kerp et G =Imp.

Soit x un vecteur orthogonal a F, on a :

IPCOI* = llx + (pCo) = DI = [lx[* + [l pG) — x[* > [1x]*.

Par hypothese || p(x)|| < [|x]|, donc : ||p(x) —x|| =0, x € G,

et F-CG.
Or, dim F* = dim G, donc F* = G. p est un projecteur or-
thogonal.
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Zw;"'% e Pour toute matrice A = (a; j) € M, (R) :
> ail = NM(A).

@i, )Ell.n]2

n
ltr(A)] < lais] <
i=1

Donc ||tr||; < 1.
De plus, tr(I,) = n = Ni(I,), donc ||tr||; = 1.

e Par récurrence :

n 2 n
VneN Y(ai,...,a,) € R™)" <Zai> <nd al.
g=Il =il
Donc :

n 2 n
VA € M, (K) |tr(A)|2 < (Z |aii |> <n Z |ai,i|2
i=1 i=1
<n Yo al

(i./)ENLn]2

Ainsi [tr(A)] < Vi Na(A) et |tr]]2 < /n.

De plus, tr(I,) = n = /n N2(I,,), donc ||tr||2 = /.
n

e Pour toute matrice A de M, (K) |tr(A)| < Z laii] < nNso(A).
i=1

Donc ||tr]|ee < 7.
L’ égalité tr(/,) = n = nN(I,) permet de conclure que :

ltrlloo = n.
Chapitre 4

j‘,, Soit x; < x» deux points de / et les fonctions ( f,) sup-

posées croissantes.
Alors, pour tout n de N : f,,(x1) < fu(x2). D’ou :

fG) = nEIPoo Sfalxn) < nEIPoo fa(x2) = f(x2).

%, La suite de fonctions ( f,) converge simplement sur [0, 1]
vers la fonction nulle f. De plus, 1’étude de f, montre que

1 1
I e = £: () =

i La suite de fonctions ( f,) converge

uniformément sur [0, 1] vers f.

Avec Maple :
AY
ge !
6e "
4e7"
0 02 04 06 08 1 X
> plot ({seq(x"n*(1-x) "n,n=30..40)},x=0..1) ;




L ’inégalité de Taylor-Lagrange permet d’écrire :

3

Y (a,x) € [0,7] |sinx —sina| < |x —al.

On fixe alors un entier n > 0 et on choisit une subdivision
(aj)jero,p1 de [0, ], de pas inférieur ou égal a —. Ensuite, soit
n

la fonction f, définie sur [0, 7] par :

{ fu(x) =sina; si x € [aj,ajwl

fulap) = sina, = sinw =0

La suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [0, 7]
vers la fonction sinus.

é;“ 1) La suite de fonctions (f,) converge simplement sur

[O, g} vers la fonction f, définie par :

Osix;ég

13-

La convergence n “est pas uniforme sur [

fx) =

} mais elle est

°30)-

'—‘l\)

uniforme sur tout segment [O = — 8] (

Avec Maple :

0,8

0,6

0,4

0,2

02 04 06 08 1 12 14 x

> plot ({seq(sin(x) “n,n=3..10)},

x=0..Pi/2) ;

2) La suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0, 1]
vers la fonction nulle f.

n
0 n = 1
. . n+2
2n ( n )”/2
n+2 \n+2
Su(x)
0 0

Exercices : indications et réponses

lim x, = 1 et hm JilGa) = 2¢ L Donc, la conver-

Or,
n —>+00

gence n’est pas umforme sur [0, 1].

Mais, si a € ]0,1[, pour n tel que x, > a, on a
| faj0.arllec = fu(a). La convergence de la suite de fonctions
( f») est donc uniforme sur [0, a].

Avec Maple :

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

<V

0 02 04 06 08 1

> plot ({seq(n*x"n*(1-x"2),n=3..10)},x=0..1) ;

3) La suite ( f,) converge simplement sur ]0, +oo[ vers la fonc-

tion f définie par :
1

—1 si x€le el
1 _
f&x) = — si xe{e l,e}
1 si x<e loux>e

La convergence est uniforme sur tout segment contenu dans
10, efl[ ou ]efl,e[ ou e, +ool.

Avec Maple :
AY

infinity

> plot ({seq((1n(x) " (2*n)-2)
/(1n(x) " (2*n)+2) ,n=3..10)},
x=0..infinity) ;
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5 . Soit x un réel. La série numérique :

#p“"
2
2N+ X
Z(_l)l 72

est alternée. Elle vérifie le critere spécial des séries alternées,
donc la série de fonctions converge simplement sur R.

Avec Maple :

10 Ay

-5 0 5 10

o

-80

> plot(sum(’ (-1) "n*(n+x"2)/(n"£2)’,
’n’=1..150) ,x=-10..10) ;

On sait que, pour tout x réel :

[N]

n+x2<l+x
B SV R

|Rn71(x)| <

On en déduit la convergence uniforme sur tout compact de la
série de fonctions.

= | . .
gt La série de fonctl.ons Z u, converge simplement sur R
et sa somme S est définie par :

sin x

1+8(%)

S(x) =

Avec Maple :

llky

0,8
0,6
0,4

0,2

I\[\/\AAA{\/\/\I\A'A,\,\ i{
0 V”UVVVV\IVVVVvvvr
20 © 40

60 80 100

> plot(sin(x)/(1+floor(x/Pi)),x=0..100) ;

+
Elle ne converge pas normalement sur R", car :

1

n+1

s

[[tnloo =

mais elle converge normalement sur tout segment [0, a], avec
a > 0 fixé.

(PSI) De plus, si n est fixé, on a :

[S(x) — Su(x)| =0 si x < (n+ D

— Su <—— i > :

[S(x) — Su(x)] 5 Six (n+ D
Donc ||S — Sullc < L
nfjococ X n+2'

4o . . 2 +
La série de fonctions E u, converge uniformément sur R".

xe '*
7',\ La série de fonctions
- Z Inn

sur [0, +o0] et diverge sur | — oo, 0.

converge simplement

1
X 0 —
n

+00

1

e nln(n)
xefl‘l,\'

Inn

0 0

—nx

SurR* : ||x‘in—n||oo

1 . ‘o
= et la divergence de la série nu-
enlnn

mérique Z Py (comparer a une intégrale) implique que

la série de fonctions E
sur R;.

xe—ﬂX

I ne converge pas normalement
nn

Soita > 0. Pour tout x > a et tout n >

Q|

—nx

xe —na

e
<a .
Inn

Inn

La série de fonctions converge donc normalement sur [a, +00[.
(PSI) Soit x > 0. Alors :

oo
2 :xe—kx

—(n+l)x
n Xe K
|R ()] < 2= < = <
In(n + 1) (1 —e*)In(n+1) In(n + 1)
—X
en posant : K = sup e

rerr (1 —e™)’

xe—)‘lX

La série de fonctions Z

sur RY.

I converge donc uniformément
nn



Avec Maple :
Y A
X
0 infinity
> plot (sum(’x*exp(-n*x)/1n(n)’,
’n’=2..100) ,x=0..infinity) ;

§m, Si une telle suite existait, le théoréme d’interversion des

limites s’appliquerait sur 1’intervalle ]O, 1]. Or, O est un point
adhérent a ]0, 1] donc la fonction f aurait une limite en 0.

g_, II est immédiat que la suite ( f,) converge simplement
sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par :

1 si xel[0,1]
= l si x=1
fo =1 < =
0 si x>1

Si a est dans ]O, 1[, la fonction f n’est pas continue sur
[a, +oo[. La convergence n’est donc pas uniforme sur [a, +00].

La convergence est uniforme sur [a, +o0o[, pour tout a > 1.

2
‘ ) X
/I . 1) La série de fonctions ——— converge normale-
- ) Z (n+ x)2 g

ment, sur [0, 2], car :

2

. 1
VneN* Vxe[0,2] 0< —> _ <2>—.
(n + x)2 n?

La fonction somme est donc continue sur [0,2] et :

2

= 5 =1 ™
\I_IP]Z (n+x)? S(1) ;nz 6

—nx

€

2) Pour tout x 3
n

—nx
.. €
La série E 5

—nx

> 0,0n a S

converge normalement sur R* et les fonc-

tions x +— sont continues sur R*.

Exercices : indications et réponses

Le théoreme d’interversion des limites s’ applique, et :

Jin 3 =3 (i, ) =0
e ¥ €9

. 1 w
.1‘1% —Z(}m ) Xas%

/I .. . cos(n x)
e La série de fonctions Z 72 est normalement

convergente sur R.

/L%' f est définie sur | — 1, 1]. La série de fonctions :

5

2n + 1

converge uniformément sur tout segment de ] — 1, 1] et, en par-
ticulier, sur [0, 1].

La fonction f est donc continue sur | — 1, 1] et :

-y _

2n+1 4

f) =

> o : : 1
/!',,.y On considere la fonction continue g de {0, ;} dans R,

définie par :
g(0) =1

1
g(X)Zf(—) si x #0
X
Fixons ¢ > 0. Il existe une fonction polynome P approchant
. . |
uniformément g sur [0, — | & & pres :
a

Vx € [a,+oo[

1 1 1
5 (;)‘ = ‘g (;) - P (;)‘ < 6= P) .1 loo-

%1~ Soit € > 0 fixé et P une fonction polynome approchant
uniformément f sur [0, 1] a € pres.
D’apres I’hypothese, on sait que :

70

1
/ P(t)f(t)dt = 0.
0

1 1
0< / fz(t)dtf/ P@) f(t)dt
0 0

Donc :

1
/ Fndi <s swp | 0.
0 t€[0,1]

Cette intégrale est nulle. f2

f=0.

est continue et positive, donc

339
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W

e Fixons x > 0.
2 .
nxle "* — o(e n,\)‘

— 2 .

La série de fonctions E nx®e™"" converge simplement
+3%
sur R™.

e Fixons n > 0 et étudions la fonction f;,.

Avec Maple :

Ay
5 pour n =1

0 o5 1

1,5 2 25 3

> plot ({x" (-2) *exp(-x~2),
x"(2) *exp(-x72) ,exp(-x"2)},
x=0..3,y=0..5) ;

Si @ < 0, la série de fonctions ne converge pas normale-
ment sur R**. Mais elle converge normalement sur tout inter-
valle [a,+oo[ (@ > 0) car || fujjusoolllcc = fala) et la série

Z fu(a) converge.
Si @ > 0, la fonction f, admet un maximum en 2£ et la
\/ n

valeur du maximum est :

I fuloo =n ()"

—a/2
(53 =cCcn
2n

1—a/2

La série de fonctions converge donc normalement sur R*™ si, et
seulement si, & > 4. Si a € ]0,4], elle converge normalement
sur tout intervalle [a, +oo[ (a > 0).

(PSI) Si a < 0, la suite de fonctions ne converge pas uniformé-
ment sur R vers la fonction nulle. Donc la série de fonctions
ne converge pas uniformément sur R**.

Regardons ensuite, lorsque « est dans ]0, 4], si la convergence
est uniforme en étudiant le reste :

oo
R.(x) = x“ Z ke "%
k=n+1
e R 1
est décroissante pour 1 > — . Elle
k+1 X
f(t)dt converge.

La fonction f : ¢ +— te
est aussi continue et la série Z /
k

D’ou, pourn+1 > —:
X

+00

ngaz

k=n+1

k+1
f)dt = xS < Ru(x).
k

340

Prenons x = qui convient. Alors :

1
vn+1

R.(x) > xS =

a—4
1 i
o 2e .
(\/n +1 >
1
La suite (R,, ( ne converge pas vers 0 si « € 0, 4].
vn+ 1

Lorsque a € ]0,4], la série de fonctions n’est pas uniformé-
ment convergente sur R™.

e
ment déterminée par ses valeurs en p + 1 points distincts. On
considere donc p + 1 réels distincts (a;)jefi1,p+1]-

1) Une fonction polyndme de degré < p est parfaite-

Pour tout n de N, la fonction polyndme P, s’écrit, en utilisant
les polyndmes de Lagrange :

p+l
X — ag
Pu(x) = Z Pi(aj) H (m) .
j=1 1<k p+l !

k#j

La suite de fonctions (P,) converge simplement vers f. On fixe
un réel x et on fait tendre n vers +oo :

p+l
. - Yo X — ax
ro=Sse T (3=%).
‘ 1<k< p+l
k#j

La fonction f est une fonction polynome de degré < p.

On montre ensuite que la convergence est uniforme sur tout
segment de R. En fixanta < b :

p+l —
| f) =P <D | flap—Putapl| ] (%)
j=1 1<k<pH S ‘
k#j

Terminer en utilisant la continuité des p + 1 polyndmes :

II(—
aj—ax )’
1<k ptl

k%)

2) La convergence de la suite (P,) vers f est uniforme sur R.
Onfixee > 0:

INENVYrn>NVYxER |P(x)— f(x) <&

Pour n > N, la fonction polynome P, — f est donc bornée
sur R. C’est une fonction constante. On en conclut, qu’a partir
d’un certain rang N, on a P, = f + a,, et la suite (a,),>n est
une suite de réels qui converge vers 0.

/L% 1) La série de fonctions impaires, continues

1
E — Arctan n x converge normalement sur R.
n

Donc f est définie, impaire et continue sur R.



Avec Maple :
AY

\ A"

— infinity

infinity

> plot(sum(’arctan(n*x)/n"2’,
’n’=1..100) ,x=-infinity..infinity) ;

1
2) lim — Arctannx = .
x—+00 12 2n?
Donc, grace a la convergence normale sur R de la série de fonc-
tions :

lim f(x)

X—+00

lim f(x).

=33 ==,
1
i L (Arctan nx — E)
n? 2

1

— Z Arctan —

1

n3x

3

3) f(x)—“f—z:

1 1
Pour n fixé —zArctan — ~ico
n nx

o]

3
Vx>0 x (f(x) = 11T—2> = Z ;—fArctan (n]—x)
1

—X 1
—2Arctan ——. Pour tout u > 0 :
n

On pose : )

Whp ()C ) =
0 < Arctan # < u. Donc, pour tout x > 0 :
1
(0] < .
o
La série de fonctions Z w, converge normalement sur R*™ et

o
lim x(f(x) — E) = lim wy,(x)=—

En conclusion :

Exercices : indications et réponses

Chapitre 5
4

g 1) L’équation de la tangente est :

Y = f'(xo)(X — x0) + f(xo).

Si f '(xo) = 0, la normale est la droite d’équation X = xo.
Sinon, I’équation de la normale est :

y=——1

Foy X~ xo) + f(x0).

2) L’équation de la tangente est :

Y ()X — x(10)) — X' (@0)(Y — y (10)) = 0.
L’équation de la normale est :

' (1)(X — x(t0)) + ¥ (t)(Y — y(10)) = 0.
3) Le rayon vecteur (xo,yo) est orthogonal a la tangente au

cercle en Mo(xo, o).
L’équation demandée est :

on+on:xg+yg:R2.

X .
% 1) f(x) ~o 3 Donc, 313}) f(x)=0.
2) f estde classe @' sur ] — ,0[ U ]0, 7| et
f(x) =o % +o0(x). Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = ~

Pourx # 0 :

2 -
y —x*cos x + sin” x
f&®=——7"3—

1
=0 — +o(1).
x2sin® x ’6 M

1

Donc, 11m flx) = et f estde classe C' sur ] — , 7.

> _2

80 = T 3

et: g =(-1)n! [(x _22),”1 e _13)n+]
h(x):x-le-l ‘x11+(x31)2+<xf1)3 .

K@) = (~1)'n [( T~ T

2n+ D(n +2)
(x _ ])n+3
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31416
T La fonction f est de classe

é;“ On pose f(x) =

€ sur | — 1, 1 et pour tout entier k > 0

3141
X 6

x2—1

31416 3141642 314 16+2k 314 16+2k
= —x X +o(x )

n r

afo
AT 0)=0
31416 + 2k,

On en déduit, par la formule de Taylor-Young, que

si n est impair ou < 31416, et si n
d' f

0) =
T 0)

: 2 / _ -/ _
g Puisque (1 +x7) f'(x) =1,ona f(0) = 1.

2 ’ )
Pourn > 1, [(1 +x) f (x)} =0.

Soit, d’apres la formule de Leibniz :

(1+x7) fO D) +n2x) £ (x) + @

27" Vx) =o0.

0 =0 et fO00) = (—1)" 2n)!

Remarque : Le développement limité de f en O permet de trou-
ver ces formules par une autre méthode.

. "1+t m  In2
6 lim u, = —dr= -+ —=
- n—+00 o 1+1 4 2
! 4
lim ln(vn):/ In(1+7)dt =2In(2) — 1 =1n (—) .
n—+00 0 e
w"; Les applications :

: 1 1
(PH/O P> et (PH 8 (5P(a)+8P<E)+5P(,B)>)

sont linéaires. Il suffit de prouver qu’elles sont égales sur une
base de R5[X].

1
Effectuer les calculs avec la base ((X — —)k> .
2 ke[0,5]

Autre méthode : effectuer les calculs dans la base suivante de

Rs[X] :
2 1 2 1 2 2 1
LX XX+ — X (X —X+— ), x> (x> Xx+—),
10 10 10
X (x—x+L
10

lefnt 1 1
1) og/ dtg/ e Mdr < —.
o 1+t 0 n

2) La fonction a +— / cos(a sin(z)) d ¢ est paire, il suffit de
0

8

w

calculer la limite a droite en 0.

Pour tout a de [O, g} , utiliser :
Vit e [0, %] cos(a) < cos(asin(r)) < 1

.. . Tr
La limite cherchée est oX

342

,..9@’”" On pose g(x) = f(x) — x. La fonction g est continue

sur [0, 1]; si elle ne s’annule pas sur ]0, 1[, elle est de signe
constant. On suppose g > 0 sur ]0, 1[. Alors :

1 1 1
O</g:/ff—.
0 0 2

C’est impossible, donc g s’annule sur 0, 1[.

/LQ On note xi :a+kb7

a
, alors :

1 —Z/ (f@®) = f)de.

1) Si f est a valeurs réelles et croissante, on en déduit :

n—1

0< Ry ) (fken) — FO00) (ke — xe)
k=0
— f(a).
2) Si f est c-lipschitzienne par rapport a || ||, alors :
n—1 X+1 n—1 Xk+1
IR <> [ o sela <Y [T ea—war
k=0 7% k=0 ¥k
_ Sc (e —x) (b —a)
- - 2n
k=0
=17 D) f(x) = Su(x) = (—1)"" X on
- A x+1° ’

t+n+1 1

1 1
/ |f<x>—sn<x>|dx=/ al
0 0o X

1
/ | f(x) — Su(x)|dx = 0.
0

XL ——.
+1 S t4+n+2

lim
n—+0o0
2) La série a termes réels Z u,(1) diverge grossierement, donc
il n’y a pas convergence simple sur [0, 1]. Prouver que la série
de fonctions Z u, converge simplement sur [0, 1[ et normale-
ment sur tout segment inclus dans [0, 1[.

/IZ' 1) Pour tout x de [0, 2] la suite de réels ( T (x)) est

nulle a partir d’un certain rang.
2

2) D’apres le schéma, pour tout n, f» = 1 (aire d’un tri-

0
angle). Si la suite ( f,) convergeait en moyenne vers une fonc-
tion continue par morceaux f, on aurait alors :

11131 jn—l—/f (0))
Par ailleurs :
»
an‘ “(f £) //nlf fil < /Ifn i




Donc : 2

2

On obtient une contradiction. La suite ( f,) ne converge pas en
moyenne.

3) Si la suite ( f,,) convergeait en moyenne quadratique vers une
fonction continue par morceaux f, on aurait :

2 2 2 2
im_ [C1AE= [ 15
n—+oo O 0

2 2 2 2 2
J15E =3 tim [P =+e0
0 3 n—+oco fo

et (3) est impossible. La suite ( f,) ne converge pas en moyenne
quadratique.

3

Or:

/!;.2 Puisque f est a valeurs positives, on peut écrire :

T ) = /h (f"/z(t))zdt/b (f<"+2>/2(t>)2dz

b 2
> (/ fn/Z(t)f(n+2)/2(t)dt) _ (In+])2 )

Si f n’est pas a valeurs positives, pour tout entier pair 7, on a :
2

o= (1ror”)

La formule 7, I,+2 > (141 )2 reste valable si n est pair.
L’exemple suivant prouve qu’il n’en est pas de méme pour n
impair.

I‘Fi T Few T Fiw T Fyw T FE T FB

- E Algebra|Calc |Other |PranId|Clear a—z...]

Bzin(3-x) gl Dok
n 4] .

"la [a0=0]" [dwx + im0 Doke

li(n)-i(n+2)—[i(n+1)]2+dl:n:| Diore

=il -2 171104803598

m i 57 -1. 22933542754

d (3]

HHIN KAD AUTO AR EREE]

/‘/ﬁ 1) On procede par récurrence. Pourn = 1,ona:

n=1(1) @ siw=-%r(3):

On suppose la formule (1) valable pour un entier n > 1. Par
définition f,+1(x) = x fu(x).

D’apres la formule de Leibniz, on a :
@ =x 70 +n £ 7).

D’ou la formule a I'ordre n + 1 :

f(nIrl)(x) _ {(*I)ZH} f(n+1) (l)
n+ Xt .

X

Exercices : indications et réponses

2) 11 suffit d’appliquer 1) a la fonction exponentielle.

(=" — D!

— et
xﬂ

3) Poser f(x) = — In(x), prouver f(")(x) =

conclure.

/!_;5,.; On fixe deux éléments m = f'(c) et n = f'(d) de

f'(I) tels que m < n et on prouve que tout réel £ compris entre
m et n est dans f'(I).
Soit/ € Im,n[et g(x) = f(x) —€x.Ona:

gd)=m—£<0 et gWd=n—1£>0.

Ay Ay

gd)>0
g(d)<0

glc)<0
g'le)>0

X X
—> ‘ >

0 c d 0 c d

On suppose ¢ < d. Il existe 6 > 0 tel que :

Vx €le,e+8[gx) < gle)etVy € 1d — 6,d[ g(x) < g(d)
@
La fonction g qui est continue sur le segment [c, d] atteint son
minimum sur ce segment. D’apres (1), ce minimum est atteint
en un point 7 de Jc, d[. Or g est dérivable sur cet intervalle ou-
vert, donc g'(r) = 0= f'(t) — [.Et£ € f'(I).

1,.,-6 1) Pour simplifier la rédaction, on peut supposer que :

e P et O sont des polyndmes unitaires ;
o deg(P) > deg(Q).

De plus, le cas @ = 0 est trivial. On suppose donc a # 0 et,
quitte a factoriser ce scalaire, il suffit de traiter le cas o = 1.
On note p = deg(P) et (ai, . .
tées de telle fagon que :

., ap) les racines de P, numéro-

ap < ap_1 <...<a.

Dans chacun des p — 1 intervalles Jas1, @[, se trouve une ra-
cine de Q, notée ;.

Donc :
p— 1< deg(Q) < p = deg(P).

Casa:deg(Q)=p—1.

P—1

[Tx -8
i=1

-
P=]J]x—-a) e 0=
=l
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Montrer que la fonction polynome P + B Q s’annule une
fois dans chacun des p — 2 intervalles |Bi+1, Bi[ une fois sur
181, +o0o[ et une fois sur | — oo, B,—1[.

Cas b : deg(Q) = p.

Dans ce cas, le polynome Q admet une dernicre racine qui est
soit dans | — oo, [, soit dans Ja;,+oo[. On se contente de
traiter le cas ou cette racine, notée 3, est dans | — 0o, a,|.
Ona:

?
et 0=]]x-p0.

=l

:
P =[x —a
=1

La fonction polynome P + 8 Q s’annule une fois dans chacun
des p — 1 intervalles ] Bis1, Bil.

Le polyndme P + 8 Q estde degré < p et a au moins p — 1
racines distinctes. Il est scindé. Enfin, le coefficient de X” dans
P+BQest(l+p).

Lorsque ce coefficient est non nul, montrer que P + 8 Q a une
racine dans |81, +00o[ ou | — oo, B,[.

Dans tous les cas, P + 8 Q est scindé et n’a que des racines
simples.

2) D’aprés le théoréme de Rolle, le polyndme dérivé P’ s’an-
nule au moins une fois entre deux racines de P. Donc P’ admet
p — lracines Bi,..., B, telles que :

a, < Bpa<a, 1< --<a<p<ai.

On peut appliquer le 1) aux polyndmes P et Q = P’ et
conclure que P + a P’ est scindé dans R[X] et n’admet que
des racines simples.

3) On effectue une récurrence sur n = deg(R).

On note (H,) I’hypothese suivante :

Pour tout polynome scindé de degré n de R[X] :

R=arX"+ar X" '+ +an_1 X +an,

et tout polyndome P, scindé dans R[X] et a racines simples, le
polynéme ao P +ai P’ +---+a,_1 P"~V +a, P™ est scindé
dans R[X] et n’admet que des racines simples.

Le cas n = 1 est traité par la question 2). Soit n un entier > 1
tel que (H,) soit vraie.

On considere 7' un polynome scindé de R[X] de degré n + 1.
On sait qu’il existe un réel a et un polyndme scindé de degré n :

R=a X" +a x"! +--4ap—1 X+a,
tels que :
T=(X—a)R
=ao X"+ (a1 —aa) X"+ +(an — aan_1) X — aay
On remarque que :

a P+ —aa)P +-+(ay —aa—) P — aa, P"Y

=a(P—aP)+a(P—aP')+--
+a, 1 (P—aP)'" V+a,(P—aP)?”

Or (P — a P’) est scindé et n’a que des racines simples. On
peut appliquer I’hypothese de récurrence (H,) et conclure que
(H,+1) est vraie.
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.ﬁ Le développement limité du cosinus hyperbolique a
I’ordre 4 en O est :
2

4
— Z . 4
chu =g 1+ > +24+0(u ).

Donc il existe 6 > 0 tel que :

[N}

2

u u
échu<l+?+u4‘

_ 1+ 4
Yu € [—6,0] +2

On en déduit que, pour n assez grand :

2n 1 2n 1 2n 1 2n 1
— < T, = h——1)] < — =
ey
Or:
2n 2n k+1 k
1 1 dr 1 dr
\k;m k2 \k;m n?  n /k 2t 2k \/k,1 2t
Donc :
2 n+l 2n 2n
dr ( 1 > / dr 1
— < T, = ch— —1) < — + —
/n+1 2t k:znﬂ NG L, 2t n
. __In(2)
Jm T ==

n—1
,18 4 2k . m 2k l’ﬂ'
’ tdr =1 —E — .
w A Cos nirpw 0 — COS ( 1 >

=Lt T o (2K (R ik
" 20 (7>:W§(p> 2e )

1=0

=il
< im2(p—k , L

Or E e est la somme des termes d’une suite géomé-
1=0

trique. Cette somme vaut 0 si p # k oun si p = k, donc :

n—1
m 2k [ m 2k m 2k a
;E cos (7):4_"<p) et/ocos tdt:4—k
1=0

(%)

9 b
/L,,.../ 1) Sl/a f = 0,alors f = 0. On suppose f non
b
f
——— et A la demi-
[
a

droite vectorielle R*v. Pour montrer que, pour tout ¢ de [a, b],

f(z) est dans A, on introduit ’hyperplan orthogonal a v. On
peut écrire :

nulle et on note v le vecteur unitaire

Vi€ la,b] Ja@) €R Ju@) € v f(t) = alt)v +ulr)



On sait que a(r) = (f(#) | v), donc « est une fonction conti-
nue, et u aussi, par différence. En revenant aux intégrales :

/ab fde = (/ab a(t)dt) v+/abu(t)dt = (/ab HfH) v:

on en déduit que :

b b
/ amydt= [ || f].

De plus, d’apres le théoreme de Pythagore :
| FON = @) + Ju@)]]* > o’ ().

Donc || f|| — « est une fonction continue et positive sur [a, b]

b
i /||f||—a:0.

On peut alors conclure :
YVt € la,b] || f@)|| —a(t) =0, u(t) =0z et f(t) € R".

2) Soit (ey, . . .,e,) une base de E, on note :

n
E Xié€j
i=1

— max {|x[}

[e o]

n
eton pose f(f) =te + Z e;.

=)

[ A= fremr

Cependant, pour t # ¢, f(z) et f(z') sont linéairement indé-
pendants. Ainsi, les valeurs prises par f ne sont pas toutes sur
une méme demi-droite vectorielle.

Vérifier que :

0 1
%M.;. On pose u, = n/ t" f(t)dt. On remarque que :

0

1
n/ " f(1)dt =
0

n
n+1

JF@.

Donc :

1
n/ " (f@) — f)di
0

1
< n/ ) £ — FO dr.
0

De plus, siaestentre Oet 1, ona:

1
nAthm—fUNm

a 1
—n [0 = swlaren [ 5w - sl
0 a

Exercices : indications et réponses

On en déduit :

VneN Vae]01[

Fixons € > 0. On sait qu’il existe a dans ]0, 1[ tel que :

1
un = —— f] <2 flloca”“+n/ | f@O—f ] di

a

€
Vielall [f@O=fOl <3
Cette valeur de a étant fixée, il existe N € N tel que :

n>N=2| fllod™ < %

Donc : n

On en déduit que lim u, = f(1).
n—+0oo

21

(1 — X)*" par (1 +X?) :

1) On effectue la division euclidienne, dans R[X], de

(1= X)*" = P(X)(1+ X3 +an X + by

avec a, et b, réels.

En utilisant X = i, on trouve :
a, = 0;b, = (—1)"4".

De plus P, est la partie enticre de la fraction rationnelle

(1 _X)4n
1 (71))14}1
7/0 T+ dz.

1+ X?)
1 1 4n
(I—-1)
2 P,(t)dt = —d
)/o ndr /0 vy
1 4n
Y () S
200+ D) N, dA+) dn+1

1
/ P()dt = (—1)"'4" " m 0(1) ;
0 n

Zﬂ;gf On note § =

que f(t) = S.
e On remarque que :

. D’ou I'unicité de P,.

Donc :

sup f(z) et fo un élément de [a, b] tel
t€lab]

u, <(b—a)’’s.

Le cas S = 0 est trivial.
On suppose S > 0.
e On fixe & > 0 tel que S — g > 0. On sait que :

Ja>0 V1€ [a,b] (|tfto| <a=|f) - flw) < g)
(€))

On en déduit, pour une valeur de a vérifiant (1), que :
Yt € [a,b] (|t—t0| <a=S—

2 <fo)
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On pose [¢,d] = [a,b] N [to — a, to + @]. Sachant que f esta
valeurs positives, on a :

b d
e\ P
[ arars [Ccroyarza-o(s-3)
Donc, pour tout entier p > 0, on peut écrire :

d—o)'” (S - g) Sup < (b—a)'"s.

or, lim (d — ¢)'/” (S— g) = (S— f) et

p—+00 2

lim (b—a)/?s =5.

p—+00

Donc, il existe un entier py tel que :
p=Z2po=>S—e<su, <S+e.

sup f(2).

Ceci prouve que lim u, =
=P t€la,b]

Chapitre 6

’;L,,, Pour x = 0, F(0) = 0.
Soit x % 0ettentre 0etx,onaxt > 0.Donc F est définie sur
R. En posant xt = u dans I’intégrale, on trouve :

2

X
F(x):l/ ln(1+u)du:lln(1+x2)+xln(1+x2)fx
x Jo X

Il découle de cette expression que F est continue sur R.
De plus, F est de classe @' sur R et :

F'(x) = ;21 In(1 +x%) +In(1 +x%) + 1.
X

Donc, lim F'(x) =0,et F € C'(R).

%‘ Quitte a changer f en — f, on peut supposer :

b
/ f(Hydt > 0.

On pose F(x) = / f(t)dt et L = F(b). La fonction F est

. 1
continue et 0 = F(a) < —L < L = F(b).
n
Le théoreme des valeurs intermédiaires permet de dire qu’il
. 1
existe x,,; dans ]a, b[ tel que F(x,1) = —L.

n
En répétant ce procédé, on construira, pour i € [1,n — 1], les
points x,; tels que :

0a < Xp1 < ...<Xpp—1 <b;
i

o F(x,;) = —L.
n

On en déduit le résultat demandé en remarquant que :

/Mf@szm»—”“M”

346

S

M
Les primitives de f sont les fonctions F' définies sur R par :

1) f estcontinue sur R.

F(x) = é [sin(2x) — 2 cos(2x) — cos(3x) — 3sin(3x)] e +k

(k est une constante réelle).

2) La fonction g est continue sur [—1, 1], la fonction Arccosi-
nus est de classe C! sur] — 1, 1.

On peut donc intégrer deux fois par parties sur tout segment
inclus dans | — 1, 1.

\/— est Arcsin (x) +xv/1 — x2

Une primitive de /1 — x2 2 . Les
primitives de g sur | — 1, 1[ sont les fonctions G de la forme :
2 .

—1 Al V1 — x2

Gx) = s > Arccos 2()c) _ Arem (x) ; o i Arccos (x)
2
1
- xz - ZArcsin 2(x) +c

(c est une constante).

. . . ™
En utilisant la relation Arccos (x) + Arcsin (x) = > on peut
simplifier I’expression et obtenir :

xV1— 2

2x% — 1 x2 X
A — —+d
2 rccos (x) 7

G(x) = Arccos *(x) —

(d est une constante).

4

e

In(3)
2v2'
N.B. Maple ou la TI donne directement le résultat. Il est ce-

pendant nécessaire de savoir calculer « a la main » ce genre
d’intégrale.

5 . Pour 7 dans

o

Finalement :

I =1In(1+V2)—

1
]fz,+oo[,on pose u = (2t + 1)1/6.

/ dr
Q1 + 123 — 21 + 1)1/2

— %((2” DY+ 12 +3In |2 + D6 — 1] +k

(k est une constante).

6 On pose G(x) = / t f(r)dt. La fonction G est de
- @

classe @' sur [0, 1] et F I’est sur 0O, 1].

x

La fonction f est dérivable en 0.

Donc :

f) =0 O+ f(0)x +o(x) (6]

De plus :

G'(x)=x f(x) =0 f(O)x+ fOx*+0x> et GO)=0



D’ou: ,

G(x) =0 L2 ;0) i) 3(0)x3 +o(x?) )
Or F(x) = %G(x), donc :
X

i

F(x) =0 & + fgo)x + o(x) 3)
o _ SO
On prolonge F par continuité en posant F(0) = — La for-
i

mule (3) prouve que F est dérivable en 0 et que F'(0) = f 3(0) .

Or F est de classe @' sur ]0, 1] et, de plus, pour x # 0 :
—2 1
F'(x) = x—3G(x) + x—zGl(x).

On en déduit que :

S0 (0)

F'(x) =o +o(1).

Donc F est de classe @' sur [0, 1].

M; D’apres le théoréeme des accroissements finis, pour tout
n, il existe ¢, dans Jn,n + 1[ tel que :

In % — In( £+ 1)) — In( () = fT(cn
Donc, lim In M =aeta € [0, 1[. Laregle de d’Alem-
n—+o0o f(n)

bert permet de conclure que la série Z f(n) converge.

i‘;@, 1) La suite (f,) converge simplement vers 0. Le tableau

de variations de f, montre que la convergence de la suite de
fonctions ( f,) n’est pas uniforme sur [0,1].
lim

a1
. —YlX 1
HH+OO/' f‘n - nli>nolo [ 2 ] - E.
0
2) La suite de fonctions (f,) converge simplement vers O sur
[0, 1].
La convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

1
m
nﬂoo/o ' 2

Toutefois,

Toutefois, en calculant, lim

3) f(x)=¢".

Pour tout u > —1, In(1 + u) <

0<e — (1+£)n =¢ [lfexp (fx+nln(1+£)>}
n n
<e [x—nln (1+f)]
n
<en [f —In (1 +f)]
n n
2

<e' n-— sup
2n? t€[01

u. Donc, pour tout x de [0, 1] :

1
A+1)?

grice a I’inégalité de Taylor-Lagrange.

Exercices : indications et réponses

y=In(1+x)

La convergence de la suite de fonctions ( f,) vers f est uni-
forme sur [0, 1], d’ou :

lim

1 . 1
' /(1+f) dx:/exdx:e—l.
n—+oo [o n 0

La série de fonctions converge simplement sur R* et di-

9

- .
verge grossierement sur R

Si x est un réel positif fixé, la série numérique est une série
alternée qui vérifie le critere spécial.

La série de fonctions converge uniformément sur R*. Sa fonc-
tion somme S est donc continue sur R".

La série de fonctions E —(—e™ )" converge uniformément

sur tout segment de R* . Donc, pour tout x > 0 et touta > 0 :

- (—e )"]"
/ Z(e)dt Z{ - ]

(=)
:ZCT,

1 1

X ef[
= dr
/a 1+e !
La fonction S est continue sur R*. On fait tendre a vers 0.
S e [ ey G
- 0 1 +e !

_ 2 (—1)"
=—In(1+e ") +1 2+§ .
n(l+e ")+1In : -

La convergence uniforme sur R* de cette série de fonctions per-
met d’appliquer le théoreme d’interversion des limites en +co.
On en déduit :

In 2_2( D ], puis : Z( ©

—X )Yl

= —In(1+e 7).

'ZQ, La somme S(x) = Z un(x) est définie pour tout x de
0

] — 1, 1[. De plus :

oo (oo}
S(x) = Z un(x) = x Z nx""
0 1
Or la série de fonctions Z x" converge simplement sur |—1, 1[

. . —1
et la série de fonctions E nx""" converge normalement sur
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tout segment de | — 1, 1[. Donc :

= n ' 1 ! X
S("):"(Z"> :x(]—x) BRTEE
0

/I;I, f est continue, donc elle admet des primitives. Soit F la

primitive de f sur R* s’annulant en 0.
Alors F(x) = / f(t)dt et F est de classe C! sur R,
0

< kF(x).

F(x). La fonction G est de classe C ! sur

La relation donnée s’écrit F’(x)

On pose G(x) = e **

Rfet:

G'(x) = e ™(F'(x) — kF(x)) <0

G est décroissante sur R*. G(0) = 0. Donc G < 0.
On en déduit que F est négative. Or F est croissante sur R" et
F(0)=0.Donc F =0et F' = f =0.

/!2; 1) L’arc obtenu est un quart d’astroide

YA

a

0 a X

2) La fonction t — (x(), y(¢)) est de classe @', donc I'arc est
rectifiable. -
Pour ¢ dans |0, E] , on trouve :

%(z) = /x"2(t) + y'*(t) = 3a sin(r) cos(r).
On peut donc prendre pour abscisse curviligne :
3
s@) = 22 sin’(1).
2
Soit #; le parametre du point M;. On suppose que :

m
<tha<thh=—=

O=fH<n<... .
0 <1 2

La longueur totale de I’arc est :
L:s(g) )
donc, pour tout i de [[1, 7] :
s(ti)

3 . : 1
—s(ti—1) = ﬁ et sin’(f;) — sin’(fi_1) = e

348

. . N . i
On en déduit que le point M; a pour parametre #; = Arcsin \/j
n

et pour coordonnées :

oM;
T+l

n ; 2
S o4/1-32+35
: n n
i=0
2
=2 ,/173 +3’—
n+1 n+1
= |/ i i
Or—z 1—3—+3—2 est une somme de Riemann de la
n n n

fonction continue sur [0, 1] : x — /1 — 3x + 3x2.

nE'PwZnH [ +£1 <2+f>]

/!,,w“ 1) D’apres la formule de Taylor avec reste intégral :

a+b a+b ,(fa+b
s=e(52)+(«-52) ¢ ()

+ / (a—ng"1)dt
a+b
2

g(b)=g<a2b> +<b_a42—b> gl (a;b)

b

+/ (b—1)g"t)dr .
atb
2

On effectue la somme de ces deux lignes :
gla) +g(b) = 2g ( > / (a — t)g“(t)dt

- ng" (1) dt
b

a+l

Donc :

‘g(b>+g<a>—2g (“;b)‘
A

2
(zfa)dz+/ (bt)dt> = W%")

2)Onau,+v, = f(1)— f(O)et:

B3]

En posant K = sup | f”(x)|, la question 1) permet d’écrire :
x€[0,1]

k+1 k 2%+1 K
(5 G) -2 (50| <

atb +b




Donc :
|un7vn|<£ et lim u, —v, =0.
4n n—+0o
Il est alors aisé d’en déduire que :
lim u, = lim v, = SO = fO
n—+0oo " n—+0oo " 2 ’
3) On note :
L _@neD2n+3).. @n—1) @ all
"Toen)@n+2)...(4n—2) | 2

1=n

En posant i = n + k, on trouve :

2k + 1
n—11+
_ 2n
a, = 7]{
k=0 1+ —
n

et

n—1

ln(an) = Z

o (+55) (4]

k=0
. Qn+D@n+3)...Gn—1)
A N+ Gn—2) V2.

/Lé; La relation (1) peut s’écrire :

f(x)+x/xf(t)dt—/xtf(t)dt: 1.
0 0

En dérivant, on trouve :

Vx eR f'(x)+/x fdr =0 )
0

Etenfin f” + f = 0. Donc f est de la forme
f(x) = Acos(x) + B sin(x).

De (1) et (2), on déduit que f(0) = 1et f'(O) =0,doncilya
une seule solution possible :

f(x) = cos(x).
Une simple intégration par parties permet de vérifier que la

fonction cosinus vérifie (1).

/‘Lé: On note L,, Ly et L. les polyndmes d’interpolation de
Lagrangeena, betc :

- b—o) _(—ot-a)

LOS e Y o0
_t=a)t =D — _ _

L= =D o o) - axe— b o

b

1) e On suppose que (t —a)@t — b)(t — c)dt # 0 et on

a
considere quatre réels a, 3, y et 6 tels que :

afa+tBfo+y fo+tdD=0g

Exercices : indications et réponses

Alors :
@ fa(Q) + B f(Q) + v fe(Q) +6P(Q) =0

b
= 5/(t—a)(t —b)(t —c)drt.

Onen déduit: 6 = 0.Onadonc a fo + B fo + ¥ fe = Op=.
En utilisant L,, Ly, L., on obtienta = 8 =y = 0.

Ceci prouve que la famille ( fo, f», fe, @) est libre.

(N.B. : Les éleves de PSI pourront prouver que (Lq, Ly, L) est
une base de Ro[X] et que ( fu, f», fc) en est la base duale.)

e On démontre la réciproque par contraposée.

On suppose que :

b
/ (t —a)t —b)(t —c)dt =0.

Soit g = P(L,) fu + D(Ly) fr + DP(L.) f.. L application g est
une forme linéaire sur E.

Par construction, f,(L,) = 1, fo(Ls) = 0, f.(L,) = 0, donc
g(La) = D(Ly).

On montre de méme que :

8(Lp) = P(Ly) et g(Le) = P(Lo).

Enfin, g(Q) = 0 = @(Q).
Les deux formes linéaires g et @ coincident sur une base de E,
elles sont donc égales.

Ceci prouve que :

@ € Vect( fu, for fo).

La famille ( fo, f5, fo, @) est liée.

b
2) / (t —a)(t — b)(t — c)dt est une expression polyndmiale
ena, b etc quiest nulle sia = b.

La TI permet de factoriser cette expression.

1 Fer Faw |_ Fu™ FE FB
- E|Fllgel-:nr'~a|Ealc,llilther*lF‘r*ngDlElear* a—Z... ]

u ract.:m”z[(t -b)-(t -cl(t - alldt,a- b]

e
FMAIM

b
Donc / (t —a)( — b)(t — c)dt = 0 si, et seulement si,

(a-b)"(a+b-2c)
12

KAl AUTO FUMC 1,09

a+b
>
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. +b R
3) Dans cette question, ¢ = aT. D’apres 1) :

b= (p(La)fa + (p(Lb) fb + @(Lc) fL

On effectue les calculs suivants en demandant a la machine la

factorisation de (a — b) comme précédemment.
a+b

On remplace C par et on trouve :

<D=b%a[fa+4fc+fb]-

Cela signifie que, pour tout polynome P de degré < 3,ona:

b
/ P(t)dt = [P(a)+4P (a;b)+P(b)].

C’est la formule de Simpson.

b—a

/!‘é 1) Immédiat.
2) e Soit f € Ker(®). En dérivant @( f), on trouve :

VxeR x f(x)=0.

Donc f est nulle sur R*. Sa continuité entraine f(0) = 0.
Ker(®) = {0z} et @ est injective.
e Tous les éléments de Im(®) s’annulent en 0 et @ n’est pas
surjective.
3) & est injective, donc 0 n’est pas valeur propre de @.
Soit A un réel non nul et f un élément de E tel que
D(f)=Af.
On a alors :

VyeR f(x)= %x fx).

C’est une équation différentielle linéaire homogene du pre-
mier ordre dont les solutions sont les fonctions f de la forme

2
e N
f(x) = ce?* ou c est une constante.

Par ailleurs, @(f)(0) = Af(0) = 0. On en déduit ¢ = 0.
L’endomorphisme & n’a pas de valeur propre.

ﬁ 1) Etudier h(x) = x"e ™.

2)h(l)=¢ ' < leth(n) > 1, donc u, > 1.
Fixons € > 0

1—

hA+e)=(+g)e '™ et lim (1+8)e ' ° =400

n—+00o

Donc, pour n suffisamment grand, u, est entre 1 et 1 + &.
Ceci prouve que lim u, = 1.

n—+oo

3) On peut écrire :

u, = 1+h, avec lim h, = 0.
n—+o0o
Donc :
1+h, =nlin(l + h,) ~ nh,.
Finalement :

lim nh, =1
n—+o0o

5-2(5)
et up=1+—+o(—).
n n
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Poursuivons le développement en écrivant :
1 1
Up =1+ —+k, avec k, =o — | .
n

n

Finalement :

u _1+l+i+0 1
" n  2n? n?)’

2
8 on (100 €
'/L‘,,, 1) e La fonction (t =

) est continue et positive

sur R™™. Pour tout x > 0, le segment d’extrémités x et x? est
inclus dans R™™, donc f(x) est bien défini.

e Six > 1,alors x < X2 et fx) >0.Six < 1,alors x > x°
et f(x) <O0.

2) On note G une primitive, sur R™, de la fonction :

Ona f(x)= G(xz) — G(x). Donc G est de classe e

3) Fl) =26 () — Gx) = 22 — &

x2 X
—X

_ ex (exp [ﬁ“ +x° +1n(2)] - 1) .

On pose h(x) = —xt ety In(2). On remarque que A(1) > 0
et h(2) < 0, donc f' s’annule au moins une fois entre 1 et 2.
Etudier 4 sur R* pour en déduire que f’ n’a pas d’autre zéro.
La calculette permet de constater que Ai(1,21) > O et
h(1,22) < 0,donc @ € ]1,21; 1, 22][.

4) Six > 1, alors :

2 4

2
Vielnx’] e 2e’ >e*

et:
e () > fx)>e ™ In).

On en déduit que :

XEIPOC f(x)=0et f(x) =400 O (e_x) .
Pour x dans ]0, 1[, on obtient de méme :

xli»rg+ f(x)=—00 et f(x)~o+ In(x).

5) Le tableau des variations de f et le graphe de f sont
ci-dessous.

X 0 1 a=x~121
f(x) + + 0 -

(@) ~ 0,033 \
/ 0

fx)

—00




Ay
0 0,5 1 1,5 2
1 e e e —>
01020304 060708709 11121314 16171819 X
-1
[x JTo2To03 o04]05 06707 08 [09 [IJLIJTI2]I3]T4[15]16]17]
[f(0)][-1,59]-1,164 —0.85] 0,606 —0409]-0,252[—0,133]|—-0,051]0]0,025]0,0330,03]0,024|0,017]0,011]0,007

La calculette vous permettra de constater que f(1,21) et
f(1,22) sont tres proches de 0,033 et que f(2) ~ 2 - 107,

/!-2'“ e [e domaine de définition de F est :
D =]0, 1[U]1, +ool.

ePourx > l,onax < X% et F(x) > 0. Pour x dans]0, 1[, on
a x> < x et I’on obtient aussi F(x) > 0.

e On note G une primitive de la fonction
de ses intervalles de définition.

Ona F(x) = G(xz) — G(x), donc E est de classe €' sur D. De
plus :

1
(z — —) sur un
Int

—1
Fl(x) =2xG' () - G'(x) = 2~
On constate que F’ est positive sur D, donc F est croissante
sur 0, 1] et sur |1, +ool.

Etude en 0

Sur 0, 1[,on a :

-1 —1
O0SF@ = [ —dt < —(x—x"
2 Int Inx
YA
ot
77 Int
S
Inx 1 J
\ \
| J »
0 x? X 1z

Donc lin}) F(x)=0.

Exercices : indications et réponses

On prolonge F par continuité en O en posant F(0) = 0. On
remarque que lin}) F '(x) = 0, donc F est de classe C' sur [0, 1]

et le graphe de F admet une tangente horizontale en x = 0.
Etude en 1

1 _ 1
In(r) -1
avec lin} 6(t) = 0. On pose :
t—

+ % + 6(1).

%+5(z) si t>0 et t#1
h(t) = 1

La fonction h est continue sur R* . Soit H une primitive de /.
On peut écrire, pour tout x de D :
x2
/ h(t)dt
X

2
T odr
F(X)=/ r—1

=In(x +1) + Hx?) — H(x).

On en déduit :
lim1 F(x) = In(2).
x—

On prolonge F par continuité en 1 en posant F(1) = In(2).
Alors :

VxeRY  F(x)=In(x+1)+H(EY — Hx).

Donc F est de classe @' sur R* et :

F'(x) = x% +2x h(x?) — h(x).

1
En particulier F'(1) = ha h(l) = 1.

Etude en +0o

La fonction F est croissante sur R*.

Une étude graphique similaire a celle de 1’étude en O permettra
de prouver que :

¥ —x
— ¢t

Vx >1 nG?)

F(x) > lim F(x) = +oo0.

X—+00

Convexité

Faire 1’étude du signe de F"’ et en déduire que F est convexe.
Le graphe de F est tracé sur le schéma suivant :

YA

|
—
[\S)
W
=
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Z.;*"O‘“ 1) Premieére solution

La formule de Taylor avec reste intégral appliquée a T"( f)
donne la formule demandée.

Deuxieme solution
On procede par récurrence et on integre par parties.

Troisieme solution (dans le cas ou f est continue)

Le calcul d’intégrales doubles a été abordé en Premiere année.
Celui-ci sera revu. On I’utilise pour donner une autre démons-
tration, également par récurrence. L'hypothese de récurrence
(H,) est : pour toute f de E, pour tout x réel :

T"(f)x) = / =

(H)) est vraie. On suppose (H,) vraie pour un entier n > 1.
Pour toute application f de E,ona:

)n]

S f0dr

5% X t o1
T"“(f):/ T"(f)(t)dz:/ (/ %f(u)du) dt
8 o \Jo (—D!

L’intégrale double est calculée avec ¢ variant dans [0, x], eta ¢
fixé, u variant dans [0, ¢].

Le schéma indique que u varie dans [0, x], et a u fixé, ¢ varie
dans [u, x].

u A
X +—————————————— r=u
|
|
|
|
|
| 1
|
. | 1
u fixé | !
tE€[u,x] [ |
L .
0 tfixé «x 4
u€l0,z]
Donc :
_ n—1
T"“(f)=/ (/ ¢ M)]), (u)du>dt

X g o1
:/O Fw) (/ 7(’@_”)1)! dz)du
:/X f(u)ﬂdu
0 n!

Ceci prouve que (H,) = (H,+1) et la récurrence est achevée.

2) Pour tout entier n > 0 et tout f de E, T"( f) est de classe
eetT"(H™ = f.
e On en déduit que T7"( f) = 0 = f = O¢.

e Ainsi, 7" est injective et induit un isomorphisme de E dans
Im(T").

e Soit :

v={sce®O); g0 =...= ") =0}.

352

Par construction, Im(7") C V.

est la

Soit g un élément de V. Pour tout k de [0,n — 1, g*

primitive de g¢**" qui s’annule en 0.
Donc :

(") = ¢

On en déduit : Im(T") = V

3) D’apreés la question 2), 0 n’est jamais valeur propre de 7.
Soit A un scalaire non nul et f un élément de E tel que

T"(f)=Af.
Ona f=T" (% f> ,donc f est dans Im(7").

On en déduit que f est de classe €" et solution de 1’équation
différentielle :

w_ 1
fM=5r

fO=fO=...= f"P0)=0

Le cours de Premiere année sur les équations différentielles li-
néaires d’ordre 1 et 2 permet de conclure, dans les cas ou n vaut
lou2, que f = 0g.Donc, Sp(T) = Sp(T?) = &

Le cours sur les systemes différentiels, développé au tome

Algebre-Géométrie, permet de conclure que, pour tout
n,Sp(T") = J
4) Onnote || floox =
x — )" 1
el =| [ = rarar] < B £

donc la série a termes complexes Z T"( f)(x) est absolument

convergente pour tout x de R. La série de fonctions Z T"(f)
converge simplement sur R.

On fixe x dans R.

Y — l)n71 n 1
Wf()‘ 1),||f||<>o»c
. (x — ! —
Si u,(t) = W f(t), la majoration précédente prouve

que la série de fonctions u, converge normalement sur le
segment [min(0, x), max(0, x)], donc :

t)n 1
—1)!

:/Xex"f(t)dt
0

=¢' /Xe_'f(t)dt.
0

ST = / Z (

n=1

f()dt



%M. 1) La fonction f est définie sur R et :

S 1 n—1
£(0) = Z% = In2.

( l)n 2
n(n?+x2)’

2) f(x)—In2= Z

Ainsi posée, la questlon incite a montrer la convergence uni-
forme de la série de fonctions obtenue sur un intervalle de la
forme [A, +00[(A > 0) pour utiliser le théoreme d’interversion
des limites en +0o. La série de fonctions ne converge pas nor-
malement sur un tel intervalle. Toutefois, il s’agit d’une série al-
ternée et elle vérifie, lorsque x est fixé, le critere spécial des sé-
ries alternées. Ceci vous permettra de prouver qu’elle converge
uniformément sur R.

(oo}

. _ . (=D"x ="
Jim (f0) 2= (XE‘P& n(n2+x2)) Z

1

Puis: lim f(x) =0.
X—+00
( l)n 2
n(n2 x2)’
série de fonctions continues Z v, sur R entraine la continuité

de f surR.
De plus :

3) On pose v, (x) = . La convergence uniforme de la

vp(x) =

GV
n

1 . 1
2 \n+ix n—ix )’

Les fonctions v, sont de classe €
ona:

sur R et, pour tout £ > 1

1) _ n+ll (—1)k it
(@ =D Zk!<(n+ix)"+‘ T )

1 1
<|n + x|kl |n — ix |kl >

k! k!
P < k+1 "
( n2 +x )k+1 n

|v(k)(x)|

La série de fonctions Z v P converge normalement sur R.
La fonction f est donc de classe € sur R.

Z‘;% Soit ¢ dans [0, 7']. On pose, pour tout entier k > 1

-1 k—1 L
( ) ek.\(t u)

A g(u)

vk (u) =

on considere la série de fonctions, définies sur

[0 1, wew).

Si g est non nulle, on pose M = sup |g(u)|. Alors, pour tout
u€l0,T]

ude[0,T]ettout x > 0 :

Joe(u)| <

Exercices : indications et réponses

Donc la série de fonctions E v est normalement convergente

par rapport a u sur [0, 7] et :

DT
Z —( k)‘ / gkt )g(u)du
= . 0

T2~
:/O > k!

k=1

—/OT [exp(—e*‘“‘“’) - 1] 2y du

t T,
/ g(u)du+/ [1 - exp(—e“’*‘”)] g(u)du
0 t

t
f/ exp(—e" " )gu)du
0

ekx(’_")g(u) du

On montre ensuite que :

T

lim [1 — exp (7e-¥(f*u>>} guw)du =0

X—+00 t

‘1 — exp (76)(([714)) ’ g ex(tfu).
D’ou :

/T [1 — exp (fex(tﬂ”)] guw)du

Enfin, on montre que :

1
lim / exp (—e’““‘”) gu)du =0
X—+00 O

/Ot exp (_emﬂn) gw)du| < M /OI exp (—e“’*”)) dul

Soit @ < inf (
M’

T
_ M
g/ e TIOMdu < —
t

<

) . Alors :

/t exp (fe'm*”)) guw)du
t—a

De plus, si@ < t,ona:
—a
/ exp (—ex(’_”)) gu)du
0

D’ou le résultat.

L e.

M(t — a)exp (—e™)

<
<M T exp(—e™).

n
Z£ 1) E = [—1,1]. La série de fon(ftions Z % c'onverge
normalement sur [—1, 1], donc la fonction f est continue sur
[—1, 1]. Elle diverge grossierement si |x| > 1.

nl

2) La série de fonctions E converge normalement sur

tout segment de | — 1, 1[. La fonctlon f est donc dérivable sur
]—1,1]et:

©9 n—1

Fleo=3 =

1
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Soit x non nul dans | — 1, 1[. On écrit :

oo
paEe
n
1

flx) =

= | =

La convergence normale sur tout segment de | — 1, 1[ de la série
. —1 . < . .
de fonctions E x"" " autorise 2 écrire :

x f'(x) = / <Z z"1> dr = —In(1 — x).
0 1

Puis : In(l — x)

flx)=— - x £0, f/(0) = 1.
X —1 0 1
@ ]| + 1 + I
1T2
6
£ /

=1 =
D=3 5423
1

4) lim ()

= T w
__EZI n2 - 12
=In2et 1im1 (%) = +o0.

SF=np

Le graphe de f admet une tangente de coefficient directeur
In2 au point d’abscisse —1 et la continuité de f sur [—1, 1]
nous permet de dire qu’il existe une tangente verticale au point
d’abscisse 1.

1
o= [-11]

PN 1 7 X _ In(1 —x)
e =@ g f (*1_x> =0
D’oui :
1 1
¢(x) = —5(In(l = 0))* +¢(0) = — 3 (In(1 — x))".
Puis :
Do (N s reny=—Lanoy
¢(5> =/ (2> + f(=1) = —5(n2)".
Soit :

1\ 1 ,

Chapitre 7

— La fonction

1 . 2
(l — COS2 (;)) est continue, bornée et

positive sur I’intervalle borné ]O, ;} . Elle est donc intégrable
sur cet intervalle.

354

Z

M
mitive sur [0, 1] de f.
La fonction (u — x = e "

f est positive et continue sur ]0, 1]. On cherche une pri-

) est de classe e de ] — o0, 0] sur

10, 1]. Pour tout x de ]0, 1], on pose x = ¢~ “,dx = —e” “du.
/|lnx|”dx = —/u"e_”du
—ue " +nu" e . +nle " +C
= x((—=Inx)"+n(—=Inx)"""+...+n)+C.

Cette derniere expression est bornée sur ]0, 1], donc f est inté-

1
grable sur]O,l]et/ [Inx|"dx = n!.
0

S 1
_Lafonction | f:¢t+— ——————
- < (1+1)3/12(1 — z))
et positive sur ]O, 1[.

On cherche une primitive F sur ]0, 1[ de f.

est continue

F(t) = S —
A+t (;f 1>
1
La fonction | 7 — v = 1 T 1) est de classe C! de 10, 1[ sur
10, +o0|.
1 1 30?
Soitv = /- —1; t=———,dt = — dvet:
oit v ; ;ona Al (3 17 ve
1 1 1 2v-2'3
FO =77 / (u+21/3 T2 —21/3v+22/3> dv
3 1
- 5/ v2 — 213y +22/3 dv
= %22/3 In (v +21/3) - %22/3 In (v2 oy +22/3)
— l31/222/3Arctan (L(Zzﬁv — 1> + cte.
2 V3
Onpose'
) = 2/3111( +21/3) 7411 2/3111( 21/3v+22/3)

1 ,1/2,2/3 ( 1 23 >
—=3/72""Arctan | ——Q27v—1).
2 V3

1
La fonction F : (z — H < { T 1>> est une primitive de
fsur]O, 1] .

La fonction H est bornée sur ]0,+oo[, donc f est intégrable
sur J0, 1] et :

23 T
3

= lim H(v) — hm Hw) =2

v—0

! dt
/o (1 +0)3/t2(1 — 1)



A

e
prouver I’intégrabilité de f sur R*. On montre la convergence
(k+1ym dx

de la série E I avec I, = -
- 1 + x2| sin x|3/2

. La fonction f est continue, positive et paire. Il suffit de

I _/” dt
Ty T+ +km(sing)/2

/2 d:
<2 —_—
/0 1 + (k)2(sint)3/2

/2 d¢

3/2
sk (2)
e
/2
<2/ dr
0

1+k2072
Soit u = k*¢*/%. On trouve :

4 br
I < 3k4/3/0

ou lim by = +oo.
k—+00

<

2
(sint > —’>
T

du
ul/3(1 + u)

La fonction (u — ) est intégrable sur R, donc :

u'/3(1 +u)
4 o0 du
0< Ik < .
TR /0 W31 +u)
, _ 1 ..
Par conséquent, [y = O ](47 . La série E I converge et

la fonction est intégrable sur R.

5 1) La fonction (x o ) rolongée par continuité
. — —

P o tan x - %n_ .

en 0 eten ) est continue et positive sur [O, 5} . Elle est donc

intégrable sur [0, %] . De plus :

/2 X /2
/ dx = / xcotanx d x.
0 tan x 0

T
—. Alors :
> ors

Soitaetbtelsque 0 < a < b <

b b
/ xcotanx dx = [x In(sin(x))]’ + / — In(sin(x)) d x
a a
. s
On fait tendre a vers O et b vers 2

/2 /2
/ o dx = / — In(sin(x))dx = 1T11’12.
0 0 2

tan x

Arctan (x)

2) La fonction (x — A+ D)

> est continue et positive

sur R™. De plus, elle se prolonge par continuité en 0 et
Arctan (x) ™ L
x(1+x2) ~ 2x3°

Exercices : indications et réponses

1
La fonction (x — ;—3) est intégrable sur [1 + oo, donc la
b5

Arctan (x)
x(1 +x2)
Soit A > 0 et u = Arctan (x). On obtient :

A Arctan (x) hEm @)
——dx = du.
o x(1+x2) 0 tan u
°° Arctan (x) /2 x wln2
—————dx = ——dx = .
o x(1+x?) o tanx 2
In(7)

6 La fonction : ( t — —
- ( V-1

sur JO, 1[ et se prolonge par continuité en 1. Or :

fonction (x — > est intégrable sur R™.

Puis :

) est continue et positive

In(z)
V91—t

et la fonction — In est intégrable sur ]0, 1].
On en déduit I’intégrabilité sur ]0, 1[ de la fonction :

~o — In(?)

In(r)
V1=t

t— —

In(z)
V91—t

1
Soit a dans }0, % [ On calcule / — dz en intégrant

par parties. Puis on fait tendre a vers 0.
1
J

zﬁ,,\ 1) La fonction f est continue et positive sur J0, +ool.

In(t)
[—t

dt = 4(1 — In(2)).

Elle se prolonge par continuité en 0.

T .
De plus f(x) ~ioo nx Or une primitive sur [2, +oo[ de la
ﬁ) est la fonction (x — %ln(lnx).)

Cette primitive n’est pas bornée sur [2, +oo[, donc f n’est pas
intégrable sur ]0, +ool.

fonction (x —

2)eSit > 1lout < 0, lafonction f estcontinue et de signe
constant sur |0, 1].

1
f(x) ~0 *m

et cette fonction est intégrable sur ]0, 1]. f
I’est donc.
e Sit = 1, la fonction f est continue et négative sur ]0, 1[ :
1 1
—, f(x) ~v ——.

Ces deux fonctions sont intégrables sur ]0, 1[. f 1’est aussi.

f(x) ~o —

e Sit = 0, la fonction f est continue, positive sur ]0, 1].

1
f(x) ~o m

f n’est pas intégrable sur ]0, 1].

e Sit € ]0, 1[, la fonction f n’est pas continue par morceaux
sur 0, 1] .
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§m, Les fonctions f, sont continues et positives sur ]0, 1].

Sin > 1, f, se prolonge par continuité en O avec f,(0) = 0,

donc f, est intégrable sur ]0, 1]. Et fo(r) =0 0(\%) , donc
fo est aussi intégrable sur ]0, 1].
On fixe a dans ]0, 1.

1 1 1
/(lnt)zdz: [z(lnt)z] 7/ 21Intdt.

D’ou uy = 2.

5 . 2
Pourn > 0, en procedant de méme : u, = 1y
1
(nz)” t) / ])ktk(lnt)2> dr
0o [+ 1 0 —o

1 2
+/(_1)n+]tn+] (lnt)l dr

n+l n+1 (11'1 [)
+11

Terminer en justifiant que lim dr= 0

n—+00o

(1)
0

et en déduire :

(lnt)
o t+1

dt_Z( 1"

(n+ 1)3
9

Au voisinage de a, f(x) = O

f est continue et positive sur la, b[.

(7#=5)

1 .
ﬁ) est intégrable sur ]
X —a

La fonction (x —

aa+b
|

. b
On montre de méme que f est intégrable sur {%, b { .

donc f 1’est aussi.

f est donc intégrable sur ]a, b|.
# + tb%a> est de classe @' et

bijective de ] — 1, 1[ sur Ja, b[.

b 1
/ fx)dx = /
a —1

L’application (t =X =

dt

Vv1—1¢2

= 1.

/’0 La fonction | ¢ +— —L est continue et po-
il Vi = 7 b
sitive sur ]0O, 1[. De plus :
R O LN
Vi =032 T—1 V(L= 1)/

1 1
La fonction (t — —) est intégrable sur {5, 1 { et la

VI—t
_ 1
fonction (¢ — ¢ 3/4) est sur ]O, 5] :
Donc f est intégrable sur ]O, 1[.

1
La fonction (t — U= ?) est de classe @' et bijective de ]0, 1[

+00
dt:f/
1

sur |1, +ool.
' In@)

In(u)
0 Vi(l—1)}

—du.
(u—1)2
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Puis en intégrant par parties :

1 +00
In(z) _dr=—2 du .
0 V1(l —1)2 1 ouvu—1
La fonction (u —x=Vu— 1) est de classe @' et bijective
de ]1, 4+o0[ sur R
1
In(z
&3 t = —21r.
o Vil —1)2

ﬂ Pour tout x > 0,on a:

1 X 1 B 1 X
‘ﬁ/o Fyde <ﬁ/0 If(t)\dt+ﬁ/3 | F()]di

1 B i 1 X X
<$/0 If(t)dt+ﬁ\//3 f(t)lzdt\//B d

en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

e 5
'ﬁ/o Fde| < / | f@lar+ [~ E ,/ I fopd

f/ | F@)ldr + / | FoP .
B

Soit € > 0 fixé. Il existe B > 0 tel que :

/ | f(®)]?dt < e.
B

Ensuite, il existe A > B tel que, pour tout x >

A, on ait

1 /B
ﬁ/ | f(t)|dt < e. Alors, pour tout x > A,ona:
0

1 X
‘ﬁ/o f)dt| < 2e

La suite de fonctions ( f,) définies sur [0, 1] par :

12

-~
Sa(x) = nx(1 — x)"
converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.

fn(x) g -

Le théoréme de convergence dominée s’ applique.

Pour tout x de [0,1],on a0 <

.1,..-22 Pour tout x > 0 : ﬁ = Zef'”.
1

Poser, pour tout x > 0,

fu(x) =sin(x)e”™ et S,(x) =

> fo).
k=1

Alors :
| sm(x)|

—

Appliquer le théoreme de convergence dominée.

|Sn(0)] <



g

I e cos(vn) =

n_ —x X
Z( e

n—x-x
(=D’e 2!

Poser, pour tout  de N et tout x >

0: ﬁl(-x)

/L,,_.-; F est définie sur |1, +oo[. La fonction (¢ — ) est

1
1+1ze

1+«

a a.Onnote f(a,t) =

1+t
Soita et b tels que 1 < a < b. Pour tout « dans [a, b], on a :

1 1
< —
[+ = 1+t“)

<t>1:>0<

et: <t<1:>0<

1 1

La fonction (t — sup (m, Y

)> est intégrable sur

Le théoréme de continuité s’ applique.
1€

A : , Of
met une dérivée partielle par rapport a a, a
a

1) f vérifie les hypotheses du théoreme et ad-

, continue sur

11, +0co[ xR*™. Pour tout [a,b] C]1,+occ[, et pour tout (a,?)
de [a,b] x R™ :

[In¢| |In¢|

L+t47 1+¢2 )"
2) On remarque que :

7/00 7/1 t“Int 7/00
0 0 1

(1+12)
. . 1 Prom 8
Utiliser le changement de variable u = 7 pour la premiere in-

, < t*Int 1
F(a):/l m(t—z—])dlgo

> 2ettoutt de RY, f,(t) =

‘ (a,1)] <

t“Int
(1 +19)?

t“Int
(1 +12)?

tégrale.

3) Poser, pour tout 7 .
) P 1+

Puis montrer que le théoreme de convergence dominée s’ap-
plique : lim F(n) = 1. Lafonction F est décroissante.
n—+oo

Donc lim F = 1.
+00

4) L’application F est décroissante. F admet une limite / dans
R U {+o0} lorsque « tend vers 1.

Montrer par 1’absurde que £ = +o0.

Supposer que / appartienne a R.

dr
1+t

A
VA>0 F(a)}/
1

Les deux termes admettent une limite lorsque « tend vers 1.

A
VA>0 1>/ dr
; 1+t

Exercices : indications et réponses

. 1 .
Or la fonction ¢ — T n’est pas intégrable sur [1, +o0l.

D’ou la contradiction cherchée.

5)F2) = =

Y A

ks
L
0 e
+ /°° et g = VT
.Z“w 1) A € d 2\/5

2) Montrer, en utilisant le corollaire 19.1, que, pour tout p > 1:

@ /“e-axzdx _ /*“ P _ & (Vw
dar \ J, —J dar  dar 2/

D’ou :

/ e dx = v/ml3
0

3 [ e dx=
)/O xe X_E'

4) On procede de méme que dans la question 2) :

dp ° 700(2 _ 4
Tar (/0 xe dx)— —(— 1)

L@p—1 1

2 p+l ab+tl/2”

D’ou :

p!
abtl’

| —

1 —
/ xPHe " dx =
0
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/IS La fonction f est continue et positive sur R*

f(x) ~0 x*~". Donc f estintégrable sur ]0, 1] si, et seulement

si,a—b > —1.

On remarque également que, si b > 1, alors, pour tout x > 1,
1

fx) < — et f estintégrable sur [1, +o0l.

(n+1)mw | |

. sin x
Sib < 1, on pose I, = / —
nmw X

convergence de la série E I,.

dx et on étudie la

eSib>0,ona:

1 T 1 /7T e [
— sinx|“dx < I, < —— sinx|"dx.
(n + Dy /o [sinfdx < I < o, 1eind

eSib<0,ona:

1 T 1 /Tr .
—_— sinx|“dx <[, < — sinx|“dx.
(nm) /o | | D ((n — Dm)P J, | |

Donc :

1 T
I ~ — | sinx|*dx.
(Wﬂ')b/o

La série Z 1, diverge et la fonction f n’est pas intégrable sur
[1,+o0l.
Donc f est intégrable sur R" si, et seulement si :

I<b<a+l.

/‘L.g,,y of>Oetl+iOI£1f7./:a<0.

Il existe donc ¢ > 0 tel que f’ soit négative sur [c,+oo[ . La
fonction f est positive, décroissante sur [c,+oo[ . Elle a donc
une limite / > 0 en +oco.

e La fonction f’ est de signe constant sur [c, +oo[ . Sa primi-
tive f est bornée sur cet intervalle.

Donc f est intégrable sur [c, +00] .

o f' ~i af. f' estde signe constant et @ # 0. f est donc
intégrable sur [c, +o0o[ . Or, elle est décroissante et positive sur
cet intervalle. La série Z f(n) converge.

Z;*"Q' On vérifie tout d’abord 1’existence de I’intégrale.

a—1
La fonction (t — m) est continue, positive sur 0, 1] et :

1+1¢b

“ 1
Sn _ Z(_l)k/(; ta+k[7—] ds
0

1 _(__4b\n+l
:/ taflﬂd[.
B 1+1°

a—1 i (7[[7);1+1
Les fonctions ( r — —— | et ( # +— ¢~ sont in-
141 1+

tégrables sur ]0, 1]. D’ou :

1 ja—1 1 _ ¢byn+l
Sn:/ ! dzf/ 1 GOy,
o L+1° o 1+1°

La deuxieme intégrale tend vers 0 lorsque n tend vers +oo car :

/1 ta ]( tb)nH dt /1 tb(n+1)+a—1dt _ 1
0 1+ 0 a+bn+1)

On en déduit alors 1’égalité :
&2 (_])n 1 ta—]
= dr
; a+nb /0 1+1b
Poura = 1 et b = 3, on obtient :

= (=1 /1 1 n2 =
= dr = —=+—.
;1+3n 0 1+13 3 3.,/3

Avec Maple :
> int(1/(1+t°3),t=0..1) ;

%m(z) + ém/i

-1 o 1
Zﬂ;ﬁ, 1) Pour n > 2, la fonction f, : (x — m)

est continue sur R* et :

| |
d+x)...n+x) ™ 0(?)‘

Cette fonction est donc intégrable sur R".

< dx 1
0< I, < = ;
\"\/0 (1+x) n—1

Donc lim 7, = 0.
n—+00

Pour calculer 7,, on décompose en éléments simples :

1
(14+x)...(n+x) _k:I k+x

N G D s AW G Vi
U= Gh—Din—k! k1) m=D

Soit A > 0.

et:

A n
/ fux)dx = Z[ak In(A) + ax In (1 + %) — a; In(k)].
0 k=1

n
Or, E ar = 0, donc :
k=1

[ T
o (I+x)...(n+x)

Zakln(k)
o (n—1\ (=D
== (kf 1) =11 -

k=1




;8 - ki . D’ou, pour tout x de [0, 1] :

1
kzm<‘
=1

2)

fa(x)
Ju(x)

ol
<D
k=1

() < falx) <

Z

k=1 k=1

En intégrant de 0 a 1, on obtient :

1
1
;5402 vy

1 oo oo
3)/ fn<x>dx:/ fn(x)dx—/ A0 do.
0 0 1

fulr)dx.

On pose u = x — 1 dans
1

1
On obtient/ fu(x)dx = nly.
0

1

Puis fy ~ ————.
s (n + D! In(n)

La série E 1, converge.

2'2' 1) La fonction g est positive et continue sur ]0, 1.
De plus

1
g(x) ~o i et 1—A<1

g(x) ~y _ L et A<

(1 —x)*
Donc g est intégrable sur O, 1.

. t .
2) La fonction (t — U= 1—> est de classe @' et bijective

de [0, 1[ dans [0, +ool.

+00 du
W= |

3) I(A) — J(A) = J(1 — A) en posant v = é
1

viw= [ g
0

u' =21 + u)

1 1 n—-l u"
_ _< _ k k _\yn_®
_/O — <20:( D*u® +(=1) 1+M>du

n—1 1 1 un+)t—1
:Z/ (_l)kuk+)t—ldu+(_1)n/
0 0 0

car chaque intégrale a un sens. De plus :

1
du g/ W ldu =
0

1 n+A—1
u
o< [
o l+u

qui tend vers 0 lorsque n tend vers +o00.

n+A

Donc :

0o 1 oo k
J(A) = Z/O D" du =" (I;I)A .
0 0

Exercices : indications et réponses

_ D &< (=
DN =W+ = Zk+A k-2
D N %
_A+2A El T2
> _/1 fn+x) _/‘ f)
%”“yl)un_ 0 n+x 23 0 n+xd

1
X 1
Posons v, = / ) dx et étudions u, — v,.
0o N

1
u,,fvn:f/ SACIR
o n(m+x)
1
Donc : |un — va| < Sz 8 SUP | f()].

— vy,) est absolument convergente. La série

La série Z (o

1
. . - X
E u, converge si, et seulement si, la série E / AE) d
0o N

converge, donc si, et seulement si, / fx)dx =0.
0

2) Si la fonction (t — @) est intégrable sur [1,+ool,

. t . .
la fonction (t — |f[—()|> Iest. | f| est aussi continue et
@)
t

1-périodique sur R, et la série Z / dt converge.

D’apres la question précédente, on en déduit que :

1
/ | f(x)]dx = 0.
0

Puis f = 0.
T i) :
3) Supposons I’intégrale ¥ dt convergente, mais non
0
absolument convergente. Alors f £ 0. De plus, la série Z Un

1
converge. Donc / fx)dx =0.
0

1
Réciproquement, supposons / f(x)dx =0et f #0.

n+l1 f()

Alors la série Z dt converge.

De plus, pour tout x € [n,n+1],0ona:

(t)

\ ; Sllp |f(x)|

> f@
On en déduit que I’intégrale / ? d1 est convergente et :
0

OO

/ f@ 4 un.
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% 1.) La fonction f est continue de [1, +oo[ dans C. De
plus |x“e""| = x“.
f estintégrable sur [1, +o0[ si, et seulement si, a < —1.

2) Soit a dans [—1,0[. Prenons A >

A
/x“e”dx.
i
A A A
i il g —1 i
/x“e”dx:[fle”xa} +1a/ x“ e dx
1 1 1

A
i LA . —1 i)
=ie' —ie' Aa+1a/ x et dx.

1

1 et calculons

Lorsque A tend vers +o00, ¢ *A” tend vers 0 et :
+00 .
/ x*'e!* dx converge, cara — 1 < —1.
1

+00
L’intégrale / x“e'" dx est convergente et :
1

+00 +00
N o y
/ x“e”dx:1e1+1a/ x e dx.
1 1

3) On remarque que :

2nm+w /4 ’TF\/E
“ dx > ——.
/; X cosxdx = )

nm—m/4

"ﬂ' ) .
On note x, = 2nm — 1 et Xops1 = 20T + T la suite
X2n+1

/ x“ cos x d x ne tend pas vers 0, donc I'intégrale diverge.
X2n

Les intégrales proposées ne sont pas convergentes.

4) Lorsque a < -1, les fonctions (x — x“cosx) et
(x — x“ sin x) sont intégrables sur [1, +oo.

Lorsque @ > 0, on montre de méme que dans la question 3)
+00

que I'intégrale x“ sinx d x n’est pas convergente.

1
Lorsque a est dans [—1,0[, la question 2) permet d’affir-
+00

+00
. z a a -
mer que les intégrales x“cosxdx et / x“ sinxdx
1

1
convergent. De plus, pour tout x, ona:

a

. . cos 2x
|sinx|x* > (sin®x) x“= x“

2

xa
> > 0.
. *° cos 2x . .
L’intégrale / Tx” dx converge, mais I’intégrale
1

+00 a
> dx diverge. La fonction (x — x“sinx) n’est donc

1
pas intégrable sur [1, +oo[. Montrer qu’il en est de méme de la

fonction (x — x cos x).

(n+1)m
5) a) Posons u, = / x“sinx dx. On sait que la série
n

m

E u, converge et que :

/ x”sinxdx:Zun:Z(—l)"/ (n+ 1) sint dr.
0 0 0 0

360

Cette série est alternée et vérifie le critere spécial des séries al-
oo
ternées. Sa somme a le signe de . Donc / x“sinxdx > 0.
0

b) La fonction (x +— cos(xz)) est continue sur R.
On remarque que :

/v\ /7 /4+2nT

V2
\/ —m/4+2nw 2

cos(xz)‘ dx >

1

1/%+2n1‘r

la fonction (x +— cos(xz)) n’est pas intégrable sur R.

La divergence de la série Z permet de dire que

La fonction (x +— u = xz) est de classe @' et bijective sur

[0, +o0]. N N
/0 C;\S}bu_t) du = /0 cos(xz)dx.

L’intégrale / cos(xz) d x converge.
0

La méme technique permet d’établir que 1’intégrale
oo
/ sin(xz) d x est convergente.
0
De plus :
., °° sin(u)
sm(x)dx:/ du > 0.
/0 o 2Vu

25

1) Considérer la suite de fonctions ( f,) définies sur R

par :
0 si x ¢]—00,a]

fn(x) = ’,12)626—nz,\‘2 )
W S1 x € ] — OO,d]

La fonction (u — ue ") est positive sur R et atteint son maxi-
mum en # = 1. On en déduit que, pour tout x :

0< fulx) < m~

Appliquer le théoreme de convergence dominée :

a
lim /
n—+0oQ
— 00

a n3xZe nox na u2n2e u2
2) 72(1)6 = ﬁdu
oo 1+x n*+u

— 00

_ 22
n2x2e nox

dezo

(u = nx).

On considére la suite de fonctions ( f,,) définies par :

0 si u¢]— oo,nal
fuw) =9 226t
———— Si u €] —o00,nal
n2+ u?



Pour tout réel u : 0 < f,(u) < u’e™™. Sia > 0, en appliquant
le théoreme de convergence dominée :

a 3.2 —n?x?
. n'x°e 2 2 0
llm/ 7dx:/ue“du:£
R

n—+oo [ 1+ x2 2

(ct. exercice 17).
e Sia = 0, de méme :

0 3.2 —n%x? 0
. n’x’e 2 2 ™
lim / 7dx=/ ue " duz—\ﬁ_.

n—+0o 1 +_)C2

—oo —o0

2.2
. . a n3xze—nx
eSia <0, lim / ————dx=0.

n—+00o
— 00

Z;*é 1) On pose, pour tout n de N :

fulx) = (] - %)nln(x) i x<n

0 sinon

Pour tout x de R**, on a :
| fu)] < ’(1 _ %)nln(x)’ — (1 _ %) | In(x)| < e | Inx)|

Appliquez le théoreme de convergence dominée :

lim fui(x)dx = / e "In(x)dx.
0

n—+oo 0

2) / (1 - ;—C)nln(x)dx
0

I
:/ n(1 — u)" In(nu)du
0

1 1
:nln(n)/ (lfu)"du+n/(lfu)"ln(u)du
0 0

car les fonctions (u — (1 — u)") et (u — (1 — u)" In(u)) sont
intégrables sur ]0, 1].
a

Intégrer par parties / (1 — w)"In(u)du, avec a un réel de

0
10, 1.
/ (1 —w)"In(u)du

0
_ _ n+1 @ a _ _ n+l
n+1 @ 0 n+1l u

Et:

_/11—(1—M)n+1d_u__/ll—ln+] 1 ”
0 n+1 u o l—1t n+1l

1 ! _
== +1/ (t”+t" ]+...+1)dt +00 :
" 0

L ;+ +l+1
T on+l\n+1 72 ’

Exercices : indications et réponses

Puis :

n

/(lffylln(x)dx

0 n
— i) —— — " L el
TR n+i\ns 1 T T2

=" () — In(n +1) — y +o(1))
n+1

D’ou :/ e "In(x)dx = —y.
0

¥« 1) La fonction est continue sur R et
Z'w,.w ) ¢

lg| = O (exp (ftx2>> aux voisinages de —oo et de +00.

2) Soit u = v/7 x un segment [a, b] de R, (a < b). Alors :

' f(x)exp (ftx2> dx| <

Donc :

‘/}R Fx0)exp (—tx2> dx

Puis :

lim / f(x)exp (ftx2> dx =0.
t—+00 Jp

3) On suppose f(0) # 0. Le calcul précédent donne :

\/;/Rf(x)exp (—tx2> dx = /]Rf (%) exp (—uz) du.

On considere une suite (#,) de réels > 0 tendant vers +oo et,
pour tout n, la fonction f, définie sur R par :

_ & 2
fulw) = f(\/a)exp( u).
OnaVu € R |f,(w)] < | flloo exp(—u?). Le théoréme de

convergence dominée s’ applique.
D’ou :

nEIPoo ) f (\}%) exp (fuz) du = f(O)/]Rexp (7u2> du
= /7 £(0).

Ceci étant obtenu pour toute suite (#,) de réels tendant vers

[ #eep (-6 ax e YL,
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%M. 1) On pose, pour tout x > 0, f,(x) = f(x)e . On

a:|fu(x)| < || floo exp(—x). Avec le théoreme de convergence
dominée :

lim

n—+oo

/00 fx)e ™ dx =0.
0

oo
2) Calculer / n f(x)e” ™ dx en effectuant le changement de
0

A
variables u = nx sur / nf(x)e” " dx, avec A > 0.
0

/Ooonf(x)e*”dx - /OOo f (%) e *du

u — A
Poser, pour n > letu > 0, g.(u) = f (— e “. La méme
majoration permet d’utiliser le théoreme de convergence domi-
née :
oo

lim
n—+oo 0

¥ (Z) e "du = f(O)/Oc e "du= £(0)
n 0

3, — L= /Oc n( f(x) — FO)e ™ dx
0

:/Oc (/A f’(z)dz) ne " dx.
0 0

On fixe A > 0 et on intégre par parties. En faisant tendre A

vers +00 : I, — L = / f'(x)e™™ dx Donc :
0

I,I—LN&,
n

21;2 On vérifie que, pour tout x # 0, la fonction

h(t)

t— = est intégrable sur Jmin(0, x), max(0, x)[ .

X2 —¢
Soit x # 0. On pose t = ux.

U hux)

X
F(x): , \/T—uzm u.
U h(ux)

En notant : G(x) = du, pour x # 0,ona:

F(x) = sgn(x)G(x).

h(ux)
V1 —u?
intégrable sur [0, 1[.

La fonction, ¢, des deux variables admet une dérivée partielle
uh' (ux)
V1 — u?

X et continue par rapport a u. Soit A un réel tel que : 0 < A.

Pour tout x réel, la fonction (u +— ) est continue et

0 . 5
par rapport a x, 8—¢(x, u) = , continue par rapport a
X

Alors i’ est bornée sur [—A, A] et, pour tout x de [—A, A],
ona:

uh'(ux)
V1 — u?

< sup

[X0S) ——
xE[—AA] V1 — u?

362

Les fonctions dominantes sont intégrables sur [0, 1[, donc G est
de classe @' sur R et :

: ()}
1 /
lim G'(x) = G'(0) = uh ©® 4,

0 \/I—Mz

On en déduit que F est de classe @' sur R si, et seulement si,
h(0) = h’(0) = 0.

Z;Q 1) On fixe x > 0. La fonction ¢ — e~ *" f(z) est conti-

nue sur R et |e_” f(t)| < | f(2)|. Donc elle est intégrable
sur R*.

2) Pour tout x > 0 :

1 [e’e)
x(x) :/ xe M f(r)dt +/ xe Y f()dt
0 1

/Ooxef'U f@)dt] < xe” /OC | f1-
1 1

Donc lim / xe M f(r)dr = 0.
X—+00 1

1
Etude de/ xe ' f(t)dr
0

Pour toute suite (x,) tendant vers +oo :

1 Xn
/ xee " F()d1 :/ e f (l> du.
0 0 Xn

On note f, la fonction définie sur R par :

fiw)y=¢e"f (xl) si u€]0,x,[; fu(u) =0 sinon.

n

Avec le théoréme de convergence dominée :

lim

n—+00o

1
/ xee " f()de :/e_u F(O)du = £(0).
R

En définitive, on obtient lim x¢(x) = f(0).
X—+00

3) Pour tout x > 0,ona: |e_"" f(t)| < | f(¢)| La fonction | f|
est intégrable sur R*.

é;l 1) On montre que la fonction f est de classe €™ sur
R" et, pour tout k > 1, :

o k —t
f(k)(x):/ Coykle™
0

(1 + xr)k+t

En particulier :

f’(x):—/ochmo
0

(I+xt)?2 =
f est strictement décroissante sur R”.

2) f(O):/Ooe*’drzlet f’(0):7/
© 0

o0

te”'dr =—1.



On montre que lim f(n) =
n—+0oo

lim f(x)=0.

X—+00

0. f est décroissante, donc

3) Cette équation différentielle est linéaire du premier ordre. On
peut écrire ses solutions sous la forme :
dt+C !
exp | —
PAx

ex 1

w=en(1) [ Y

yx)=exp |\ < : :

avec C dans R.

L’expression C exp <l> tend vers I’infini, si C # 0, lorsque
X

x tend vers 0.
On pose :

1 1 1
g(x):exp(l)/ 7[(1[:/ xitd[
x) Jo t 0 t
A

=x f(x).

De plus, on vérifie que lin}J g(x) =0.
X —

1 . eXp <7;>
Enfin, g(x) = exp (;) / — dz.
0

Or lim e% = 1,
ex 1
AN

x—+00
t

—u

xe
d
(1+xu) "

La fonction | ¢+~ est continue, positive sur

R*". Elle est prolongeable par continuité en 0 et non intégrable

sur R+*.
7):

On en déduit :
X
i / dt = +oc0.
x—+o0o o t

lim
. 1
Puis lim exp ( — ) = Oetenfin:
xX—+00 X

lim g(x) = +o0.

X —+00

Chapitre 8
./I

-
vers 0.

. b4
Pour tout complexe z, la suite (]—> converge

+/n
A partir d’un certain rang :

1 n

T+ V)"

. 1
La série Z ——— 7" converge absolument pour tout z et
(1++/n)

le rayon de convergence de la série entiere est +00.

Exercices : indications et réponses

%, 1) cos2n = cos’n — sin’n et 1 = cos® n + sin® n. 1l est
impossible d’avoir lim cosn = 0.

2) La suite (cos n) nne ggnverge pas vers 0. Donc R < 1.

La suite (cosn) est bornée. Donc d’apres le lemme d’Abel,
R>1.

Finalement R = 1.

3) Pour tout x de | — 1, I[, cos nx" = Re(xe' )" et la série géo-
métrique Z(xei )" converge.

Zcos(n)x = Re (Z(xe )") =

— x cos 1
2xcosl+1

é,, Appliquons la régle de d’Alembert. Le rayon de conver-
gence de la série entiere est 8.

é:w 1) La regle de d’Alembert des séries entieres s’ap-

Z Zn+1

nn+1)2n+1)

et donne 1 pour rayon de convergence.

En posant z = x%, on en déduit que le rayon de convergence de
la série entiere de départ vaut 1 aussi.

2) Les séries entieres suivantes ont 1 pour rayon de conver-
gence :

plique 2 :

x2n+2
Z n

Pour tout x de | — 1, 1] :

2n+2 2n+2

Zn+1 Z2n+1

2 2n+2

X
fx= ; nn+ D2n+ 1)

22(36) Z(X)

n+1 2n+1

2n+1'
n=1

Et:

n+l1
Z(x) —In(1 — x)z(x) — —In(1 — x%) — x%;

n=1

e x2n+1
2 = In(1 —In(1 — x) —
22n+1 n(1 +x) —In(1 — x)

n=1
D’ou I’expression, valable pour tout x de | — 1, 1 :

fx)=3x"—(1

3) Pour tout x de [—1, 1] et tout entier n > 0 :

— )% In(1 — x) — (1 +x)* In(1 + x).

x2n+2 1

— I <
nn+DCn+1)| = 2n3

x2n+2

nn+1)2n+1)
normalement sur [—1, 1] et la fonction somme est continue sur
[—1,1]. Ainsi :

La série de fonctions continues E converge

(oo}

= lim f() = f(1)=3~4In(2).

1
Z nn+DC@n+1)

La fonction étudiée est paire.
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5 Le rayon de convergence de cette série entiere vaut 1.

On pose a, = 1 pour tout n de N, by = 0 et b, = 1 pour tout n
de N*. Alors :
n
Z akbn,k =n.
k=0

X

VxE]fl,l[ ann:m.

n=0

éﬁ, Dans les trois cas, le rayon de convergence est R = 1 et
1—1,1[CcIC[-1,1].

e Dans le premier cas, il s’agit d’une série géométrique.

Donc I =] — 1, 1].

e Dans le deuxieme cas,] = [—1, 1].

e Dans le troisieme cas,I = [—1, 1].

La fonction somme d’une série entiere est continue sur son in-
tervalle ouvert de convergence (ici, | — 1, 1[).

e Dans le deuxieme cas, pour x € [—1,0[, on peut appliquer
le critere spécial des séries alternées et majorer le reste. On en
déduira la convergence uniforme sur [—1, O[, puis la continuité
de la fonction somme sur I = [—1, 1[.

e Dans le troisieme cas, la série de fonctions continues est nor-

malement convergente sur [—1, 1]. Donc, la fonction somme
est continue sur / = [—1,1].

Notons S la fonction somme de cette série entiere. Pour tout x
de]—1,1[:

2n 2 2n

p = % X
S(x):’lgln(n+l)znz1 n

2n

oo
>
n+1
n=1

—In(1 —x2)+i21n(1 —xH+1 six £0
X

S'(x) =
0 six =0

Puisque S(0) = 0, S est la primitive de " qui s’annule en 0.

- (x+

0 six =0

+3x

1) In(1 — x%)+21In =%
S(x) = X l+x

i‘;@, 1) Premiere méthode
Pour tout x de R :

x(1+1)

=1Im Z(l + 1)"

¢" sinx = Ime
Donc :

s n
R e sinx = Y (V2)'sin(n ).
Vx e e sinx (\/_) sm(n4)n!

n=0

364

six #0

Seconde méthode
Les fonctions exponentielle et sinus sont développables en série
entiere sur R. Donc, leur produit I’est aussi et :

(stn)

0 sik =2p
=17
2p+ 1)

Aprés simplification, on obtient :

VxeR exsinx—z
n=0

ENES e = sik=2p+1

x
2p+1 n!’

2) L’unicité des coefficients permet de conclure que, pour tout
entiern > 1:

oo E((n—1)/2)

exsinx:z Z S0

n=1 p=0

E((n—1)/2) -
P _ n o w
Z (-1 (2 +1)—(\/§) sm(n4).
p=0
9 Pour tout x de | — 1, 1] :

-

£ =In(1 = x*) = In(1 — x) — In1 +x2>

RIS D

n=1

/LQ L’équation caractéristique associée a la relation de récur-

rence (1) est :
rr—ar— B =0.

Puisque B # 0, ses racines ne sont pas nulles.

1) Deux cas sont possibles.
e’ +48 #0.

L’équation caractéristique a deux racines complexes distinctes
Aet petil existe (c,d) € C” tel que :

an = cA" +du".
Les deux séries enticres Z A'x" et Z w"x" ont des rayons

. 1 .
de convergence respectifs de — et car ce sont des séries

L
AL el

Donc la série entiere E a,x" aun rayon de convergence :

1 1
R > min — .
- (I/\ ul)
e’ +4B8 =0.

L’équation caractéristique a une racine double u, et il existe
(c,d) € C? tel que :

géométriques.

)

an = (cn+d)u".

. . 1
Les deux séries enticres E nu'x" et E w'x" ont Tl pour
o

rayons de convergence.



Donc, la série entiere E a,x" aun rayon de convergence :

1
~ ful
2) Soit A et u les deux racines (éventuellement confondues) de
I’équation caractéristique rr—ar — B = 0. On note :

. (1 1>
p=min|—, — |.
|

La fonction somme de la série entiere, f, est définie sur le
disque ouvert de centre 0 et de rayon p.
Pour tout z de ce disque, on a :

1—az— ,322 #0et(l —az — ,BZZ) f () = ao+ (a1 — aap)z.

'Z__, 1) Le rayon de convergence est 1.
2) Pourtoutx de] — 1,1[,on a:

(1—x) f(x)= Z f+\/— @
Ainsi que :
1 —x7 fx) =
X — i 2 xn
(V= DWn—1+vn—2)(Vn —2+/n)
@)

3) Etude en —1*

Pour x dans [—1, O, la série Z x" est alternée

1
Vn++/n—1
et vérifie le critere spécial des séries alternées. Pour tout x de
[—1,0[ et tout entier 7 :

[Ru(x)| <

1 n 1
x| < .
’\/r_l+\/n—l \’\/71+\/n—1’

On en déduit que la série de fonctions continues :

2 VT

Le théoreme d’interversion des limites s’ applique :

x" converge uniformément sur [—1, O[.

oo

im f(x) = lzf(:\l/)_

4) Etudeen 1~

1
e La série —_—
S =

positifs. La suite de ses sommes partielles tend vers +oco.
D’apres (1), pour tout x de ]0, 1] :

p—

n=1

est une série divergente a termes

(I =x) flx) = = Sn(x).

f+x/—

On en déduira que 11m (1 —x)f(x) =+o0.

e La série de fonctlons

2 "
Z(\/ﬁ+\/nfl)(\/n71+\/n72)(\/n72+\/ﬁ)x

Exercices : indications et réponses

converge normalement sur [0, 1].
On note :

o]

2
>
—~ Wn+vn—1DWn—1+vn—-2)(/n—2+n
D’apres (2) et le théoreme d’interversion des limites :
lim (1 —x)* f(x) = c.
x—1—

1
De plus : c= lim —— =0.
P N—+o0 /N ++/N — 1
Donc lim (1 — x)? f(x) = 0.
x—1—
5) Soit un réel x de 0, 1[ et un entier n, on a :
1 n 1 —i

1
—— " < X x"
2\/n Vin+vn—1 2vn—1
On déduit de (1) que, pour tout x de 0, 1[ :

N
23

nz2=

n

oo xn
SA—=—x)f(x)<x+ .
237

eu In(x)

u'_)z\/ﬁ

sante et intégrable sur ]0, +oo].
Pour tout n de N* :

n+l1 xn n
g(u)du<—</ g du.
/r; 2\/;1 n—1

oo uln(x) oo
€ €
Donc : / /
1 0

¢ 4 d
2y 2y

Le changement de variable t = v/u

La fonction g : > est continue, positive, décrois-

u In(x)

<SA-0fx) <x+

|Inx| donne :

e dr <1 —x)f(x) < x+

donc :
lim \/|lnx|(lfx)f(x):/ e dr = ?
x—1— 0

De plus, /[ Inx| ~,— (1 — x)'/?. Finalement :

N

f(x) ~1- 2(1 _x)3/2'

/IZ' Puisque R > 1, la série numérique Zak converge
absolument

On en déduit que la série de fonctions de la variable 6

ik6 —ind
E are'”"e """ converge normalement sur [0, 27]. Donc :
k

1 2% oo 1 2
i6\ —inf _ i(k—n)6O
- /0 S(e)e dé ,;:0 ai - /0 € dé.

27
1 :
Or = / ¢ “=0 49 = 5, (le symbole de Kronecker).
™ Jo

Le résultat en découle.
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/Lé Le rayon de convergence de cette série entiere est infini.

Premiere méthode

Pour tout x de R : S(x) + §'(x) + S (x) = e*.

On reconnait une équation différentielle linéaire du second
ordre a coefficients constants.

S est de la forme :

S(x) = ge +ae "% cos (?x) +,[7’ef)“/2 sin (?x) .

De plus, S(0) = §’(0) = 0. On en déduit :
V3

a:f%et,b’:fT.

Seconde méthode

ol - ) 3 si n=3k+2
Onremarque que 1 +j +]j = .

0 sinon
Donc :

€9 3k+2

X n+ n+ x'
St = Z(3k+2)'_z (i i z)n‘

1 ; )
On en déduit : S(x) = = (" +j " + ™).

iLé; On écrit f sur ] — m, w[\{0} sous la forme :

sinx — x
X
fe) = smx
X

. sinx
Les fonctions ¢ : (x — —> et ¢ : (x —
X

se prolongent par continuité en 0.
De plus, sur | — [, ona:

sinx — x
P

)n 2n

) = Z(z T

-1 )n 2n—1

(
v = Z 2n + 1)

Elles sont de classe €™ sur | — ar, 7[ et ¢ ne s’annule pas sur
cet intervalle. Donc f est prolongeable en 0 en une fonction de
classe € sur | — r, 7.

'ZI:,_.-S»' 1) Soit Z a,x" une série entiere de rayon de conver-

gence R > 0. Sa fonction somme est notée y. Si y est solution
de (E)sur| — R, R[,ona:

xy"(x) — y'(x) +4x7 y(x)

= —ai +3a3x* + Z(an+1(n — D+ D +4a,_3)x" =0

n=3

pour tout x de | — R, R[.

L’unicité du développement en série entiere prouve que
ar =a3 =0etque:

Vn>0 apuam+2)n+4)+4a, =0 (€))

366

2) La relation (1) permet de démontrer, par récurrence, que
asps1 = 0 pour tout entier p (respectivement asp3 = 0), car
ai = 0 (respectivement a3 = 0).

3) D’aprés (1), pour tout entier p > 1:

—1

On en déduit par récurrence que :

VpeN ap=C,
P e
De fagon similaire, on prouve que :
(=D”
v N =
PER @2 = G ®

4) Le rayon de convergence de la série entiere Z a,x" estin-
fini.
De plus, pour tout x de R, on a :

o]

Z apx" = ag cos(x?) + a» sin(x?).
n=0

5) Puisque la série entiere obtenue a un rayon de convergence
infini, sa fonction somme est solution de (E) sur R.
L’ensemble des solutions de (E) sur un intervalle / ne conte-
nant pas 0 est un sous-espace vectoriel de C*(I,R) de di-
mension 2, engendré par les restrictions a / des fonctions
(x — cos(xz)) et (x — sin(xz)).

Donc, toute solution de (E) sur R est de la forme :

ap cos(x?) + ap sin(x>) six € R™
yixe—

bo cos(x?) + by sin(x?) six e R™*

avec ao, az, bo, by quatre constantes.

La continuité de y en 0 entraine ap = byo.

De plus, y est deux fois dérivable en 0. On en déduit a, = b,.

Donc, I’ensemble S des solutions de (E) définies sur R est le

sous-espace vectoriel de dimension 2 de C*(R) engendré par
. 2 s

les fonctions (x +— cos(x”)) et (x — sin(x”)).

'ﬁ 1) Pour tout x de [—1, 1] :

ne| =~ pe

.. . x"
La série de fonctions E = converge normalement sur
n

[—1,1]. )
e Le rayon de convergence de la série entiere Z r vaut 1
y! g ne :

Finalement le domaine de définition de f est[—1, 1].

2) La convergence normale évoquée plus haut prouve la conti-

nuité de :
e xn
X — Z P sur [—1,1].
n=1
La continuité de I’exponentielle entraine la continuité de f sur
son domaine de définition.



X n

3) On pose S(x) = Z x_. Cette fonction est de classe €™
nﬂ

n=1
sur | — 1, 1], car c’est la fonction somme d’une série entiere de
rayon de convergence 1.
La fonction exponentielle est de classe € sur R. Donc, f
Pestsur | — 1, 1.
4) De plus, par définition de f, f(0) = 1. Donc, f est solu-
tion, sur | — 1, 1[, du probleme de Cauchy :

{y' = S'(x)y
y0)=1

On suppose 1’existence d’une solution y de (1) développable en
série entiere sur | — 1, 1[ et notée :

oo
y(x) = Zanx".
n=0

Détermination des coefficients a,
La fonction y est solution sur | — 1, 1[ de (1). On en déduit :

@

a():l
n

. 1 An—k
T+l Z (k + 1)a—1

k=0

2

VneN ap

Ceci détermine la suite (a,) de maniere unique par récurrence.
Dans la suite de I’exercice, (a,) désigne la suite calculée a partir
de la relation (2).

Minoration du rayon de convergence de Z ax"

On montre par récurrence que, pour tout n,0 < a, < 1.

Soit R le rayon de convergence de Zanx". Puisque la suite
(a,) est bornée, R > 1.

Identification de f etde y sur] — 1,1

Puisque le rayon de convergence R de cette série enticre est
plus grand que 1, la fonction somme de cette série, y, est de
classe @ sur | — 1, 1[.

La relation (2) permet de prouver que la fonction y est solution,
sur | — 1, 1[, du probléme de Cauchy :

{y' = S5'(x)y
y0)=1

Or, la fonction f est aussi solution de ce probleme de Cauchy.
D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz :

Vxel— L1 f(x)=ykx) = Zanx".
n=0

5) Les séries entieres E a,x" et E na,x" ont le méme rayon
de convergence. Donc, pour tout entier naturel p, E anx" et

E nfa,x" aussi.

Puisque la suite (n”a,) ne converge pas vers 0, la série
E n’a,x" ne converge pas pour x = 1.

On en déduit R = 1.

Exercices : indications et réponses

Application a la série étudiée
Soit un entier p > a.
An—k

1 n
Il = ; (k+ 1ot

n a—l

P _ = n+1
(n+ 1@y = (n+ 1) Z“"’k(ml)

k=0

Donc, pour tout n :

n

n+Dlan > Zanfk >ap = 1.
=0

La suite (n”a,) ne converge pas vers 0. D’apres ce qui précede,
le rayon de convergence cherché est exactement 1.

/!ﬂ% 1) Le critere spécial des séries alternées s’applique a la
P —1 n—1 n
série Z( ) o

2) Dans toute la question, x est fixé dans R.

e La fonction : (7 — cos(xt)e” ™) est continue sur R”. Pour
tout entiern > 1 :

qui converge pour tout x de R.

|cos(xt)e™ | <e™".

Donc, elle est intégrable sur R*.

Une double intégration par parties vous permettra de prouver la
formule demandée.

e Pour tout 7 > 0,e” " €]0, 1] et :

¢ e~ . _
C:fixl) _ Cose SR 1y cos(xrye .
n=1

1+e!

On note S, la n-ieme somme partielle de cette série de fonctions
de la variable 7. Pour tout ¢ de R*™ :

. 1 _ (71))1e—m

Su(t) =D (=1 cos(ane ™ = cos(xne ™ ———
k=1

[S,(0)] < 2e7".

Le théoreme de convergence dominée s’applique et permet de
conclure :

/0 C:fixi)dz =Z(71)"*1/0 cos(xt)e™ dt = f(x).

n=1

3) La fonction cosinus est développable en série entiere et :

cos(xt) = A
R x R* = =) =
Vi HERX o+ 1 ;( Y e+
x2n t2n
Soit x dans R. On pose v, (1) = (—1)" Tk

Alors :

2n e

= _
ogan:/ —dzg/ e~ dt = (2n)!
o € +1 0

Six € ] — 1,1[, la série Z/ |va(2)| d ¢ est convergente,
0
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le théoreme d’intégration terme a terme s’applique et permet

d’€écrire : -
x2
E —1)" an.
/0 o (2n)!

Ceci prouve que la fonction f est développable en série entiere
sur | — 1, 1[. De plus :

cos(xt)
e +1

~(2n)!

° 2n _ —t
e 1
n 2 dr =
¢ /0 2 2

2n
La série (-1
nz% @n)!

le rayon de convergence de cette série entiere est exactement 1.

/Léw 1) De la formule :

a, diverge grossierement pour x = 1 et

dtan
d—( x) = 1+ tan’(x)

on déduit par récurrence que, pour tout entier 7 :

vie]|-2.7|

2°2

@) = Pu(f(x))

T
el-33]
X € D)
ou P, est un polyndme a coefficients réels positifs de degré

n + 1. De fait, on trouve :
Pua(y) = P/ +y?).

Puisque f est positive sur [O, ) [, j(") I’est aussi car P, est a
coefficients positifs.

2) Soitx € [0, g [ D’apres la premiere question, la série :

(n)
£70)

Zn!

est a termes positifs.
La formule de Taylor avec reste intégral nous apprend que :

(k)
fx) = f (O) (x j("”)(t)dz
k 0
(k)
/ GO pegydr >0 va ENZf )
f(’”( )

"ﬂ'
La série entiere Z converge pour tout x de [0, E[

et son rayon de convergence R esttel que R >

N|=]l\) |3

3) Puisque R > ;, la dérivée de g sur } fg [ est obtenue

par dérivation terme a terme :

>

n=1

f20)
T

g'(x) = =1+ "0

n=1

Par ailleurs, I’expression de g” sur cet intervalle s obtient en
effectuant le produit de Cauchy :

e [ (1) w0 pn—b) x"
=> (; (k> roof (0>> .

n=0

g (x)
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Pour n > 1, la formule de Leibniz permet d’écrire :

> (Z) FO@ .

k=0
Or, f(0) = 0. D’ou la formule :

U@ = A+ )" =

/ o - (n+1) x" _ 2 m™m
§'0) = 14" " P05 = 1+g%(x) valable sur ]—5,5[‘

n=1

4)Ona:

m™ o g®
Vxe]*ii[ T+ () |

Le changement de variable y = g(x) dans :

/

permet de conclure qu’il existe un réel ¢ tel que :

g'(x)
1+ g%(x)

T
Vx 6]75,5[ Arctan (g(x)) = x +c.
Or, g(0) = f(0) =0.Doncc =0et:
T
Vxe}fa,z[ g(x) = tanx.

Ceci prouve que la fonction tangente est développable en série

entiere sur } De plus, cette fonction n’est pas conti-

Tr [
2’ 2
nue a gauche en — 2 ; donc le rayon de convergence de sa série

de Taylor est exactement 5

Chapitre 9
4

1)Sia €iZ,a=im, f(x)=e", avec m dans Z.

Dans ce cas :
an(f)=1 et Yn#Em c(f)=0.
2) Sinon, ona: ¢,( f) = (_])nM.
m(a —in)

% La fonction f est a valeurs complexes et paire. Les co-

efficients b, ( f) sont nuls.
1)Sia€iZ,a=imet:

imx —imx

e " +e

f) = S = costmx).
Dans ce cas :
(f)=3 em(N=7 e au(NH=1
Vn € Z\{m —m} c(f)=0.
Vne N\{|m|} a.(f)=0.



2)

Avec Maple :

> plot(cosh(x),x=-2..2,scaling=constrained) ;

A

Pour toutn > 0 :

an(f) _ _/ (eax +e—ax)(einx +e—inx)dx
2w J,
a sh (am)
=(—1)"2— .
=D ™ n® +a?

)

. Pour la premiere fonction, sia € 1%,
o P

a=im, f(x)=¢™,
et pour tout p >
trigonométrique.
Sinon, la somme partielle S,( f) de la série de Fourier de f
est:

Sp(f)(x)

_ sh (m'r) ( i

Pour la seconde fonctlon, sia =im €1Z, f(x) = cos(mx)
f est un polyndme trigonométrique.

Si|p| < |ml|,Sp(f)=0.
Si|p| = |m|,Sp(f) = f.
Sinon, sia € R*™ :

|m|, Sp( f) = f.Eneffet, f estun polyndme

n

5[(a + in)e™ +(a — in)ei”])

cos(nx)].

. sh (ar) 2 " a’
Sp( @) = ———[1+2) (=)' ———

n=1

4

T On sait que :
inf {||f = Qll2; @ € Pu} = [| f = Su(N]]o-
Par conséquent : _
Sia€iZ,a=1im, f(x)=¢"
Pour tout n > |m/|, S,( f) = fet:

inf{[| f = Q|20 € Pu} = 0.

5%

Exercices : indications et réponses

Pour tout n < |m|, S,( f) =Oet:

inf{[| f = Qll250 € Pu} = | fll2 = 1.

Sia € C\iZ, la somme partielle S,( /) de la série de Fourier
de fest:

sh(aTr) (—
e (1.3 0

Dans ce cas, inf{|| f — Ol2; @ € P} = || f — Su( f)]]2 et
le théoreme de Pythagore permet de calculer :

[(a+ik)e™ +(a — ik)e_i’“]> :

£ = SOl =11 Flls = 1SaC Oll-

Avec :
i : . B sh2(21'rRea) S Rea#0
151k = 55 [l ax={ 2mRea
2w J_ . .
1 si Rea=0
et:
2 1 2
1S:( Pl =D le(f)l
k=—n
sh (am . .
= % wzz [la+ik®+|a —ik|*].

. PR L sinnx . ..
. Si la série trigonométrique E était la série de

5
=3

Fourier d’une fonction de CM,, d’apres 1’inégalité de Bessel,

. 1 . .
la série E — serait convergente, ce qui est faux.
n

é e En ce qui concerne la fonction f de I’exercice 1, elle
n’est pas continue, sauf dans le cas a € iZ.
e La fonction f de I’exercice 2 est continue, la suite (S,( f))
converge en moyenne quadratique vers f.

Sia e R™ :
. _ sh(a'rr)
Sp( fHx) = o ZZ( 1) cos(nx)]
Finalement :
sh(am) 2., a® 4| 1 shQaw
(em) [‘+2§3<m>] =3 am

z:,‘ La fonction f de 1’exercice 1 appartient a 1’espace Do.
La formule de Parseval s’ applique :

1
2/_“_ |eat| dl

|sh (aTr)|

- 2 2 2
- <|a|z 2 el ]>

369

(© Hachette Livre - H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit



Analyse PC-PSI

(© Hachette Livre — H Prépa / Math , 2° année, PC/PSI. La photocopie non autorisée est un délit

SiRe(a) = 0, alors :

1

277
Si Re(a) # 0, alors :

m
le|*dr = 1.
—m

sh (2Re(a)r)
2Re(a)w

N 2
at
dt =
7 | e

—

i‘;@, e La fonction f de l'exercice 1 n’est pas continue.

Le théoreme de convergence normale ne s’ applique pas a elle.

e La fonction f del’exercice 2 est continue et de classe e par
morceaux. Le théoreme de convergence normale s’applique.
La série de Fourier de f converge normalement vers f sur R.
En particulier, pour tout x de [—, 7], lorsque a > 0 :

ch(ax) = % [1 +2) (=1 cos(nx)} :
1

n? +a?

g*“ La fonction f de I'exercice 1 est e par morceaux sur
R, donc le théoréme de convergence simple s’ applique :
VxeR

sh (ar)

fix) = )
m

1 - i —in
(5 + ; o latime™ + (@ —inje ”‘])

Mais, de plus, pour x = (2k + 1),

f(x) = ch(am) = =—F— = f,(0).
Ainsi :
o . _sh@m (1 < (D'a
fem= O =1==5 <a +2;GZ+nz>

et:

. sh(am) [ 1 = a
j(w):ch(aw):T<z+2;m>.

On en déduit les sommes de séries suivantes :

- a®+n®> 2ash(am) 2a?

o0
S o=
- a’ +n?

Trch (ar) 1

2a sh(am) 2a2°

/LQ 1) La fonction f est continue sur R, 7-périodique

et paire.
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Avec Maple :
> plot(abs(sin(Pi*t/2)),t=-2%Pi..2%Pi) ;
A

Les coefficients b, ( f) sont nuls et :

2 (" 2 4
an(j): 7/ sin (Tr?t) COS( nTTrt>d[: m
0

2) La formule de Parseval donne :

1 T e aurs 1
?/O sin® (77) dr = 3
4 1S 16
= — 4+ — - .
1T2 2 Z ,‘72(1 _ 4n2)2

1
w2 1

Dot : T ___
ou 6 2

= 1
Z (1 — 4n2y2"

. . . 1
La fonction f est continue et de classe € par morceaux sur R.
Le théoreme de convergence normale s’ applique.

En particulier :
it 2 4 2nit
vieR Jsin(Zo)| = = :
€ sm(T) ﬂ+2w(1_4n2)cos< = )

ﬂ On montre tout d’abord qu’il existe une suite (g(n)), €X-
traite de la suite (a,), telle que la série Z Qg(n) CONVErge.

e Puisque la suite (a,) converge, il existe N tel que, pour tout
n > N,onaita, < 1.

On pose ¢(0) = N. Il existe Ni > N tel que, pour toutn > Nj,
on ait Ap0) + ay < 1.

On pose ¢(1) = N;. En itérant le procédé, on construit une
suite (ae(m)), extraite de la suite (a,) qui convient.

e On considere alors la série de fonctions Z a, cos(nt) dans
laquelle a, = a, s’il existe un entier p tel que :

n=g¢(p) et a, =0 sinon.

La série Z a, est une série a termes positifs convergente et il
existe une infinité de valeurs de n telles que a, = ;.

La série de fonctions Zan cos(nt) est normalement conver-
gente sur R. Sa fonction somme est continue, 2m-périodique.
Elle vérifie la condition souhaitée.



/!2.7 1) Les fonctions f et g sont 2mw-périodiques et paires.
Les coefficients b,( f) et b,(g) sont nuls.

T/2 4
4 T
ao( f)= / x'dx = 0
an( f) = —/ x* cos (n—x) dx
1 3
=(—'T* -—
D (anfn'z n4w4)
7/2 2
aww =7 [ Fax=7
n2
an(g) = —/ x* cos (n—ﬂx> dx = %
n?m

2) Les fonctions f et g sont continues et de classe é! par mor-
ceaux sur R. Chacune est la somme de sa série de Fourier et la
convergence est normale sur R.

En particulier :

VxeR f(x)

:—+T Z( 1)”<2n —-

(I)T2
12+Z n2a?

3 2w
W COS VlT)C
()
n—=x | .
T

et: glx) =
On en déduit :

T2
VieR f()— 8@

T SNV o
=== : e cos n—x ).
3) Avec la formule de Parseval, on obtient :

o 1 8

a
2w = w0

/Lé Les fonctions f et f’ sont continues et 2m-périodiques
sur R. On sait que :

2T
/0 | 712 = 2nl £1E

De plus, la formule de Parseval permet d’écrire :

1R =" leal PP

Or, par hypothese, co( f) = O et, pour tout 7 :

2m
« [C1F =2 s
0
+00
et 1B = D len £

en( f1) = inca( ).

D’ou le résultat.

Exercices : indications et réponses

L égalité n’est possible que si, pour tout 7 :

nlea( O = lea P

Cette condition équivaut a :

VneZ |n|>1=ci(f)=0.

Les fonctions vérifiant 1’égalité sont nécessairement de la
forme :

—it

t— e’ +pe ', avec (A, w) € C2.

Vérifier que toutes conviennent.

/!‘é:u La fonction x +— |sinx| est continue, paire, m-pério-

. 1
dique et de classe € par morceaux sur R. Elle est donc la
somme de sa série de Fourier.

_2 iicos@nx)
T om — 4n? —1°

Cherchons une solution f paire, somme de sa série de Fourier.
On suppose donc qu’il existe une suite (a,) telle que la série

Z a, cos(2nx) converge. Soit f la fonction définie par :

Vx €R |sinx|

VxeR f(x)= 7‘) + Zan cos(2nx).

Supposons de plus cette fonction solution de I’équation diffé-
rentielle. Elle est donc deux fois dérivable sur R et, pour tout
réel x, ona f”(x) = |sinx| — f(x). Ceci entraine que f est
de classe €7 sur R.

On suppose enfin que les dérivées de f s’obtiennent en déri-
vant terme a terme la série.

Par conséquent :

VxeR f'(x)=—_ 4n’a,cos(2nx).
1

La fonction f est donc solution de 1’équation différentielle si,
et seulement si :

2 4

cos(2nx) ao
R - T — 0 = —
Vx e

—1 - 2 +Zan(174n2)cos(2nx)

4 1

2
On prend % == et, pour toutn > 0,a, = ;m

On vérifie que la série de fonctions :

4 1
Z ; m COS(2VLX)

est normalement convergente sur R, ainsi que les séries déri-
vées terme a terme d’ordre 1 et 2. Les hypotheses émises sur f
sont donc justifiées a posteriori.

Les solutions de 1’équation différentielle sont les fonctions :

2 4= 1
X »—>ac0sx+bsinx+; - —chos(%x)

avec a et b deux constantes.
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/‘Id"""'" 1) La fonction f est définie, continue et 2m-périodique

sur R.

Le calcul direct des coefficients de Fourier serait fort malaisé,
a cause des intégrales. Procédons différemment.

Tout d’abord :

1 _ 2¢'*
(e* +er)(e* +e~9)

cha + cosx

On pose €' = u pour réduire en éléments simples.
D’ou:

1 1 1 —a—ix
cha+cosx sha (1 +eiia 1+e*“*i-*) ’

Avec [¢" ‘| =e “ < let|e ™ “| = e “ < 1, on peut utili-

ser le développement en série entiere de ] pour |v| < 1, et

. +v’
on écrit :

1 |

= —~ 1\l —ayn = _1\1(a—ix—ayn+tl
cha+cosx  sha <Z< DACHNY ;< '™ )
= ﬁ (1 +221:(—1)”e*"“ cos(nx)>,

2) Mais, si cette expression « ressemble » a une série de Fourier,
rien ne prouve pour l’instant qu’il s’agisse effectivement de la
série de Fourier de f, car elle n’a pas été obtenue par le calcul
des coefficients de Fourier de f.

Pourtant, si 1’on considére la série de fonctions :

L (1 + 22(—1)"6:_"“ cos(nx))

sha

ona:Vx € R |[(—1)"e " cos(nx)| < e " et la série géo-
métrique de terme général (e “)" converge, donc la série de
fonctions converge normalement sur R. Elle est donc la série

de Fourier de sa somme f(x) =

x ( )m~

<dui cos(nx

3) On en dedun:/_7T mdx = wa,( f)
. dx 2

Sin=0: _dx _ Z2v

. /—ncha+cosx sha

Sin 05 [ g, 2MCUE T
—‘rrCha+COSx sha

/Lé e Avant méme la recherche des solutions, on peut re-
marquer que la fonction sinus convient et que toute combinai-
son linéaire de solutions est solution. L’ensemble des solutions
est donc un sous-espace vectoriel de €°°(R, R), de dimension
supérieure ou égale a 1.

e Soit f une solution. Puisque f est de classe G et 2-
périodique, f estla somme de sa série de Fourier qui converge
normalement sur R.

Donc, pour tout x réel :

f@=co(H+Y. (c,,< e 4+ e f)efm).
1
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On en déduit que :
Vx€R fQx)=co(f)+) (cn(f)ez“”‘ +cn( f)e—zi'”),
1

/ . P . !
De plus, f' est aussi de classe € et 2m-périodique, donc f
est aussi la somme de sa série de Fourier qui converge norma-
lement sur R.

On sait que ¢, ( f') = (in)ca( f)-
D’ob co( f') =0et:

VieR )= () (cn( FE™ — c_u f)e*i'”) .
Donc : :

Vx eR N
2sinaf'(x) = 2sinx Y (in) (en S = coa( e ™)
1

=@ e Y (e e — el )
1

= Zn (Cn(f)ei(nﬂ)x — con( f)ei(li"))‘
1
—en( )T 4 e f)e—i(nﬂ)x).

Et finalement :
Vx €R

CO( f) v Z (Cn( f)e2in,\' + C_n( f)e_zmx)
1

_ Zn (Cn( f)ei(nJrl)x . Cin(f)ei(lfn)x
1
7Cn(f)ei(n71)x +c7n(f)efi(n+l)x>.

Ceci traduit I’égalité, pour tout x réel, de f(2x)et2sinx f’(x).
De plus, puisque f est de classe €, pour tout k > 2, et pour

toutn de Z :
115
len ()] =0<’— >
n

donc les deux séries trigonométriques ci-dessus sont norma-
lement convergentes. Elles sont les séries de Fourier de leurs
sommes qui sont des fonctions continues, égales. D’apres I’ uni-
cité du développement en série de Fourier pour une fonction
continue, 2m-périodique, on peut identifier les coefficients et
on obtient :

e co( f)=—c1(f)—al))

(coefficient de eO) R

0 0 =2ncu(f)— 2n+2)cam( f)
(coefficient de e ®"*D¥)

e ()= 7(2}’1 aF 2)Cl7(2n+2)( f) aF 2nC72n( f)
(coefficient de e ~"@"*1¥)

)

eci(f)=c(f)—3c(f)
(coefficient de e*™) ;
ecu( f)=(2n— Dew—1(f) — @n+ Deapri( f)

(coefficient de ™) :

s



La deuxieme relation nous indique que le terme 2 ncy,( f) est
constant et la troisiéme qu’il en est de méme de 2 nc_2,( f).
Or, si I’on considere que, pour tout k > 2, et pour tout n de Z :

k
|cn<f>|=o<’l )
n

Ceci entraine que ce produit est nul et donc que, pour n non
nul, c2,( f) = 0.

La quatrieme relation indique que ¢3( f) = 0.

Par récurrence, le lecteur montrera alors que, pour toutn > 1,

canr1( f) = 0etc—quny( f) = 0.
En résumé, seuls co( f),c—1( f) et ci( f) sont éventuellement

non nuls, et, co( f) = —c—i1( f) — ci( f).

On obtient alors :

f@) =c(HE" =D +ei(Hie™ —1).

On vérifie que les fonctions de la forme :

x—aE —D+BE ™ —1)
sont solutions.
L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimen-
sion 2.

ﬁ Tout d’abord, si f est de classe €' sur R et vérifie la
relation indiquée, on démontre sans difficulté, par récurrence,
que f est de classe €. Elle est donc la somme de sa série de
Fourier qui converge normalement sur R et il en est de méme
de sa dérivée f’.

Les fonctions (x — f(x + 1) — f(x — D) et (x — A f'(x)),
étant continues et égales, le développement en série de Fourier
est unique et :

VneZ

1" ; 1" ;
? / f(t + 1)672111'}11/1' dr — T / f(t . 1)672111'}11/7' dt
0 0

1 ’ -/ —2imnt /T
= A= t S P
T/o Sf(@e

Or:

1 r g 1 T+1 .
7/' f([+ l)e—2mnt/T dr = 7/ f(u)e—2mn(u—l)/Tdu
0 1

_ e2i7'm/7’Cn( f)
et, de méme :

T . .
% / f([ . 1)672111'}11/1' dr = 672111'n/TCn( f)
0

2imn

De plus, ¢,( f') = cn( f). Donc finalement :
2imn
T

. <2wn >
sin [ =—
_\T )

mn

T

Vn €Z* 2isin (?) e f)=A

D’ou :

cn( f)-

VneZ" c(f)|A— =0.

Exercices : indications et réponses

On introduit alors la fonction g définie sur R* par :

La relation précédente s’écrit :

VneZ el f) <A72g (2%”» - 0.

Or, la fonction g se prolonge par continuité en 0, tend vers 0 en

+00, donc est bornée sur R*.

Donc, si A n’est pas réel ou si |A| est strictement supérieur a

2 sup |g(?)|, tous les coefficients c,( f), pour n dans Z", sont
1R+

nuls et £, est ’espace vectoriel des fonctions constantes. Il est
donc de dimension 1.

2
Or, lim g (%) = 0, donc, a partir d’un certain rang Ny :

n—+oo

A—2g (?)#0, soit  ¢n( f) = 0.

E) est un sous-espace vectoriel de Py,, donc de dimension fi-
nie.

Chapitre 10

j‘,, Il s’agit de calculer :

27
1= | [(@)—z20))x @)+

0
(2(t) — x(0)y' (1) + (x(1) — (1) ()] d1.

On obtient :
I = —2wR(h + R).

Z'\, Vérifier qu’en notant :
- q

P(x,,2) = 38’y +2°, O(x, ¥,2) = 3y’ z +x°
et
R(x,y,2) = 3xz’ + y3,
99 _ 0P 0P OR 9Q _OR
ox 9y 9z Ox 9z Oy’
Ainsi, w est une forme fermée, donc exacte sur R’
On cherche une fonction f telle que :

of _ p.0f _
ox 0y

Une premiere condition est :

ona:

of
i5- =R
Q 0z
0
—f(x, y,2) =3xy + 2.
Ox
On integre par rapport a x :
f@ 3,2 =2y +x2 +8(3,2).
Le calcul de of et of permet de préciser g.
dy 0z

Finalement :

fx,y.2) = xsy +x70+ y3z + ¢, ol ¢ est une constante.
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. _ Yy 1
é Soit 04]‘71(0) = r(O)T (). e :(x,y)— (u,v) = (xy, x) est de classe € sur U.

Puisque r(6+ %) = —r(6),ona e Par construction, ¢(D) = K.

— — YA VA
OMO+ )= OM(0).

La courbe s’obtient en totalité en effectuant 1’étude sur :

}73,3[. K
77

Il y a une direction asymptotique en § = £ T

On cherche donc une asymptote verticale : —

V2

li 0) = ———
L, 5

Y
3

5 e ¢ est une bijection de U dans U car :

2 - =2 = = Vv
Le signe de x+§ donne la position par rapport a I’asymptote. u=xy et v X =X \/> ety -

e En tout point (x, y) de U, le jacobien de ¢ est :

Avec Maple :
X
> with(plots) : Ll vl = ' —22 — 2 # 0.
polarplot (cos(2*t+Pi/4) /cos(t), D(x, y) ;2)’ 1 X
t=-Pi/2..Pi/2,view=[-3..3,-3..3]) ; o
3A Ceci prouve que ¢ est un Cl—difféomorphisme de U dans lui-
méme.
o e La formule d’inversion des matrices donne :
Dx,y) = 1
14 D(u,v) 2v’
= e Puisque ¢(D) = K, I’aire de D est :
=2 2 =l 0 2 3 D
| //dxdy://Mdudv
-7 D x D(u,v)
1 . .
2L =|b— 5 In(a) unités d’aire.
5
La boucle de la strophoide est décrite pour 6 variant de :
W @
8 8"
Son aire est :
/8 1 ,
A= / —r7(0)dé.
—3m/8 2
1. 2—v2 y
Apres calculs, A = V2+=In /Z unités d’aire.
27242 -

44 . On remarque que, pour tout (x, y) de D : Par raison de symé.trie, le centre de gravité G, de coordonnées
o (xg, Y6, 2c) appartient a I’axe (Oz).

Sxy<b et <

Q| =
==

S a. ///zdxdydz 3
= = ///dedydz.
K

1 1 6= ~ 2nR3
SOitU=R+*XR+*,K=[—,b} X [—,a},u:xy,v:z. /// dxdydz
b a X K

374



Utilisons les coordonnées sphériques.

///zdxdydz
K
:/7T (/Oﬂ/z(/ORdep)cosﬁsinﬁdB)dgo: TrTR“.

—T

R
Finalement, la cote de G est : zg = 3

é Reconnaissons un ellipsoide.
Soit le changement de variable défini par :
{R3*>R3

(u,v,w) — (x,y,2) = (au, bv, cw)

Avec Maple :

> with(plots)
implicitplot3d(x~2/3+y~2/5+2%z"2-1,
x=-2..2,y=-3..3,2z=-1..1,grid=[20,20,20],
axes=boxed) ;

¢ définit un automorphisme de R*, donc un @-difféo-
morphisme de R* sur R Son jacobien est indépendant de

D(x,y,z) _

7})('4, ) abc.

(u,v,w) :
Le domaine E est I’'image par ¢ de la boule :

D = {(u, v, w)|u* +v* + w® < 1}.
Le volume de E est :

///dxdydz:///abcdudvdw:?abcunitésde
E D

volume.

z«‘, Premiere méthode

Par raison de symétrie :

//(x+y)dxdy://xdxdy+//ydxdy
K K K
1 (1—-x2)1/2 1
:2/ (/ ydy)dx:/(lfxz)dx:z
0 0 0

W

Exercices : indications et réponses

Deuxiéeme méthode

En utilisant les coordonnées polaires.

//K(x+y)dxdy = [/Oﬂ/z(cosﬁsint)dt] (/01 r2dr> = %

Troisieme méthode

La formule de Green-Riemann permet d’écrire, en notant D le
bord orienté dans le sens positif du domaine K :

2
dxdy = — d
//K(x+y) xdy /D(z+xy> y

- (Vi) er -4

§ Soit K le compact délimité par le triangle, D son bord
orienté.

\
=Y

B

Osons la formule de Green-Riemann pour calculer I’aire du tri-
angle :

//dxdy:/xdy
K D
:/_llx(f%)dx+/]3xdx+/3_1x(él—1)dx

= 3 unités d’aire.

Q"v. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’ applique car 1’appli-
cation (y — sh y) est de classe e

L’application nulle est solution de I’équation différentielle.
Donc c’est la seule solution maximale qui s’annule. On cherche
les solutions qui ne s’annulent pas.

/

Une telle solution vérifie = Il @i g

y = 2Argth [th %exﬂo].
Le domaine de définition de ces fonctions est :

} —oo,xo—ln‘th%‘ [
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=V

—4

/L“ La fonction ((x, y) — e ) est continue et posi-
tive, donc :

) ) ) )
// e " ’dxdyé//ex T dxdy
G K

a)2 a

2 2
g// e "V dxdy.
Cyr

Par passage en coordonnées polaires, on obtient :

a/?2 2
'rr(l —3_02/4) < [/ e_xzdx} < 1T(1 —e_“z/z).
—a/2
On fait tendre a vers +00 :
+00 2
/ e dx =/
g o
‘Z’,, 1) Soit M(x, y,z) un point de R".
MeCsdmeD Me[0O,m]
x=1X
< 3IX,Y)eD Frel0l]{y=1tY
z="h(l —1)

Ces équations caractérisent un point M du cone K et sont une

représentation paramétrique de K.
. R —R3
2) Soit ¢ :
(X,Y,t) — (x,y,2) = (X, tY,h(1 — 1))

e La fonction ¢ est de classe C'sur R’
e Le cone C est I’'image par ¢ du compact :
K={X,Y,t)|(X,Y)eD et te]0,1]}.
o L'ensemble K° des points intérieurs a K est :
K’ ={(X.Y,n|(X,Y)e D" et t€]0,1[}.

— La restriction de ¢ a K est injective.

~

D(x,y,z) _

— = —ht*.
D(X,Y,t) !

—Le jacobiende ¢ est :

S O =
S - O

0
Il ne s’annule pas sur K. Donc :

1
/// dxdydz:/ htz(//dXdY)dz:%hA(D)
K 0 D

ou A(D) est I’aire de la base du cone.

/L,%' Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique car 1’ap-
plication (x — sin x) est de classe e

La fonction sinus s’annule pour x = km (k € Z), donc les fonc-
tions constantes (x — y(x) = kw (k € Z)) sont des solutions

de I’équation.

On cherche les solutions telles que :
Vx yx) €lkm, (k+ D[ (k € Z).
Une telle solution vérifie y' = sin y, soit :

d
,—y = dx.
sin y

Apres intégration :

dceR ln(‘tan%D:x*c.

Puisque y €]k, (k + 1)m[, tan % garde un signe constant.

Pour k = 2p, on obtient : y = km + 2Arctan (¢* ).

Pourk =2p+1,0na:y = (k+ 1)m — 2Arctan (¢ ).




/Lé 1) Soit / le domaine de définition de f et g la fonction
définie sur —/ par : g(x) = — f(—x).

La fonction g est solution du méme probleme de Cauchy que
f.Donc g = f,I = —1 et f estimpaire.

2) On suppose que [ estborné : I =] — a,al, aveca € R.

La fonction f est croissante sur /.

Donc :
Vx>0 f(x)=0.
Puis :
Vx>0 0< f'(x)<1
Intégrons :

Vx>0 0< f(x) < x.

La fonction f est alors croissante et majorée sur /. Elle admet
un prolongement par continuité en a. La fonction prolongée est
@' et est solution de I’équation, ce qui contredit le fait que f
est une solution maximale. Donc / n’est pas borné, I = R.
3) Puisque la fonction f est strictement croissante, on peut
écrire :

Vx>1 0< flx) <e ™D,

Or f(1) > 0, donc f est intégrable sur R* et :
lim f(x) =1 € R.

Deplus:Vx >0 f(x)<I[ et: Yx>0 f'(x)>e ™.

Ainsi :
")dx =€ > ef)“]dx:1 et £>1.
I
0 0

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :

Ja eRY f(a) =1

Ainsi :/ ffydx=0—-1< / e dx = —.
a 1 a e
D’ou 4 < 1+;.

w2

4,‘ o 3 w_ _ W
/Lﬁ_‘» La fonction y est solution de y~ = e
Multiplions les deux membres de 1'équation différentielle
par 2y’.

2 2
1 1

Ona:2yy’ = 720)— " donc y”? = ,2+2w_ (_ - _>'

Yy myzy Yy Yo 2 W7
Traitons le cas yj > 0. Il y a deux possibilités.

2
oy — Zw—l >0
m Yo

On en déduit :

Exercices : indications et réponses

La solution maximale est donc définie sur R*. Le point M
s’éloigne sur le demi-axe (QOy) lorsque le temps # tend vers +o00.
2
1
oy} — 22— <o.
m Yo

. I N 10
La vitesse y* s’annule, a I’instant #;, lorsque :

L’abscisse du point mobile croit de yp a y; lorsque 7 croit de 0 a
11, sa vitesse est alors positive. Puis le point rebrousse chemin.
Son abscisse décroit, sa vitesse est négative.

L’abscisse du point M décroit de y; a 0. Elle tend vers 0 lorsque
t tend vers #, défini par :

o du

\/y,2+2w_z (1 _ 1)
0 m
u Yo

Toutefois, lorsque 7 tend vers 2>, 1a vitesse du point M tend vers
—o0. La solution ne peut étre prolongée au-dela de ;. La solu-
tion maximale est alors définie sur [0, > ].

t— b =

5 . ]
/‘I’,.,/ 1) L’ application ((¢,x) —— sin(zx)) est de classe €

sur R”. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’ applique. Pour tout
couple (to, xo) de réels, il existe une unique solution maximale
¢ de I’équation différentielle telle que : ¢(f9) = xo. De plus,
cette application ¢ est définie sur un intervalle I =]b, a[ et vé-
rifie :

Viel |¢@)| <.

On suppose que a € R.

La fonction qo' est intégrable sur [#p,a[. Donc, ¢ admet une
limite réelle en a. Prolongée par continuité, elle est aussi déri-
vable 2 gauche en a et ¢'(a) = sin(ag(a)). Ceci contredit le
fait que ¢ est maximale.

On a prouvé par 1’absurde que a = +00.

On montre de méme que b = —oo et ainsi / = R.

2) On pose : yy(t) = xp(—1).

La fonction yj, est définie sur R, elle vérifie I’équation différen-
tielle et y,(0) = b. Donc, y, = x;,. La fonction x; est paire.
De plus, la fonction —x; est solution du méme probleme de
Cauchy que x_,. D’ou :

X_p = —Xp.

3) On suppose qu’il existe un réel 7 tel que : x5(fo) = 0. La
fonction nulle est solution de 1’équation différentielle. D’apres
I’unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz, on sait que x;
est I’application nulle. Ceci est faux, donc x;, est a valeurs stric-
tement positives.
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4)

Ayyzf;,(t)

hoqh 2 3 4

Onnote I = {t > 0;Vu € [0,7] xp(u) < fo(u)}.

On sait que x5(0) = £,(0) = b et que x,(0) = O et f,(0) = 1.
Il existe donc 6 > O tel que : [0, 6] C /. Supposons / majoré et
notons 6 = sup /. La continuité des fonctions x; et f, entraine
que 6 estdans / et :

x5(0) < fo(6).
Or I’application f; est dérivable a droite en tout point et :
VieR" f,(t%) > sin(tf(r)).
Plus précisément :
Vi €R\2nwZ f,(t7) > sin(tf(1)).
Il existe donc un voisinage a droite de 6 sur lequel :
(1) < £y ().

Ce voisinage est contenu dans / et / = R.

5) On appelle, pour k dans N, (%, yx) les coordonnées du point
d’intersection du graphe de la fonction f;, avec I’k et ¢ la fonc-
tion définie sur R* par :

e(t) = fo(t) —1t.

Alors t1yr = m, y» = y1, hy» = 2m. Donc, to = 2t;.
On montre de méme que, pour tout entier kK impair :

teel = 1+l 1
k+1 — k k

1 1
O(trs1) = Yiwl — teel = Yk — tk — Etk = o(tr) — Elk-

et

Que se passe-t-il si k est pair ?

GD(tkH) = Yi+1 — g+l

= [yk + (ke1 — 1) — trr1 = Yk — 1k = @(tx).

En définitive, pour tout entier naturel j :

1
P(t2j42) — @(12js1) = _—Zj " 1f2j+1
P(t2j1) — @(r2j) = 0
On additionne ces expressions :
(tajs2) — @(t2j) = ! s < ! t
$lap) = ¢thp) = Tl S Ty

D’ou :

=
- — —_— b.
o(tans2) < <; 2j+1>t1+

1
Or la série Z

2j+1

diverge et ¢(0) > 0.

Il existe donc u > 0 tel que : f,(u) = 0.

D’apres la question 4), on en déduit qu’il existe 7o > O tel que :
xp(fo) = fo.
On considere la fonction ¢ définie sur R* par :
P(t) = xp(t) — 1.

Elle est strictement décroissante sur R*. En effet, les points tels
que : xp(t) = 1 sont des points isolés.
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