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1 Multiples et diviseurs

Définition 1 On dit que a est un multiple de b, si et seulement si, il existe un entier

k tel que :
a=kb

On peut dire aussi que : a est divisible par b, b est un diviseur de a ou b divise a.

Exemple :
54 est un multiple de 6 etde 9 car: 54 =6 X9
26 est un multiple de 2 etde 13 : car 26 =2 x 13

2 Nombres premiers

2.1 Définition

Définition 2 On dit d’un entier a est un nombre premier, si et seulement si il admet
exactement deux diviseurs 1 et lui-méme.

Attention : 1 n’est pas un nombre premier car il n’a qu’un seul diviseur : lui-méme.

Les nombres premiers inférieur a 100 sont :

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 13, 79, 83, 89, 97.

2.2 Critere d’arrét

Théoreme 1 Un nombre n’est pas premier, si et seulement si, il existe un facteur
premier p tel que :
2<p< Vn

Remarque : Si I’on ne peut trouver un tel nombre p, alors le nombre est premier.

Exemples :
1. Montrons que 109 est premier.
On effectue un encadrement : 10 < V109 < 11

On essaie les diviseurs premiers jusqu’a 11 exclus, c’est a dire 2, 3, 5 et 7. Aucun
de ces nombres divise 109 donc 109 est premier.

2. Montrons que 323 n’est pas premier
On effectue un encadrement : 17 < V323 < 18
323 n’est pas divisible par : 2, 3,5, 7, 11, et 13.
Par contre, il est divisible par 17 car : 323 = 17 x 19.
Donc 323 n’est pas premier.
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2.3 DECOMPOSITION EN NOMBRES PREMIERS 3

2.3 Décomposition en nombres premiers

Théoreme 2 Tout nombre entier supérieur ou égal a deux peut se décomposer de
facon unique en produit de facteurs premiers.

Pour décomposer un nombre entier en produit de facteurs premiers, on teste les nom-
bres premiers dans 1’ordre croissant. On commence a 2 puis 3, 5, ...

Exemple : Décomposons 16 758 en nombres premiers

16 758
8379
2793

931
133
19
1

16758 =2 x32x7*%x 19

—_—d N W W N

2.4 Nombres de diviseurs

Théoreme 3 Si un entier N se décompose en nombres premiers de la facon suivante :
N=a"xWPxc...
Alors le nombre de diviseurs de N est :

nombre de diviseurs = (¢ + 1)(B+ 1)(y +1)...

Exemple : Trouvons le nombre de diviseurs de 120

On décompose 120 en nombres premiers :

120
60
30
15

5
1

120 = 2° x 3! x 5!

[V, BRVS T O \O I \9)

il y adonc:
BG+DA+1)(1+1)=4x%x2x2=16diviseurs

On peut trouver les diviseurs de 120 de fagon intuitives :
D1,y = {1,120, 2,60, 3,40,4,30,5,24,6,20,8, 15, 10, 12}

On peut aussi les retrouver en faisant un arbre :
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2.5 APPLICATION 4

2 2 2’ 2
1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3
1 1 1 5 1 1 1 5 1
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
1 5 3 15 2 10 6 30 4 20 12 60 8 40 24 120

2.5 Application

Soit le probleme suivant :
Déterminer le nombre entier N satisfaisant simultanément aux trois conditions ci-
dessous :

1. N est divisible par 6
2. N n’est pas divisible par 8.
3. N a exactement 15 diviseurs.

=2g0= 0= 0= 0= JUS I0S JRUS) QLS QS JOS) QLS S JS) JUS S JUSE 0= 0=

Si N a exactement 15 diviseurs et si la décomposition en nombres premiers de N est :
N=a*xblxc’... alorsona:

(a+ DB+ D(y+1)---=15

La seule décomposition de 15 avec des diviseurs supérieurs a 1 est: 15 =3 X 5

Donc N n’admet que deux diviseurs premiers dans sa décompostion. De plus N est
divisible par 6 et 6 = 2 X 3, les deux facteurs premiers de N sont donc 2 et 3.

N=2'% avec (a+D@B+1)=15
Comme N n’est pas divisible par8ona: a <3
Onadonc:a+1=3 e p+1=5
Ontrouvealors:a =2 et p[=4

Le nombre cherchéest : N =22 x3* =4 x 81 = 324

3 PGCD et PPCM

3.1 Définition

Définition 3 On appelle PGCD(a, b) le plus grand commun diviseurs des entiers a
et b.
On appelle PPCM(a, b) le plus petit commun multiple des entiers a et b.
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3.2 L’ALGORITHME D’ EUCLIDE 5

Théoréme 4 Entre le PGCD(a, b) et le PPCM(a, b), on a la relation suivante :

aXxb
PPCM(a,b) = ——————
@b) = pecDab)
Exemples :
28 x 77
1. PGCDQR28,77)=7 et PPCM(28,77)= =28 x 11 =308
18 x 42
2. PGCD(18,42)=6 et PPCM(18,42) = =18x7 =126

Dans ces deux exemples, le PGCD est immédiat car les nombres ne sont pas trop
grands. Lorsque cela n’est plus aussi immédiat, deux méthodes sont possibles : 1’algo-
rithme d’Euclide ou la décomposition en nombres premiers.

3.2 L’algorithme d’Euclide

Théoreme 5 Soit deux entiers a et b, pour connaitre le PPCM(a, b), on effectue les
divisions euclidiennes successives suivantes :

a:bq0+r0
b:r0q1+r1

ro =rqx+nr

Le dernier reste non nul correspond au PGCD(a, b)

Exemples :
1. Déterminons le PGCD(945,882)

On effectue les divisions suivantes :

945 =882 x 1 + 63
882 =63x14+0

Donc PGCD(945,882) = 63
2. Déterminons le PGCD(935,561)

On effectue les divisions suivantes :

935 =561 x1+374
561 =374 x 1+ 187
374 =187 x2+0

Donc PGCD(935,561) = 187

Remarque : On s’apercoit sur ces deux exemples de I’efficacité de cet algorithme.

A titre de comparaison, utilisons pour déterminer le PGCD(945, 882) une décompo-
sition en nombres premiers.
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3.3 NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX 6

945 | 3 882 | 2
315 | 3 441 | 3
105 | 3 147 | 3
3515 49 | 7
717 717
1 1
945 =33 x5x%x7 882 =2x32x7?

Pour déterminer le PGCD, il suffit de prendre les facteurs en commun, donc :

PGCD(945,882) = 3> x7 = 63

3.3 Nombres premiers entre eux

Définition 4 Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux si et seulement si

PGCD(a,b) =1

Exemples :
1. PGCD(9,16) = 1 car9 = 3% et 16 = 4°.
9 et 16 sont premiers entre eux
2. Déterminons le PGCD(1 600, 229) par I’algorithme d’Euclide :

1 600 =229 x 6 + 226
229 =226 x1+3
226 =3x75+1

3=1%x3+0

Donc PGCD(1 600,229) =1,

les nombres 1 600 et 229 sont donc premiers entre eux.

3.4 Utilisation du PGCD et du PPCM

Soit le probleme suivant :

1. Onveut découper un rectangle de 24 cm sur 40 cm en carrés dont le coté est le plus
long possible, sans perte.
Quel doit étre le coté du carré ?

2. On dispose d’un grand nombre de rectangles du type précédent que I’on veut as-
sembler bord a bord pour former un carré le plus petit possible.
Quel doit étre le coté du carré ?

0= 0= QN0=) 0= 0= QLU= S J1V="J1=>q0=>JH0=>J00=) Q0= 0= QLU= JIU=) V=) J =) J =)
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3.4 UTtisatioN pu PGCD er pu PPCM 7

1. On peut faire le schéma suivant :

24

<§>

A

40

Y

2. On peut faire le schéma suivant :

24|

40
-

Soit a la longueur du c6té du carré.

S’il n’y a pas de perte, a doit diviser 24
et 42. Donc a est un diviseur commun a
24 et 40.

Comme a doit étre le plus grand pos-
sible, on a :

a = PGCD®40,24) =8

Soit b la longueur du c6té du carré.
Si les rectangles sont mis bout a bout,
b doit étre un multiple de 24 et 40.

Donc b est un multiple commun a 24 et
40.

Comme b doit étre le plus petit possible,
ona:

b = PPCM(40,24) =

_40x24
8

40 x 24
PGCD(40,24)

b =40x3 =120
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