[ Equations et Inéquations du 2°™ degré & une inconnue ]

1y Equations du 2™ degré d une inconnue : D

)

s g  mgm ~
1) Définitions :
On appelle équation du 2ém degré a une inconnue X, toute égalité de la forme a x2
Avec aeIR*, belR etce IR

Exemple : —2x2+5x—7=0 estune équation du 2/ X connue X.
(a=-2 ;b=b5et c=-7)

2) Vocabulaire
a) Discriminant
Le nombre A = b2 —4ac est appelé discriminant de [’équation du second degré ax® + bx + ¢ =
b) La forme canonique de ax?+b X+ :

Navec A=Db?—4aget a

4a?

b
ax? + bx + c=a[(x+—)?>—-
[(x+==)

Exemple: l
3x2—2x+5=a[(x+2£)2 4a2] ‘_(aas*g=—2etc=5) A=(-2)2-4x 3x5=4—-60 =-56

D’oit 3x2 —2x+5=3[(X+—

-56
)2 — \g[ — )2 + == ette écriture est appelée forme
2x 3 4%x9 (x ) }\' PP

canonique de 3x2-2x+5

3) Solution d’une équation du second degré: ax + bx+ c=
Un réel x, estune solution (ou?%me) de équation (E): ax? + bx+ c= 0 siet seulement Si
ax,2 + bx, 0o LT 0

Exemple: &: X=6=0
< -3 estune solution ’équation \(E): x2 + x—6= 0 car (E): 32 +(-3)—6= 9-9=0
< 2  estune solution de I’équa (BE): x2 + x—6= 0 car (E): 22 +2—-6= 6-6=0

< 5 n’estpas une solution de ’équation (E): x2 + x—6= 0 car
(E)i52 +(-5)—6= 25-11=14 %0
4) Racines (ou solu?l‘/ns ) d’une équation du second degré
ax?2 +bx+c=0
Soit S= I’ensemble des solutions dans IR de I’équation a x> + bx+ c= 0 aveca=0 .

1°" Cas : (si a<0)

L’equation a x2 + bx+ c= 0 n’admet pas de racineréelle. S, =& .
ExemQIe: (E): -4x2 +5x—3=0 ona (a=-4 ;b=5etc=-3)
A=(5)2-4x(—4)x(-3)=25-48=-23<0

Donc L’équation (E): -4x2 +5 x—3= 0n’admet pas de racine réelle. S, = .

éme .
27" Cas : (sia=0)
L' équation a x2 + bx+ c= 0 admet une seule racine dite « double ».
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b b
X, =X, =_2_a donc SIR = {_2_8.}

Exemgle: (E): 4 —43x+3=0 ona
(a=4 ;b=—-43etc=3) A=(-4/3)>-4x4x3=48-48=0
L' équation (E): 4x2 —44/3 x+3= 0admet une seule racine dite «.double ».

b —aV3_\B Yl

X, =X =——= doncS -_—
toe 2a 2x4 2 {2

éme .
37" Cas : (i A>0)
L' équation a x2 + bx+ c= 0 admet deux racines distt

_—b+A —b—A —b+A
2a

1= 2a et X2 =T dOﬂC SIR = {

Exemgle: (E): x2 =5x+6= 0 ona (a=1;b=—Set\c=6)
A=(1)>-4x6=25—-24=1>0
L' equation (E): x2 —5 x+6= 0admet deux racines\disti

x = —(=5)+1 _ 5+1 o~ —(-5)-+1 5) Ji ¢S, = (3 2)

2

2a

5) Eactorisation : \ /

1% Cas : (si A<0) l & ‘

eut pas factoriser . a x2 + bx+ c= 0 aveca=0

% Si A<O0 alorsonn

ExemQIe: Factoriser ’expression : -4x2 +5x—3 ona (a=-4 ;b=5etc=-3)
A=(5)2:4x(—4)x(—3)=25~48 =—23 <0 Donc On ne peut pas factoriser . -4x? +5 x—3

eme CasN
b

: b
“ siA=0alors ax2 + bx+ c= a(x+—)>; X, =X,=———
2a 2a

Exemgle: Factg‘.iyr Pexpression  4x2 —4+/3 x+3

ona (a=4;b=-43etc=3)et A=(-43)24x4x3=48—-48=0
L' équation (E): 4x2 —4+/3 x+3= 0admet une seule racine double

b _ -4y3_3 V3

X, =X, =——=— donc 4x2 —4 = 4(x-—)?
1T T T T T x4 T 2 X =43 x+ 3= 40-%)

3°M Cas : (si A>0)

—b+A )(X_—b—\/x)

& Si A>0 alors @ X% + bx+ c=a (x- oa oa

=a(X-x, )(X— X, )
ExemQIe: Factoriser I’expression ~ 2x2 —3 x—2
ona (a=2;b=-3etc=-2)et A=(-3)2-4x2x(—2)=9+16=25>0donc /A =25=5
L' équation (E): 2x2 —3 x—2= 0admet deux racines distinctes

—(-3)+5_8 _ —(-3)-5 1 ... 1
Xl:T_Z —2 et X2=T=—E.D0u 2X2 —3x-2 =2(X'2)(X+E)
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6) Le discriminant réeduit :
(E) : ax® + bx+ c= 0Oaveca=0
Si b=2b’ alors Le nombre A’ =b'2—ac est appelé discriminant réduit de [’équation du second degré
ax? +bx+c=0

1% Cas : (si A" <0) 4

< L’équation a x> + bx+ c= 0 n’admet pas de racine réelle. S, =& .

Exemple: E): -ax +243x-3=0 ona (a=-4 ;b=2y3 <2b%tc=—3)
(a=—4 ;b =3etc=-3) A'=b'2—ac=+/32-(—4)x(-3)=
Donc L’équation (E)n’admet pas de racine reelle. S, =Q

2°™ Cas : (si A'=0)
< L'equation ax2 + bx+ c= 0 admet une seule racine dite « doublem. x, = x, = — Sr=1{- b }
a a
Exemple: E): 4 —4/3x+3=0 ona (a=4;b=2x(= etc = 3)
(a=4;b'=—2J§etc=3) A'\=b'2—ac=(—2\/§ —-12=0
L' équation (E)admet ung seule racine dit
X, =X, =—b—=—&£ donc S, ={
B a b ‘K’
3°M Cas : (si A’ >0)l\,
+ L'équation a x2 + bx+ c= 0 admet deux racines distinctes x, _ThHNAT X, _Th-vA
a a
donc S, = {_b+ AT —b-vA }
a a
Exemglef'\eE): X2 +8x+6= 0 0na (a=1;b=2x4=2b"etc=6)
(a=1;b"=4etc=6) A'=4>-6=16—-6=10>0
L' équation (E)admet deux racines-distinctgs x, =_4% ‘10=-4+»\/10 et X, =_4+ ‘10=—4—x/10
donc S, = { -4+410 ,—4-410}
Remarques : @K + bx+c=0aveca=0
a) Si ac<Oalors A>0 et [’équation (E)admet deux racines distinctes de signe contraires
(car x, x X, =S<0)
a
b) Si a+b+c =0 alors x,=1et X, = © sont deux racines distinctes de (E) sp=1{1 ,E}.
a a
Exemple: E): 22 -9x+7=0 ona (a=2;b=-9tc=7)
a+b+c =2-9+7=0 alors x,=1et x,= E:% sont deux racines distinctes de (E) S;= {1 ,75}.
a
c) Sia -b+c =0 alors x,=-1et X, = —£ sont deux racines distinctes de (E) Sg=1{-1 ,-E}.
a a

Exemple: E):3x2+4x+1=0 ona (a=3;b=4etc=1)

a-b+c =3-4+1=0 alors x, =—-1et x,= ~C __ L sont deux racines distinctes de (E) Sg={-1 =}
a 3
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7) Somme et produit des racines d’une égquation
De second degre :

Soit (E) : ax2 +bx + ¢ = 0 uneinéquation de second degré admet deux racines distinctes x, et X,

S=X,+X,=——
On pose S=x,+Xx, et P=x;x, alors
P=XxX,=
Conséguence :
< Si X, estune racine de (E) on peut déterminer ’autre racine X, en utilisant S = X, ou P=x X,
si x, #0 \

Exemple: soit () : 2x¢ +(V32v2)x -6 =0
1) Sans calculer le discriminant A montrer que I’équation (E)
X1 €etXx, de signes contraires

2) Vérifier que J2 estune racine de I’ équation (E
3) Déterminer alors sans calculer le discriminant A

Réponse: soit (E) - o2 K (J3-242)x <6 = 0 (a=2:b=+3-2J2 etc=-6 )
1) ac=-26< 0 alors A>0 Fﬂ” W(E)admetde

racines distinctes de signe contraires
\'
(car x, x X, = <0)
a

2) 2(J2)2 +(43-2 V2 -6 = 4+f6-4—-J6=0 donc/2 est une racine de I’équation (E)
3) Ona x, = 2 est une racine de 1 *équation (E) on peut déterminer I’autre racine X, en utilisant
S=x, + X, ou P=x,Xx,

1erem

eux racines distinctes

D2 + -J6 =0 (a=2;b=+3-22 etc=-+6 )
S:x1+x2=—§=—% et X1=\/§ sig
CE N N S B -
2 2 2 2 2
2°™ méthode :

P:x1x2=§=i et x, =2 sig x, =

D’on SIR { \/_ '£}
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8) Recherche de deux réel x et y connaissant leur Somme S et
leur produit P :

< Résoudre dans IR? le systeme suivant : {

X+y=3S
X y=P

Soit S et P deux réels 4
+y=
X y=

ére - s
1" Cas : si s2—4P <0 alors il n’existe aucun couple (x, y) tel que {

S.=9

IR?

éme . . . , X+y=
2 Cas : si s2—4P >0 alorsil existe deux réels x ety tel que { y b
- X y=

Avec Xx ety sont deux racines de I’équation X? - SX+P =0

Sie = {(X,¥):(y,x)

X+y= ;3#5\
kyi

RéQOﬂSG -On pose S=x+ yzijt&xyzl ~

Exemplel :

Trouver deux réels x et y tel que :

V2
Ona s2— \/_ - —E_4_%=%>o donc il existe deux réels x et y tel que X+y= 2
xy =1
32
Avec XetySGnJ\euxracmes de ’équation X? — SX + P = X2 ——X + 1 =0o0na
)2—4—2—4=2=1>0
4 4 2
WZ_[T 32 2
o 2 2__2 2 _N2
2
2 2 2
{f f)(ff}
Exemple2 :
X+y=4
Trouver deux réels x et y tel que : { y
Xy =5

Régonse -Onpose S=x+y=4 etP=xy=5
Ona S2—4P =(4)2—4x5=16—-20=-4<0

4

alors il n’existe aucun couple (x, y) tel que { _5
X

Sp=9
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E 1y Inéquations du second degré a une inconnue réelle: D

1. Définitions : Les inéquations du type ax®+bx +c >00uax2+bx+c<0 ou
ax?2+bx+c>00uax?2+bx+c<0 avec a e IR* qu’on appelle inéquation du second degré a une
inconnue reelle .

[N

Exemr_)le . 5x*+3x -4 >0 estune inéquation du second degré auhe inconnue réelle x
2. Résolution de l’inéquation du second degré a une ifnconnue X :

¢+ Reésoudre une inéquation du second degré a une inconnue x, c’est trouver. toutesles valeurs que
[’on peut donner a x pour que l’inégalité soit juste.
% En étudiant le signe de ax*+bx +c ; a=0, on pourra résoudre les inéqua
ax’+bx +c 20 ou ax2+bx+c<0 ou ax2+bx+¢>0 ou ax?+bx+c<

% Le signe de ax*+bx + ¢ dépend de signe de a et du signe dexA

Signe du trinbme ax?+ b X +C:avec ae IR*
1% Cas : (si A<0)

avec ae IR* .

< Si A<0 alors le signe de ax? %c est celui def a\ po xelR .
X \ V4 ‘—oo \ +o0

ax2+bx-:\c ! Signede ( a )
Exemples : i
a) Résoudre dans IR l’inéquation —4x2‘lk\5¢0— 3<0 ona (
A=(5)>-4x(—4)x(—-3)=25—48 =—23<0
Donc pourtout xe IR -4x2 +5x—3<0 (car a=-4<0).

Dow_S,, = IR
b) Résoudre dans IR l’inéquation -4x2 +5x—-3>0 ona (a=-4<0;b=5etc=-3)
A=(5)-4x(54)x(~8)=25-48=-23 <0
Donc pour tout xe IR. -4x2 +5x—3<0 (car a=-4<0).

i Sp=O

4 <0 ;b=5etc=-3)

2°M Cas : (i A=0)
b

% si A=0 alors L'équation (E): ax2 +bx+c= Oadmetune seule racine double x, = x, =0
a

et ax2 + bx+ c= a(x+2—ls“‘$2 alors le signe de ax®*+bx +c estceluide a .
a

-b /’2a
X |- o0 +00
ax?+bx +c ‘ Signede (a ) b Signede ( a )
Exemples :

a) Résoudre dans IR linéquation -3x2 +6~/2 x—6<0 .
Ona: (a=-3<0;b=6+2etc=-6)
A=(6+2 )2-4x (=3)x(—6)=72-72=0 alors L'équation -3x2 +6+/2 x—6=0admet une seule racine
double x, = x, = _b__ V2 _ J2et -3x2 +642 x—6= -3(x-+/2)? alors le signe de
2a  2x(=3)
-3x2 +6+/2 x—6 estcelui de a=-3<0
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Ne
X |- o0 | +o0

-3x2 +6\/§X—6 ‘ - J) B

Donc pourtout xe IR -3x2 +6+/2 x—6<0 D’on S = IR\ {\E}

[N

b) Résoudre dans IR linéquation -3x2 +6+2 x—6>0 .
Pourtout xe IR -3x2 +6/2 x—6<0 Dot S,= &

¢) Résoudre dans IR linégquation -3x2 +6+2 x—6>0 .
Pourtout xe IR -3¢ +642x-6<0  D'oir S, = {2}

d) Résoudre dans IR I’inéquation -3x2 +62 x—6<0 .
Pourtout xe IR -3x2 +62 x—-6<0 D’oit S, = IR

3™ Cas : (si A>0)
Si A>0 L'équation a x2 + bx+ c= 0 admetMracines distincte et X, = -b—JA
2 2a
on suppose que x ,= 2+ N4 _b+\/K \; b \/_
Tableaux de signes : axz + nu. Commy
XZ Xl
X J > | | +o0
ax? +bx +¢ \ Signe de (a ) [ Signede (-a )} Signede (a)

Exemples :

a) Résoudre dans IR l’inéquation” 2x2 —3 x—2<0
ona (a=2>0;b=-3etc=-2)et A=(-3)24x2x(—2)=9+16=25>0donc V' A=/25=5

L' équatio 2 _3 x-~2= 0admet deux racines distinctes
—(-3)+5_8 _ 1 .,
X, = — A 2 =—E.D0u 2x2 —3X—-2=2(x-2)(x+=)
Tableaux de signes : 2xz —3x-2 1
-3
v Y, | ? o
2x2 —3x—2 ‘ + ¢ - 4) +
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Exemples :

a) Résoudre dans IR ’inéquation -7x2 —3 x+4<0
ona (a=—-7<0;b=—-3etc=4)

a-b+c=-7-(-3)+4=0 alors x,=-1et x,= — E=—i=$son
a

X racines distinctes

de I' equation (E): -7x2 =3 x+4= 0 .D’0u -7x2 —3 x+4 =—-7(x+1) ( x-

Tableaux de signes : -7x2 —3 x+4

X ‘—00 +o0

-7x2 —3x+4 ‘ -

b) Résoudre dans IR !’inéquation -7\<2 —3x+4<0:

\V 4

C) Résoudre dans IR Dlinéquation Six? =3X34>0 :

-

d) Résoudre dans IR ’inéquation -7x2 —3 X+4>0 :

™~
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P(x) = ax2 + bx + ¢ est un trinbme du second degré (a=0 ), et A =b? —4acest

RECAPITULATIE COMPLET DU‘CHAPITRE

Equations et Inéquations du 2°™ deqré & une inconnue

Sa forme canonique estax2 + bx + c =a[(x+£)2 _A]
2a 432"
N\
Si A<O Si A=0 \
Racines(solutions de | L' équation a x2 + bx+ c= 0 L' équationa x2 L' équation a x2 + bx+ c= 0 admet deux
ax2 + bx+ c= 0) |n’'admet pas de racine réelle . ~ racines distinctes
Sg=9 . — —b—
R X, = b+—\/K et X, = b—\/Z donc
\ 2a 2a
V4 b+JA —b-vA
Sr={ ) }
2a 2a

\—J\

Factorisation

AN

on ne peut pas factoriser .

—b+A —b-JA
ax2 + bx+c ax? + bx+ c= 0aveca=0 ax? + bx+ c=a(x-T)(x-T)
TN =a(x-X, )( X=X, )
Tableaux de signes
P(X)=a x? + bx+ ¢ T |- 4o | i b X - Xy I +
Sime de . Comede | , Signe de | . oppose du|
o signe de g 1o e 1ome de S |senedeal ; signe de g
Pix] k By | Sgeca | ageded Pix) " signe dea|®
\ —b++/A —b—-+A
\/ a=- i X = N2 J_ et X, = J_
2a 2a 2a
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