Fonctions sinus et cosinus

Ce que dit le programme :

Fonctions sinus | « Connaitre la dérivée des fonctions On fait le lien entre le nombre dérivé de la fonction sinus en 0 et

et cosinus sinus et cosinus. la limite en 0 de sin x

« Connaitre quelques propriétés de ces | En dehors des exemples étudiés, aucun développement n’est

fonctions, notamment parité et attendu sur les notions de périodicité et de parité.
périodicité.
On fait le lien entre les résultats obtenus en utilisant le cercle
« Connaitre les représentations trigonométrique et les représentations graphiques des fonctions
graphiques de ces fonctions. XH>cosxetx> sinx.

l. Parité et périodicité d'une fonction
1.1) Fonctions paires

Définition 1.

Soit D un intervalle ou une réunion d'intervalles de R . On dit que D est symétrique
par rapport a zéro ou que D est centré en zéro, si et seulement si :
Pourtout x€R : [ x€D ssi —x€D ]

Exemples.
R, R\{0] , [-m;,+n] , R\[-1;+1] sontsymétriques par rapport a zéro.

R\{—=1} |, [1 ;+oo[ ne sont pas symétriques par rapport a zéro.

Définition 2.
Soit D un intervalle ou une réunion d'intervalles R et f une fonction définie sur D.
On dit que /* est paire lorsque les 2 conditions suivantes sont vérifiées :

1°) le domaine de définition D est symétrique par rapport a z€ro ;
2°)etpourtout x€D :[ f(—x)=/(x) ]

Théoréme 1.

Dans un repere orthogonal (ou orthonormé),
la courbe représentatative d'une fonction
paire est symétrique par rapport a l'axe des
ordonnées.

Exemple :(mod¢le)
La fonction carrée x—x”> définie sur R est

une fonction paire car R est symétrique par
rapport a z€ro et pour tout x€R

f=x)=(=x)=x"=1(x)
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1.2) Fonctions impaires

Définition 3.

Soit D un intervalle ou une réunion d'intervalles IR et /" une fonction définie sur D.
On dit que /* est impaire lorsque les 2 conditions suivantes sont vérifiées :

1°) le domaine de définition D est symétrique par rapport a z€ro ;

2°) etpour tout x€D :[ f(=x)=—f(x) ]

Théoréme 2.

Dans un repére orthogonal (ou orthonormé), ol

la courbe représentatative d'une fonction 1

paire est symétrique par rapport a l'origine | :

O du repere. [
|

Exemple :(mod¢le) ke —x

La fonction cube x—x’ définie sur R est : 0 '

une fonction impaire car [

D= R est symétrique par rapport a zéro et : N

pour tout x€R :

flex)=(=xP==x'==f(x) | [T S

Remarque : Si une fonction est paire ou impaire, on réduit le domaine d'étude a la
partie positive de D,. La courbe de f peut alors se construire par symétrie par rapport
a l'axe des ordonnées ou par rapport a l'origine O du repere.

1.3) Fonctions périodiques
Définition 4.

Soit D un intervalle ou une réunion d'intervalles de IR et /" une fonction définie sur
D et TE€R un nombre réel donné. On dit que /* est périodique de période T lorsque
les 2 conditions suivantes sont vérifiées :
1°) Pour tout x€R :[ x€D ssi x+T€D |  hip//naifar-medyassine.eklablog.
2°) etpour tout x€D :[ f(x+T)=1(x) ]

com/

Remarque : Pour construire la courbe d'une fonction périodique f'de période T€R
on construit (une portion de) la courbe sur un intervalle de longueur T, puis on
duplique indéfiniment cette portion a droite et a gauche.

On dit qu'on a réduit le domaine d'étude a un intervalle de longueur T de D,.

Exemple.
Pour construire sur R 1la fonction périodique de période T = 2 et définie pour

x€[—1;+1] par: f(x)=1—x" , il suffit de construire la courbe de f'sur un
intervalle de longueur une période, ici [—1;+1] , puis dupliquer indéfiniment.
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période T =2

ll. Fonctions trigonométriques
2.1) Rappels et définitions

Dans un repere orthonormé (O ; 1, J ) du plan, soit M un point quelconque du cercle
trigonométrique C(O; 1) tel que la mesure en radians de I'angle orienté (OI,OM )
soit égale a x radians. On dit que M est le point associé a x sur le cercle C(O; 1).

Définition 1.

Dans un repére orthonormé (O, i, }) du plan, soit x un nombre réel et M le point
associ¢ a x sur C(O; 1). Alors
— le cosinus de x, noté cos x, désigne l'abscisse du point M ;
— le sinus de x, noté sin x, désigne 1'ordonnée du point M.
On définit ainsi deux fonctions, cos et sin sur IR comme suit :
cos: R—R et sin: R—IR

X > Ccosx X = sinx

T +Axe des
angles

X=x+k2T1
I{EZ
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2.2) Propriétés
Propriété 1.

Les fonctions cosinus et sinus sont définies et continues sur tout IR . De plus :
— Pour tout x€R : cos (—x) = cos x. Donc la fonction cosinus est paire.
— Pour tout x€R :sin (—x) = - sin x. Donc la fonction sinus est impaire.

Par conséquent, dans un repére orthonormé (O, i, }) du plan,
— La courbe de la fonction cosinus est symétrique par rapport a l'axes des
ordonnées. Donc, on peut réduire son intervalle d'étude a [0, +oo| .
— La courbe de la fonction sinus est symétrique par rapport a l'origine O du
repére. Donc, on peut aussi réduire son intervalle d'étude a [0, +oof .

¥ TAxe des
aingles
________ M ¥
Cos X i A
& | o[ \cos(-v; 1|1 X
sin(—x) P e pemane = 5
£ WO 5 L

Soit M un point quelconque du cercle trigonométrique tel que la mesure de l'angle
orienté (5? , 5]\7) soit égale a x radians. On peut lui associer une famille de
nombres réels de la forme x+k2m , k€Z , qui correspondent au méme point M
du cercle trigonométrique.

Propriété 2.

Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période T=2n
— Pourtout x€R : cos(x+2m)=cosx .
— Pourtout x€R : sin(x+2m)=sinx

En effet; les nombres x et x+k2n , k€Z , correspondent au méme point M du
cercle trigonométrique. Donc x et x+k2Tt ont exactement le méme cosinus en
abscisse et le méme sinus en ordonnée.

Par conséquent, dans un repére orthonormé (O, 7,) du plan, on peut réduire
l'intervalle d'étude des fonctions cosinus et sinus a un intervalle de longueur
T=21 .Parexemple, D=[-T,+T]
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Propriété 3.
Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur IR et pour tout x€IR
[cos (x)]'=—sin x
[sin (x)]" = cos x

En effet ; les démonstrations nécessitent l'utilisation des formules trigonométriques
vues en classe de 1ere S. (4 admettre !)

Ces deux fonctions sont périodiques de période 7=2T1t , on peut restreindre 1'étude
a l'intervalle [—Tt;+7t] . Et comme la fonction cosinus est paire et la fonction sinus
est impaire, on peut encore restreindre 1'étude a la partie positive de cet intervalle,
c'est-a-dire,a [=[0;T]

Par lecture graphique sur le cercle trigonométrique, on peut déterminer le signe de
sin x et de cos x. Ce qui nous permet de déterminer le signe de la dérivée de ces deux
fonctions sur /=[0, 7] . On obtient les tableaux de variations suivants :

x| 0 T et x| 0 /2 g
cos'(x)] O — 0 sin '(x) + 0 —
1 1

coS x \ sin x / \
-1 0 0

Construction des courbes :

Pour construire sur IR une fonction périodique de période 7=21t et définie sur

R par: f(x)=cosx ou g(x)=sinx , il suffit de construire la courbe de fet de
g sur un intervalle de longueur la moitié d'une période, ici [0, +Tt] , puis prendre le
symétrique par rapport a Oy pour cosinus (fonction paire) ou par rapport a 1'origine O
pour sinus (fonction impaire) pour obtenir une période ; puis dupliquer indéfiniment a
droite et a gauche par périodicite.
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periode principale

La fonction cosinus est péeriodique et paire,
sa courbe est symétrique par rapport a l'axe des ordonnées

=4

| periode prmcipale
_periode ppincipale

b
LY Fd

auva

La fonction sinus est périodique et impaire,
sa courbe est symétrique par rapport a l'origine O du repere

>

2.3) Dérivées de fonctions composées avec cos et sin
Propriété 1.

Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de IR , alors les fonctions
composées f :x—cos(u(x)) et g:x—sin(u(x)) sont définies et dérivables sur I

et: [cos(u)]'=—u'xsin(u) et [sin(u)]'=u'Xcos(u)

Pourtout x€7 : f'(x)=—u'(x)xsin(u(x)) et g'(x)=u'(x)xcos(u(x)).

Exemples.

1°)Si u(x)=ax+b ,les fonctions f:x—sin(ax+b) et g:x—cos(ax+b)
sont définies et dérivables sur R et f'(x)=aXcos(ax+b)=acos(ax+b) ,
et g'(x)=—axsin(ax+b)=—asin(ax+b)

2°) Soit fla fonction définie par : £ (x)=sin(3x°+5)
Onpose u(x)=3x"+5 ,alors u'(x)=6x .La fonction composée définie par
f(x)=sin(u(x)) estdérivable sur R et f'(x)=u'Xcos(u)=6xcos(3x*+5)
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3°) Soit f la fonction définie par : f (x)=cos(Vx)
Onpose u(x)=Vx ,alorsu est définie sur [0;+oo[ et dérivable sur |0, +oo| et

: 1 : . :
u'(x)= x La fonction composée définie par f (x)=cos(u(x)) est dérivable

sur ]0;+oo| et 7 —u'Xsin(u)z_Tisin(\/E) ,

) ) . sin x
4°) Soit f la fonction « tangente » définie par: [ (x)ztanx = p—

Les deux fonctions cos et sin sont définies et dérivables sur IR . Donc la fonction

tangente est définie et dérivable sur IR privé de tous les points ou le cosinus est nul.
XE€D,, (ssi) x#n/2+kn,k€Z. Donc D, =R\|n/2+kmn, keZ].

La fonction tangente est impaire et périodique de période U [a vérifier] et pour

tout x€D,,, :tan x s'écrit sous la forme u(x) /v(x), avec u(x) = sin x, donc

u'(x) = cos x et v(x) = cos x, donc v'(x) = — sin x. Par conséquent :

. . . 2 .2
£i(x)= sinx |, cosxXcosx—sinxX(—sinx) cos’x+sin’x 1
- - 2 - 2 2
cos x (cosx) (cosx) (cosx)
ou bien en séparant les deux termes du numérateur, on obtient :
. 2 : 2
sin x cos x  sin"x 2
f(x)= '=——F—+———=I+tan"x
COSx Cos"Xx cos'x

2.4) Calcul d'une limite particuliére.
Propriété 1.

. sinx
lim =1

x—0 X

Démonstration

On sait par définition qu'une fonction f* est dérivable en a si et seulement si :
lim f(x)_f(a) :f r(
x—0 X—d
Soit f la fonction définie par f (x)=sinx. La fonction fest dérivable sur R donc
en particulier en 0. De plus f'(x)=cosx, f(0)=sin0=0 et f'(0)=cos0=1.
Par suite :
1m1“nxzdmaﬂﬂﬁiﬂﬂg:hnpigiliﬁﬁzf”unzamo=1.

x—-0 X x—0 X— x—0 x—0

a)

CQFD.

On peut genéraliser ce modele de demonstration a toutes les formes 0/0 avec au
denominateur x—a . Par exemple :

i SO8 X —1 im tan x ’ el ' Jim Inx Jim In(1+x)

x—0 X x—0 X x=0 X x—1 x_l x—0 X

_ sin (3 x)
A vous de jouer ...et amusez-vous avec lim
-0 sin(5x)

Cherchez l'astuce...
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lll. Exemples d'étude de fonctions
Exemple 1.

Soit £ la fonction définie par : f(x)=cos(2x)+1 et C; sa courbe représentative
dans un repére orthonormé (0,1, ;).

a) Montrer que f est périodique de période 7'=Tr .

b) Etudier la parité de f.

c¢) En déduire l'intervalle d'étude 1 de /.

d) Etudier le sens de variation de f .

e) Construire C; sur I puis sur R.

Tout d'abord, nous cherchons le domaine de définition de f. La fonction cosinus n'a
aucune valeur interdite donc: D =R |

a) Montrer que f est périodique de période T=Tr .

On sait Dy est périodique de période . De plus, pour tout x€D, :
f(x+T)=f(x+1m)=cos(2X(x+1))+1=cos(2x+2T)+1=cos(2x)+1=f(x).

car la fonction cosinus est périodique de période 21t .

Par suite
f(x+T)=f(x+1m)=cos(2X(x+1))+1=cos(2x+2T)+1=cos(2x)+1=f(x).
Conclusion : La fonction f est périodique de période 7 =Tt . Donc, on peut réduire
son domaine d'étude a un intervalle de longueur Tt , par exemple [0,;Tt] ou

[-Tt/2;m/2] . Onreproduira la courbe par périodicité.

b) Etude de la parité de f.

La fonction cosinus étant paire, nous avons :

Dyest symétrique par rapport a 0. et pour tout x€D, :
f(=x)=cos(2X(—x))+1=cos(—2x)+1=cos(2x)+1=f(x).

Par suite  f(—x)=f(x).

Conclusion : La fonction f est paire. Par conséquent, on peut réduire son domaine
d'étude a la partie positive de son domaine de définition. On construira l'autre moitié
de la courbe par symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.

c) En déduire l'intervalle d'étude I de £.

On sait que la fonction f est paire et périodique de période Tt . Par conséquent, on
peut réduire l'intervalle d'étude a: 7=[0, /2] .

d) Etudier le sens de variation de f.

Pour ¢tudier le sens de variation de f, nous devons calculer la dérivée /' de f et
étudier son signe. On sait que [cos(ax+b)]'=—asin(ax+b) .

La fonction fest dérivable sur R et pour tout x€R ona:
f'(x)=—2sin(2x)
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Donc, pour tout x€[0,1t/2] ona:
f'(x)=0 ssi sin(2x)=0 ssi 2x=0+kT , k€Z

ssi x=0 ou x=1/2 sur [0;11/2]
D'autre part, pour tout x€]0,;1/2[ ona 2x€|0;7| donc sin(2x)>0
etcomme f'(x)=—2sin(2x) ona f'(x)<0 sur [0;m/2]
La fonction f'est donc strictement décroissante sur [0,71t/2] .

¢) Construire C; sur I puis sur IR

x 0 /2 .
f'(x)] 0 - 0

14
f(x) http://naifar-medyassine.eklablog.com/

T T 0 T T T )

-2 -1 0 1 2 3
0
Morceau de courbe sur une demi-période

£ est paire donc, sa courbe est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
T/2=1,5708...

http://naifar-medyassine.eklablog.com/

0 /2
f'(x) 0 + 0 - 0
2

f() / \
0 0 _ _

Morceau de courbe sur une période

x| —1t/2

La fonction f étant périodique de période Tt , on peut reproduire indéfiniment cette
courbe a droite et a gauche par périodicite.

’| -
T T T T T T T | T T T L4
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
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