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Chapitre 1
Equations différentielles ordinaires

Dans ce cours, on introduit la notion d’équation différentielle, et on donne des
méthodes pour résoudre quelques types des équations différentielles du premier et

du second ordre.

1.0.1 Pré-requis

Avant d’aborder ce cours, il faut étre capable de :
— dériver des fonctions réelles "simples"
— intégrer des fonctions réelles "simples"

— faire une intégration par parties

1.1 Quelques rappels d’intégration des fonctions

continus

Définition 1.1 (Primitives) — Soit deux fonctions f et F' définies sur un in-
tervalle 1.0n dit que la fonction F' est une primitive de la fonction f sur

Uintervalle I si et seulement si :

1. La fonction F est dérivable sur I ;

2.¥Vxel, F'(xz)=f(x)
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1. Equations différentielles ordinaires 2

Théoréme 1.2 (Deux primitives différent d’une constante) Soit f : I — R
une fonction définie sur un intervalle I et deux primitives F, G : — R de la fonction

f sur Uintervalle 1. Alors ces deux primitives différent d’une constante :

AC e R,tel que Ve € I, F(z) =G (x)+C

1.1.1 Théoréme fondamental du calcul

Faisant le lien entre le calcul différentiel et le calcul intégral en montrant que la
dérivation et I'intégration sont les opérations inverses I'une de l'autre, le théoréme

fondamental du calcul a deux facettes.

Théoréme 1.3 (Théoréme fondamental du calcul ) Soient f : [a,b] — R une

fonction continue. Alors pour tout z € [a, b]

d
dx

[a,z]

Soient F' : [a,b] — R une fonction continue et dérivable. Alors
/ F'(z)dx = F (b) — F (a)
[a,b]
En vertu de ce théoréme, il suffit donc, pour évaluer

f(z)dx

[a,b]

de trouver une fonction F (z) telle que F' (z) = f (x).On a alors tout simplement

| j@d=F®-F@
[a.b]
Pour abréger [’écriture, on écrit

F(b) = F(a) = F ()],

Une telle fonction F' se nomme primitive de f (puisque que [ est sa dérivée) ou

encore intégrale indéfinie de f. On la dénote par

/f(x) dx
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En d’autres mots,
)= [ f@)de e F ()= @)

Une primitive n’est définie qu’a l'addition d’une constante prés.

Exemple.
Si pE @7 b 7é _]-7

1+p
/ﬂw:x
1+p

dx1+p
dx

puisque

=(1+p)a®

1.1.2 Propriétés de l’intégrale

Les trois propriétés essentielles de l'intégrale d’une fonction continue sont la

linéarité, la positivité et I’additiviteé.

Théoréme 1.4 (Linéarité de ’intégrale) Soient fi et fo : [a,b] — R des fonc-

tions continues et o, 3 € R des nombres. Alors

[t spde=a [ fi@ds s [ fo@)d

Théoréme 1.5 (Positivité de ’intégrale) Soient f et fo : [a,b] — R des fonc-

tions continues telle que

fi(z) < f2(z) pour x € [a,b]

Alors
/fl (x)dr < /fg (x) dx pour x € |a,b]

Théoréme 1.6 (Additivité de I'intégrale) Soient f : [a,b] — R une fonction
continue et a < c < b. Alors

(x)dx = (x)dx + | f(z)dx

[(l,b] [a7c] [C,b
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Le théoréme fondamental du calcul met en lumiére deux autres propriétés de I'in-
tégrale : 'intégration par parties qui correspond a la régle de dérivation d’un produit
et la formule de changement de variable qui correspond a la régle de dérivation en

chaine

Théoréme 1.7 (Formule d’intégration par parties) Soient u et v deux fonc-
tions définies et dérivables sur un intervalle I. On suppose que les fonctions dérivées

u' et v'sont continues sur Uintervalle I. Alors, pour tous réels a et b de I,

Exemple.

Soit & évaluer

/ V1 + zdx
(0,1)

Posant
U=2x — du = dz
3
2 -
dw =1+ zdx = w:§(1+m)2
Ainsi
3 5 §
/a:\/_l—i—xda:— (1 —|—:E)2—/3(1+:c)2dx
2 ; 4 >
" e 2
T2 - et
5 3
235 -2)(1+2)2
15(31’ )(1+2z)
et
/ 2 § 2 4
- —(3— 2 2 (=9 = —
/x\/l—i—xdx = (3-2 (1412 - (-2) = (\/§+1)
0

Théoréme 1.8 Soit ¢ : [a,b] — R une fonction continiment dérivable strictement

monotone et telle que ¢ ([a,b]) = [c,d] . Pour toute fonction continue f : [c,d] — R,

[r@as= [ ool ol

on a
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Exemple.

Soit & évaluer

On pose t = 1 + 22

I'intervalle 0 < z <

1
/x\/ 1+ 22dz
0

de telle sorte que

dt
dx

=2x >

0

1 correspondant a l'intervalle 1 <t < 2. On a

/ V1 + 22ds = /\fdt [%r:§<x/§—1)

0

1

1.1.3 Dés primitives a connaitre sans faute!

/ cos (x)d

x = sin (2)

sin (x) dz = — cos ()

erdr = e*

Ydx =

+lOé 7& -1

1
/—daz = In |z|
x

dr = arctan( )

/-
/=
I
| e yony

_|_
/C’h(m) dx = Sh(z) h(x) dx = Ch(x)
1 i 1
/W(lw = arcsin () 0032 dx = tan (x)
m dx = — cot (x) :L‘Q——i-ld = arg sh ()

2 —1

1
————dx = argch(z) Yz >0

1.1.4 Logariteme et exponentielle

Les fonctions logarithmique et exponentielle sont étroitement associées a I’étude

des phénoménes de

croissance
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1. Equations différentielles ordinaires 6

Le logarithme

1
On sait que la fonction x+ — — n’admet pas de primitive rationnelle. Le loga-
rithme est la fonction In : |0, +oo[i—> R définie

T

In (z) = / %dt

1

figure 1.1. En vertu du théoréme fondamental du calcul , le logarithme est une

fonction dérivable et par

1
| /X

In(x)

Fic. 1.1 — Définition du logarithme

[Equation fonctionnelle du logarithme]
In (zy) = In () +In (y) (E)

Comme conséquences de I’équation (F), on a

In (z™) =mln (z) quelque soit m € Q

edo.eklablog.net Menguelti Ali
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Théoréme 1.9 (La fonction exponentielle) La fonction exponentielle est la fonc-

tion inverse du logarithme,
exp : R — |0, +o00] définie par la relation exp (z) =y < = =In(y)
autrement dit
expln(y)=y y>0, lnexp(z) =z VreR

L’équation fonctionnelle du logarithme se traduit donc par ’équation fonctionnelle

swivante pour l’exponentielle :
exp (¢ +y) = exp (x) exp (y)

Définition 1.10 (Equation différentielle de ’exponentielle) On a

d

—exp (2) = exp (¢)

Comme pour toute fonction inverse, le graphe de la fonction exponentielle est le
symétrique de celui du logarithme relativement a la bissectrice y = x. Il s’agit d'une
courbe strictement convexe qui croit (strictement) de 0 & 400 lorsque I’abscisse croit

de —o0 a +00 et ce, plus rapidement que toute puissance de cette abscisse.

exp(x) In(x)

Graphe de 'exponentielle et logarithme
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1.2 Equations différentielles d’ordre 1

Définition 1.11 On appelle équation différentielle du premier ordre une équation

de la forme
F(y,y,x) =0 (1.1)

Ou F' est une fonction de trois variables de R x R X I dans R ou I est un intervalle

de R ,cette forme il est appelle la forme tmplicite d’une équation différentielle .

Définition 1.12 L’équation différentielle (1.1) est équivalente a la forme explicite

y'=fly=) (1.2)
ot f est une fonction de deux variables de R x I dans R

Définition 1.13 On dit qu’une fonctiony : I — R est une solution de de I’équation

différentielle si et seulement si :

(1) — y est une fonction dérivable sur I

(2)=Vzel, F(y,y)=0 ouy = f(y,x)

On note Sg l'ensemble des fonctions y solutions de l’équation différentielle. On dit
que deur équations différentielles sont équivalentes lorsqu’elles ont méme ensemble

de solutions.

Exemple, I’équation différentielle

zy =y
Elle admet les solutions y = C'z définies sur R. Si, on la met sous la forme de la
définition précédente :

;Y
—_ - 1-3
y=" (1.3)

et elle n’est pas définie en = = 0. Elle admet alors pour solutions y (z) = Cyz pour

x €]—00,0[, y(x) = Cox pour z € |0, +00]| .
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En fait 'écriture ' = f (y,x) n’est pas nécessairement la forme sous laquelle
apparait "naturellement" ’équation différentielle. Un cas particulier trés simple est

la recherche des primitives F' d’une fonction f. En effet on résout alors
y =f(z)
dont les solutions sont données par
y(z)=F(r)+C

(C est le nom générique d’'une constante quelconque). On remarque qu’il y a une
infinité de solutions & I’équation différentielle ¢y’ = f (x) dépendant d’une constante
arbitraire.De maniére générale, il y a une infinité de solutions & une équation diffé-
rentielle du premier ordre. On appelle courbe intégrale ou courbe solution ’ensemble
des points (x,y (z)) ot y (x) est une solution de 1’équation différentielle. Il y a donc
une infinité de courbes intégrales correspondant a une équation différentielle du

premier ordre.

Définition 1.14 (Probléme de Cauchy) Soit F' : R x R x I — R une fonction
de trois variables ot I est un intervalle de R . Soit (to;yo) € I x R. On dit qu’une

fonction y : I — R est une solution de Probléme de Cauchy
F(y,y,x)=0
{ y (to) = yo
st et seulement si :
— 1. y est une fonction dérivable sur [
2.Veel, F(y,y,x) =0
3. y(to) = vo

Définition 1.15 On appelle équation différentielle scalaire linéaire d’ordre 1 définie

sur I toute équation de la forme

y (x) =a(x)y(z)+b(z). (1.4)

ot a et b deux fonctions réelle continue définier dans un intervalle I C R. Sib(x) =

0 on dit que l’équation différentielle (1.4) est homogéne.
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Remarque 1.16 — Une telle équation différentielle est dite :

— Ordinaire car la fonction inconnue est une fonction d’une seule variable

— Du premier ordre car elle exprime une relation entre y' (x), valeur de la dérivée
premiére de y en x, y(x) et x

— Linéaire les coefficients a (x) et b(z) ne dépendent que de la variable x et pas
de y.

— A coefficients constants lorsque de plus le coefficient a,b est constant, indépen-
dant de x.

Remarque 1.17 D’un point de vue formel, le probléme se pose donc de la méme
maniére que pour les équations algébriques, mais avec la différence essentielle que
l’inconnue n’est plus un nombre, mais une fonction, c’est a dire un étre mathéma-
tique beaucoup plus compliqué. L’usage des équations différentielles pour décrire le
comportement des systémes évoluant dans le temps est d’un usage universel dans
toutes les sciences qui utilisent la modélisation mathématique. Cet outil commun a
plusieurs disciplines ou sous-disciplines suggére bien souvent d’intéressantes analo-
gies entre des domaines a priori sans relations. Dans ce chapitre, on commence par

donner quelques exemples d’équations différentielles issues de différentes disciplines.

1.2.1 Etude théorique (conséquences de la linéarité )

Un premier résultat important, parfois appelé principe de superposition (mais
c’est un théoréme!), affirme que toute combinaison linéaire de solutions d’une équa-

tion différentielle linéaire homogéne est aussi une solution. Plus précisément :

Proposition 1.18 Siy; (x) et yz (x) sont deuz solutions de l’équation différentielle
linéaire homogéne
y () =a(x)y(z)

alors toute combinaison linéaire des deux solutions :

ayy (z) + Bya ()

est ausst une solution.
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Théoréme 1.19 Soit y, () une solution particuliére de l’équation non homogéne
(1.4) y (z) est solution générale de I’équation différentielle précédente si et seulement
sil’on a

y (@) =yp () +yn ()

ot yp, () est solution de l’équation homogéne

Proposition 1.20 (Probléme de Cauchy) La recherche d’une solution de l’équa-
tion différentielle (1.4) sur I qui prenne en o la valeur yo constitue le probléme de

Cauchy défini sur I par (1.4) pour la condition initiale y (xo) = yo.

Proposition 1.21 (de Cauchy Lipschitz dans le cas linéaire) Si les applica-

tions a et b sont continues sur l'intervalle I alors le probléme de Cauchy

{ Y () = a(x) y(z) +b(z)

Yy (z0) = Yo

admet une et une seule solution sur I. On obtient, la solution par la formule sui-

vante : N
Vo €1, y(z) = yoe'™ + eA(x)/e_A(S)b (s)ds, (1.5)
—
Yn N zo ,
U

ot A une primitive de la fonction a dans Uitervalle I (c’est-a-dire, A’ =a , x €1 )

Exemple 1

Soit I’équation différentielle linéaire d’ordrel suivante
Y = —2y + ade 2
En vertu de la formule (1.5) on a la solution est de la forme
y () = yoet® 4 4@ /e‘A(s)b (s)ds, x €1,

avec

A(x):/( )—2d$, rel=R=A(r)=-2(x—x)

Menguelti Al



1. Equations différentielles ordinaires 12

Et
6—29:0
/ e A9 (s)ds = /62(3“)53623(15 = eQmo/s?’ds = (z* +¢)
(z0;)
donc
6—2$ A
y (1) = (z*+c¢), zeR
Exemple 2
En définie le probléme de Cauchy suivant
Yy +cot (z)y = =
sinx
s
yo=1 , x9= 5

Les fonctions cot () et —— n’est pas continu en x = nw, n € N, il nous faut
si

donc chercher une slution dans U'intervalle I = |nm, (n 4+ 1) w[. On a la solution est

de la forme N
y (x) = yoe'™ + eA(Z)/e_A(S)b (s)ds, v €1
o
avec N
Ax) = —/cot (x) ds, x € 2nm, (2n+ 1) 7|
3
= A(xz) = —Insin (x)
Et

. 2

Insin(s) s ds = ds = 12_71-_

/e sin s s /S s (Qx 8
2

En substituant ceci dans I’expression nous obtenons

, , 1 2
y(a:) _ eflnsm(m) + eflnsln(m) (ixZ _ %> ,Vae ]2”71'7 (277, + 1)71'[

(1T k) L v par @nt 1A
- 3 5% S0 (7) x nm, (2n m
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1. Equations différentielles ordinaires 13

1.2.2 Meéthodologie générale de résolution d’une équation

différentielle linéaire :

1. 1lére étape : Modéliser : L’équation différentielle qui représente le phéno-

meéne physique se présentera sous la forme générale :

a(x)y (z) +b(r)y(z) = c(z) (1.6)

Il ’agit la d’une équation avec le second membre ¢ (x) qui est 'entrée forcée

du systéme.

2. 2éme étape :Trouver d’abord la solution de I’équation homogéne
associée : Il s’agit de trouver une fonction y, (x) qui satisfasse I’équation dite

homogene (sans second membre) :
a(w)y (x) +b(x)y () =0 ((h))

3. 3éme étape : Chercher une fonction particuliére qui satisfasse I’équa-

tion générale avec second membre :

— 11 s’agit de trouver y, (z) tel que :

a(x)y, (z) +b(x) yp (x) = c ()

— Pour trouver une solution partuculiére en fait appelle & une méthode pra-
tique dit La variation de la constante qui consiste a chercher une solu-

tion partuculiére sous la forme

Yp () = A (@) yn (z),

o yp, (x) la solution non nulle de I’équation homogene et A une fonction

dérivable sur [. Vz € I, on a :

a (@) (A (@) yn () +b(@) Az yn () = a (@) N (@) g (2) + A (2) [a (2) j, (2) + b (2) g (2)

—a(2) X (@)yn (x)  eneffea(w)y) (2) +b(x) g (2) = 0

et donc Ay, est une solution de (1.6) si la fonction \ vérifie

Vo e 1, /\’(m):%
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¢(z)
a(x) yn (z)
4. 4éme étape : former la solution générale : On montrera que la combinai-

c’est-a-dire A est une primitive de la fonction

son d’une solution homogéne et d’une solution particuliére est aussi solution

de I’équation générale. Donc, si y (z) = y, (z) + yp, (x) satisfait :
a(x)y (z) +b(x)y(x) =c(z)

5. béme étape : introduire les conditions de initiales pour déterminer
la solution spécifique : L’introduction des conditions initiales nous fait
passer d’une solution générale vers une solution spécifique selon les conditions

(particuliéres) au départ.

Exemples : Résoudre les équations différentielles linéaires d’ordrel avec la

méthode de variation de la constante

()Y +3y=2a®, (xx) ay —y=zln(z); (x*x) ¢ =a?y—a?

(4%) (x — 1)y + zy = sin (x)

Pour I’équation
y + 3y = 2° (Exemple 1)

Solution de I’équation homogene est

/
v +3y=0= 2:—3:>lny(x):—3x+c =y (z) = Cexp (—32)
Y

Nous cherchons une soluton de la forme.

y(x) = A(z)exp (=37),

Alors y (z) = A (z) exp (—3x) est une solution de Exemple 1 si la fonction A vérifie

1 2 2
N (7) = 2% exp (37) = A (z) = —22e™ — Zze® + —e¥ + C
3 9 27
donc la solution est
2
y(x) = —g% + §x2 + 77 + Cexp (—3z)
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Pour I’équation

ry —y=xln(x) (Exemple 2)
I’équation homogene est
: y 1
) —y=0=> Z=—=hy@) =h@)+c=>yx)=\z
y

de méme y (z) = A (z) = est une solution de Exemple 2 si la fonction A\ vérifie

N (r) = T2 :>)\(:U)—/lnix)da::> M) =

3 S (@)} +C

donc la solution est
(In(z))* + Cx

(GRS

y(r) =
Pour I’équation

y =2y — 2° (Exemple 3)

I’équation homogene est

! 1 1
y =2’y = Y g2 = Iny(z) = §x3+C=>y(a:) = \exp <§x3>
)

Nous cherchons une soluton de la forme.

Y (2) = A (2) exp (g) ,

1
de méme y (z) = X (z)exp (§x3> est une solution de Exemple 3 si la fonction A

vérifie

N (z) = —2%exp (%1 3) = \(z) = / —z%exp (%1 3) dxr = exp <%1x3> +C

donc la solution est

y(z) =1+ Cexp (%x?’)

Pour I’équation

(x — 1)y + zy = sin (z)
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1. Equations différentielles ordinaires 16

On se place sur lintervalle |—o0, 1] ou |1,+o00[ . Comme vu précédemment, sur

chacun d’eux, la solution de 1’équation sans second membre est :

On cherche alors une solution particuliére sous la forme :

y () = A(z) yn(x)

(@ =1 (M) yn () + 2 A(@) g (2) = sin ()

(@ =X (2) yn (@) + A(@) (x=1)y, (@) + 2 y(2)) =sin(z)

L’équation étudiée se ramene donc a :

(z=1) X ()

Soit :

Aa) = / e?sin (z) dz

e calcul de [e”sin(z)dz : On effectue une intégration par partie :

/e:D sin (x) dz = [e"sin (z)] — / e” cos (x) dx + C
On effectue une deuxiéme intégration par partie pour
/ex cos (z) dx = [e” cos (x)] + /ez sin (z) dz + Cy
Ainsi :
/e“c sin (x) dz = [e" sin (z)] — [e” cos (z)] — /ew sin (z) de — Cy + Cy

Donc : N
/e“c sin () dx = % (sin (x) — cos (z)) + C

edo.eklablog.net Menguelti Ali



1. Equations différentielles ordinaires 17

On obtient ainsi A () (la constant d’intégration C' peut étre choisie nulle car
on cherche une solution particuliére). La solution particuliére recherchée est

donc :
1

yp(x):m

La solution générale recherchée est ainsi (sur 'intervalle considéré)

(sin (x) — cos (7))

1 e *

yp (z) = 5= 1) (sin (z) — cos (z)) + )\m

1.3 Equation différentielle a variables séparbles

Définition 1.22 On appelle équation différentielle & variables séparées une équa-

tion de la forme
f)y (x) =g(x) (1.7)
ot f est une fonction réelle continue dans un intervalle ouvert I de R et g une

fonction réelle et continue sur un intervalle ouvert J. On peut écrire

fy)dy = g (x)dz,
ce qui explique leur nom.

Proposition 1.23 Soit F' une primitive de f dans I et G une primitive de g dans
J. Pour qu’une fonction x — y(x),définie et dérivable dans un sous-intervalle de
J, vérifie léquation (1.7), il faut et il suffit que

Fy(z))=G(z)+C CeR

Remarque 1.24 Si on suppose de plus que, pour tout y € I, f(y) # 0 on en
déduit que F a une dérivée non nulle; elle est donc bijective de I dans F (I) et
y(@) =F(G(z)+C).

Exemples

Résoudre les équations suivantes :

y =z +1)
(22 4+ 1)y = —xy?
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1- On a (1) d
/ 2 y \r)ax
( ) (v? () +1)
on pose le chengement de variable suivant

u=y(z) = du=1y (z)dz

y (v)dr du —lxz .
/(y2($)+1)_/(u2+1)_2 +

donc

1
= y(z) = tan (5302 + c)

alors la solution est

o
1
N——

1 1 -
y(x):tan<§$2+c>, rzel= {xERtelque§x2+c€]7ﬂ,

2- La résolution de ’équation

(£U2 + 1) y/ — .’L'y2

y __ =@ A B
y2_(x2—|—1) :>/y2dx_ /(3:2+1)dx

on pose le chengement de variable suivant

On a

u=y(z) = du=1y (z)dz

donc

Y du x 1 9 1 1 5

Zde= | —=—| ———dp=—-=1 1 —— =1 1 C
/me u? /(:L“Q—{—l)x 2n(x+):> u 2n(gﬁ+)jL
:>1—11n(x2—|—1)+)\

u 2
alors la solution est

1
y(z) =
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1.3.1 Equation de Bernoulli :
Il s’agit d’une équation différentielle que 1’on peut écrire sous la forme :
a(x)y () +b(x)y(x) =c(z)y" (z) our e R—{0,1} (1.8)
Considérons 1’équation homogene
a(x)y (x) +b(z)y(r) =0 (1.9)

on cherche une solution non-trivial de (1.9) ensuite nous cherchons une solution de

la forme
y(z) =A(z)yn (2)

pour ¢e la nous substituons

dans (1.8) nous obtenons.
a(z) N () yn (1) + A () [a (@) yy (¥) + b (2) yn (2)]

= c(x) (A (@) yn (2))"-
Donc Ay, est une solution de (1.8) si la fonction A vérifie

. N (x) _ c(z)y, (v)
veel, M\ (2) a(x)

-~

=0

Exemple

Résoudre 1’équation suivant :
y —y=uxy’

La solution de ¢y —y = 0 est y, () = €*.On cherche une solution de la forme

y(z) = A (z)e” alors A vérifie

N (z
@)
A (z)
est une équation différentielle & variables séparbles, une integration donne
=1t
———=(x—-1)e"+¢
A(x)
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d’ou )
A - _
() (x—1)e* +c
donc la solution est N
e
ylz) = (-1t +c

1.3.2 Equation de Riccati

Il s’agit d’une équation différentielle que 1’on peut écrire sous la forme :

Y () =a(2)y* (@) +b(2)y () +c(2)

Il faut connaitre une solution particuliére y,. On cherche ensuite la solution générale
sous la forme
y (@) =yp (2) + 2 (2)

L’équation différentielle devient :

yp+ 2 = a(@) (yp+2)° +0(2) (g + 2) + ¢ (2)
Y+ 2 =a(x)2® +2a(x)ypz +b(x)z+a(x)y; +b(x)y, + c(x)

7 =a(x)z*+[2a(x)y, +b(2)]2

On reconnait alors une équation de Bernoulli avec r = 2.

1.3.3 Exercice corrigé

Exercice 1

Résoudre les équations différentielles suivantes :
(@) ¥ —(@+y=0 ; (d)  sin(z)y + ycos (x) = sin’ (z)
(0) (x+1)y —ay=0 ; (e)
© (@2 4+1)y+20@2+)y=exp(—22) ; (f) |zly +@—1)y=2*

1
y'In(z)+-y=-1
x

Exercice 2 ( Equations a variables séparées )
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Résoudre les équations différentielles suivant
vy =P+ 1y =yt 2ty =1y
On considére I’équation différentielle

(1+2%)y = —2zy°

— Montrer que la fonction nulle est solution.

Justifier le fait que toute autre solution ne peut s’annuler, et est donc de signe
constant.

— Déterminer ’ensemble des solutions ne s’annulant pas

Déterminer la solution valant 1 en 0 et en donner ’allure.
— Sur le méme graphique, représenter la solution valant —1 en 0.
Exercice 3

Pour z € ]0, [ ,on considére I’équation différentielle :
y 4 cot (x) y = cos (x)

— Donner la solution générale de cette équation.

— Déterminer la seule solution bornée sur |0, 7|.

Corrigé de exercice 1

L’équations différentielles (a) est homogene :

y—(@+1)y=0 (a)

alors on a

u/%@ﬁi/@+1MxéhNM@):(%ﬁ+x+a

danc la solution de (a) est
L,
y(x) = Nexp 2% +ax| tel que N€R

Pour D’équation (b)

(x+1)y —2y=0 (b)
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La solutions est
y(x) :)\% tel que A € R

Pour D’équation (c)

On veut résoudre ’équation

exp (—a?)

(x2+1)y'+2x(1’2+1)y:exp(—xQ)<:>y'+2xy:m

(c)
On résout I’équation homogene

y +2zy =0

On remarque que yp, () = 0 est solution, on cherche maintenant les solutions non

nulles, on peut donc diviser par y, ().

~

v _ —2x
Yy
En prenant une primitive, on a donc
In |y, (z)| = —2° + «, acR

Ce qui est équivalent a

lyn ()] = Aexp (—2?) , < yp, (z) = A exp (—2?)

La constante £\ est une constante strictement positive ou strictement négative. On

peut résumer en écrivant
yn (z) = Cexp (—2*) C €R

On a obtenu ainsi toutes les solutions de I’équation homogéne. On dit que yy, est la
solution générale de 1’équation homogene.

On chercher une solution partuculiére sous la forme

y(z) = A(z)exp (—2%) = X (2) yn (2) (1.10)
Nous allons remplacer (1.10) dans (¢) on btient

1 1

N(x) = D = A\(x) = /mdm‘ = arctan (x) + 7
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car
Yn (m)' + 2xyp () =0

Donc la solution de (c) est :
y (z) = arctan () exp (—2°) + v exp (—2?)

Pour I’équation (c)

Nous allons maintenant résoudre 1’équation
sin (x) y' + y cos () = sin” (z) (d)

L’équation homogene est

y  cos(x)

’ / Y N ) R — {k
sin (z)y +ycos(z) =0 ) Sin (2)’ Vo € {kr}
= In [y, (v)] /COS<$>CI$ Infsin (z)| +a, ae R= |y, (z)| = A !
n T)| = — _— = — —
Yn sin (z) ’ Yh sin ()
La variaxion de la constante donne
.3
Vo € R — {kr}, N (2) = Ssli ((;)) — sin? ()
alors 5 . )
Az) = / —cos(2x) * de < \(z) = Z(—sin(Zx) + 2z +C)
Donc la solution de (d) est :
1 1 1 T C
= — ~(—sin (2 2 - _=
y(z) = X(x)yn (z) 1 (—sin (2z) + 2z 4+ C) 0 (2) 5 COSTHo— (x)+4sin @)
Pour D’équation (e)
1
V(@) + 1y = 1 ()
[’équation homogene est
1 Y 1 Y / 1

'l Sy = LA 1[uU]1 Ve = -

y'In (v) + —y 0=7 xln(x),vm]o, [U] ,+oo[=>/y z 210 (2)

avec un chengement de variable « = In (x) on obtient

Injy, (z)] = —In(|lnz|)) +a, a e R=y;, (z) = )\ln o)
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La variaxion de la constante donne

Vo €]0,1[U]1, +oo[, N () = ————— = -1

— ANz)=—2+C

donc la solution est

y(a) = (o +0) s

Pour D’équation (f)

On chercher une solution de
2|y + (z = 1)y =2 (f)
Noter que cette derniére équation signifie que

vy +(x—1y=2% siz>0
—zy' + (zr—1)y=2% siz <0

L’équation homogene est

zy +(r—1)y =0 siz€]0,+o0|
—zy +(r—1)y=0 siz € |—o0,0]

( /
— 1
/gd:c:/wdx si z €10, +oo]
Yy T
—
/
-1
/y—da::/de siz € ]—o00,0]
\ Yy T
([ Injy, (#)] =Inz—z+a sizec]0,+o00] tel que a € R
—
| In|ys (z)] = 2 —Infz[+ ' siz €]-00,0[ tel que o/ € R
(yn(z) = 2 exp(—z) siz €]0,+00] tel que 3 € R
—
yp () =46 exp (v) six €]—00,0[ tel que # € R

\ T
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La variaxion de la constante donne
ﬁ’(a:):Cxemz>ﬁ(x):/C’xemda::ﬁ(a:):xex—e‘“l—/\

0 (x) = —C”/ e dr = 0 (z) = 6re " + 3x%e " + 2P + 6e " + N

Donc la solution est

yp()=2>—x+Adxe™® sizel0 +oo

6 xT
yz(x):6+3x+$2+—+)\’96— x € ]—00,0[
T T

Corrigé de exercice 2

Pour I’équation

:L,Qy/:y2+1

Y 1 y (v) /1
. A VR M
241 zQ@/yQ(x)le v 2

du =1y (z)dx ainsi

Yy
—
Y (2) / 1 /1
——————dr= | ——du= | —d
/yQ(m)—l—lx w1 2

alors

On pose u =y (z)

1
— arctan (u) = —— + ¢
T
< 1 >
—u=tan| ——+c
x

Donc la solution est :

Pour I’équation

donc
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On pose u =y () = du =y (z) dz ainsi

/%dx: /%du: /e—fda;

1
— —— = "+c

1
—_— e
“ et 4+ A\
Donc la solution est : .
y(@)=— >
Pour I’équation
x2y/ — 1 o y2
alors
— o ® —d
Ho—cre / . / v
On pose u =y () = du =y (x) dz ainsi
! 1 1
/Mda’—/ du-/—dm
1—19y2%(x) —u?+1 x?
1 1 2
:>—ln<u+ ):———i—C (u+t ):)\6’501})\:60
2 (u—1) x (u—1)
u — 1+2 2
=Xe =
(u— lg
2
=1+ = )e =
(=1
2 2
— ———— =X —1l=y)-1l=—— =yr)=———+1
y(@) —1 S AL v
Donc la solution est 5
T +1
y(@) e F —1
Pour I’équation
(1+2%) y = —2zy? (1.11)

1. La fonction nulle est solution. (1.11) en effet (1 + 2%)0 = —2x 0
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2. La dérive de la solution vérifie

r —2x 2
de plus on a
y?
A+ 29 >0VxreR

donc
Va € [0, 400 y () <0
0

Vo € |—o0,0] y (x) >

tout les fonctions vérifies I’équation (1.11) son croissente sur |—oo, 0] et de-

croissente sur [0, +o0

3. L’ensemble des solutions ne s’annulant pas

—2x Y (x)dx / —2z
! 2
_ y\r)ar d
T b r e A
On pose u =y () = du =y () dx ainsi

/M: du:—ln(x2+1)—|—0

y? () u?
1
— ——:—ln(a:2—|—1) +C
U
1
:>—:1n(:p2—|—1)+)\
U
Donc la solution est : .
v = LT A
4. La solution valant 1 en 0 est
1
ylo) = In(z2+1)+1
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Corrigé de exercice 3

— Pour = € |0, 7] ,on considére I’équation différentielle :
y' + cot (z) y = cos (x)

— La solution générale de cette équation

- I’équation Homogéne est :

/ B v o cos () alur (2)] = In 1
y—{—cot(w)y-():/yd /sin(x)d = In|y (z)| =1 (sin(x))+c
Donc 1

yn () = )\sin (z)

La variaxion de la constante donne

Ve eR—{kmkeZ}, N(z)=-cos(z)sin(z)

= A\(z) = /cos (x)sin (x) dx = —i cos (2z) + C

Donc la solution générale de cette équation est :

1

sin ()

y(z) = (—icos (20) + c)

— La seule solution bornée sur |0, 7|, est :

1

y(z) = 5 sin ()

en effet on a la solution générale de cette équation

y () = <_;LCOS(2I) " C) ﬁ — (%sin () + Sinl(x) <4C4— 1))

par conséquence la seule solution bornée sur |0, 7| est

1

y(z) = 5 sin (2)
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1.4 Equations différentielles linéaires du second

ordre

Définition 1.25 On appelle équation différentielle linéaire du deuzriéme ordre une

équation de la forme

y' (@) + Ax)y (2) + B(z)y (x) = [ (2). (1.12)

ou A, B, [ sont des fonctions réelle continue définier dans un intervalle I C R. On

appelle équation homogéne associée a l’équation (1.12) ’équation
y'(x) + Ax)y (2) + B(z)y () =0 (1.13)
Théoréme 1.26 Toute solution de (1.12) peut s’écrire sous la forme

y:yh+yp

ou yp, est la solution générale de ’équation homogeéne (1.13) et y, est une solution

particuliére de ’équation "avec second membre" (1.12).

Résoudre 'équation (1.12)consiste donc a déterminer y;, et y,. Il n’existe pas de
méthode générale pour calculer ces solutions dans le cas ou les éléments A, B et f

ne sont pas des constantes.

Proposition 1.27 Soit a,f € R si y; (z) et ya (x) sont des solutions de (1.13).

Alors la fonction
y(x) = ay () + By2 (x)
est solution de (1.13)

Théoréme 1.28 On suppose que A, B sont des fonctions continues définier dans
un intervalle I C R. Soit xqg € I et kg, k1 des nombres réelle. Le probléme avec

condition initiale suivant :

{ y' (2) + Ax)y (x) + B (2)y (x) = 0
Yy (l‘o) = ko, y' (950) = k.

Adme une unique solution définie sur I
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Exemple

Résoudre ’équation suivant :

{ y'=y=0 (1.14)
y(0)=1,y(0)=3

Par conséquence de théoréme 1.28 le probléme adme une unique solution définie sur
R. il est simple de voire que les fonctions suiventes e et e~ sont des solutions de
(1.14) et de méme pour

y(z) =ae” + fe®

Cherchons la solution qui vérifie y (0) = 1, ' (0) = 3. Alors
a+pf=1
a—p=3

y(x) =2e" —e”

donc

xT

Corollaire 1.29 Soit le probléme avec condition initiale suivant

{ AMz)y" (x) + A(@)y (2) + B(z)y () =0 (1.15)

y(xo) = ko, Y (x0) = k1.

Adme une unique solution définie sur I si xq € I et les fonctions A\, A, B continues

surl et A(z)#0Vxel.

Exemple :

On considere le probléme suivant :

22y + oy — 4y =0
est de la forme (1.15) avec A (z) = 2% et A(z) = z, B (z) = —4, ici on cherche la
solution dans |0, +00[ ou |—00,0[. Il est simple de voire que les fonctions suiventes

22 et — sont des solutions et de méme pour
x

B
y(x):ax2+;
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Proposition 1.30 On suppose que A, B sont des fonctions continues définier dans

un intervalle I C R, et {y1,y2} deuz solutions dans I de l’équation
y'(2)+ A(x)y (2) + B(z)y(x) =0 (1.16)

Si {y1,y2} est linéairement independant, alors {y1,y=} est l’ensemble fondamental
des solutions. Autrement dit tout solution de (1.16) il s’écrie comme combinaison

linéair de {yy, vy}

1.4.1 Wronskian et la formule d’Abel

Soit le probléme avec condition initiale suivant

{ y' (z) + A(2)y (2) + B (2)y (z) =0 (1.17)

Yy (vo) = ko, Y (w0) = k.
Si{y1,y2} est un systéme fondamental de solutions de (1.16) dans . Donc la solution
de probléme avec condition initiale il s’écrie comme combinaison linéair de {y, y2} .
Nous avons alors
y(x) = ay1 (x) + Pyz (2)
et
{ ay1 (o) + BY2 (20) = ko
ayy (vo) + By (z0) = k1

(30 ()
Yy (o) Y5 (o) B k1

L’unicité de la solution(1.17) signifie que le systéme d’équations linéaires en « et 3

équivalent

A une solution donc

det< y1 (zo)  y2 (w0)

vy (o) yh (x0) ) = y1 (w0) Y5 (z0) — ¥1 (20) Y2 (20) # O
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et
det( v (o) ko )
B V@) k) @)k — v (o) ko
det ( v (z0)  y2 (z0) ) Y1 (w0) Y5 (o) — 1 (o) Y2 (o)
Y1 (z0) Y3 (20)

pour tout kg, k1 € R.

Définition 1.31 Si y1,ys deux solutions de I’équation
y'(2)+ A(x)y (2) + B(z)y (x) =0 (1.18)
dans I, on appelle matrice wronskienne
yi1 () ys(2)

Le déterminant de W (x), noté w (x) est appelé wronskien

Proposition 1.32  Soient (y1,y2) € S? ou S est l’ensemble des solutions de (1.18)

et W la matrice wronskienne. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1)- {vy1,y2} est un systéme fondamental de solutions
2)- Pour tout x € I, W (z) est inversible.

3)- il existe xg € I tel que W (xq) est inversible.

Proposition 1.33 (La formul d’Abel) Soit ,(y1,y2) € S* et w(x) son wrons-

kien. Alors, si xq € 1

w(m):w(mo)exp—/ A(s)ds, z el

(:Eo,x)

ainsi w (x) 0,V x € I ou si 3 xg € I tel que w(xg) =0 alorsw(x) =0, Vel

Théoréme 1.34 On suppose que A, B et [ sont des fonctions continues définier
dans un intervalle I C R. Soit xq € I et kg, k1 des nombres réelle. Le probléeme avec

condition initiale suivant :

{y%@+A@www+B@w@a=ﬂm
Yy (500) = ko, Z/ (370) = k.

Adme une unique solution définie sur I.
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Théoréme 1.35 On suppose que A, B et f sont des fonctions continues définier

dans un intervalle I C R. Soit y4 une solution particuliére de
y'(z) + Az)y (z) + B (2)y (z) = [ (x) (1.19)
dans I.Soit {y1,y2} est un systéme fondamental de solutions d’équation
y' () + A(x)y (x) + B (x)y (z) =0 (1.20)
dans 1. Puis y est une solution de (1.19) si est seulement si
y (@) =yp () + g1 (x) + By2 ()
ot o, €R

Proposition 1.36 Supposons qu’on ait trouvé des solutions mon proportionnelles
u(x) et v(z) de Uéquation homogéne (1.20.) Voici comment obtenir une solution

particuliére S de 'équation (1.19). On calcule la fonction

(elle ne s’annule pas), et les fonctions

)\(x):/[ ]Mds et ()= Mds

w (s

Alors
S(z) =A(z)u(z)+¢(z)v(z)

est une solution de (1.19) telle que S (z9) =0

Exemple :

(1) — trouver la solution générale de 1'équation suivant
y'+y=1
Nous pouvons appliqué le théorémel.35 avec I = ]—o0, +oo[. La solution est

y(z) = acos(z) — fsin (z) + 1
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(2) —trouver la solution générale de I’équation suivant
y”—2y’+y=—3—x+x2

L’espace S des solution est donc engendré par e”, xe®, pour obtenir une solution
particuliere nous utilisons la proposition 1.36
i)- On calcule la fonction w (x) = €* (% + we®) — e” (ze®) = e**

ii)- et les fonctions

A(x) = / — (—3 — s+ 82) se *ds ; p(x) = / (—3 — s+ 52) e *ds
[1‘071'] [Z‘o,x]

Az) = (ze™™® + 222 + 23"+ %) + C

o (z) = (27" — 2% —ze®) + '
Alors
S(z)=2>+3z+1+¢€" (C+aC

d’ou la solution est de la forme
y(z) =2*+3z+1+¢" (a+ Bx)

Proposition 1.37 (Principe superposition) Supposons que le second membre
f est une somme fi(z)+ fo(x) de deux fonctions. Si sy (x) est une solution de
léquation y" () + A(x)y () + B (x)y (x) = f1(z) et si sa(x) est une solution de
Véquation y” (z)+A(x)y (z)+B(z)y (z) = fa(x ) Alors s1 (z)+s2 () est solution
de Uéquation y" (z) + A(x)y (z) + B(z)y (z) = fi (z) + fo(x)

1.4.2 Equations linéaires a coefficients constants
Il s’agit des équations différentielles de la forme
y' (@) +py (@) +qy(x) = f(z). (1.21)

ou p, ¢ € Ret f une fonction continue sur un intervalle I C R. Pour résoudre
I’équation, il suffit, d’aprés les propriétés générales, de trouver une solution parti-

culiere s (z) et de résoudre 'équation homogene y” (z) +p v/ () + q y (z) =0

Menguelti Al



edo.eklablog.net

1. Equations différentielles ordinaires 35

Résolution de I’équation homogéne

Il est plus simple de chercher les solutions a valeurs complexes. Rappelons que
pour dériver une fonction & valeurs complexes, on dérive sa partie réelle et sa partie
imaginaire. Une telle fonction est donc solution si et seulement si sa partie réelle
et sa partie imaginaire le sont. Rappelons aussi que si z = a + bi est un nombre

complexe, on a posé
e = et — ¢ [cog (be) + i sin (bx)]

pour tout nombre réel x. La fonction x — e** a pour dérivée ze** . Posons y (z) =
e*. Puisque ¢ (z) = 2%e* | il vient y" (x) + p v (z) + q y (z) = (2% + pz + q) ™.
La fonction e** est solution de ’équation homogene si et seulement si le nombre z

satisfait I’équation algebrique dit équation caractéristique

24 pz+q=0.

Premier cas p?> —4q > 0 : L’équation caractéristique a deux racines réelles

distinctes 11, 12, d’ot les solutions u (z) = €% et v (x) = €">*.Ces fonctions n’étant
pas proportionnelles, on en déduit d’aprés le théoréme précédent les solutions de

I’équation homogene sont les fonctions

y () = ae™ + B a,f €R

Deuxiéme cas p?> —4g < 0 : L’équation caractéristique a deux racines dis-

tinctes conjuguées r + iw et r — iw. Les fonctions u (z) = €€ et u(xr) =
e e~ sont donc des solutions de I’équation homogene et il en va de méme des

fonctions.
1 (2) = = (u (@) + 7 (2)) = € cos (wa)

o (2) = o (u(x) — W () = ¢ sin (wz)

lg)l,_.[\:)ln—

Puisque y; et y» ne sont pas proportionnelles, on en déduit les solutions de de

I’équation homogene sont les fonctions

y (z) = [acos (wz) + Gsin (wz)] e, o, f € R
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Troisiéme cas p? —4¢ =0 : L’équation caractéristique a une racine double

Y24
—p/2, ce qui fournit la solution réelle u;(z) = e~ 2. Montrons que la fonction

us(z) = xuy(x) est aussi une solution : on a en effet

uy(7) = uy ( ) + aui(z),
uy () = 2ui(z) + vy (2)
2uy () + zuy(z) + p wi(x) + zpuy(z) + 2q Ui (2)
= 2uy (v )+p u(z) +z [uf(z) + puy(z) + q ua(x)] =0

car u; est solution et u)(x) = —g ui(z) . Puisque les solutions u; et us ne sont
pas proportionnelles, on en déduit les solutions de de 1’équation homogéne sont les

fonctions p
y(r)=[a+azBle 2,a,8€R

Proposition 1.38 -
— On suppose que p, q de Uéquation (1.21) sont des canstantes. Nous allons

étudier le cas ou le second membre est de la forme

f ) =e*Q (x)

ot @ est un polynome et z un mombre complexe, il existe alors une solution
de (1.21) de la forme

y(x) = e R (x)

ou R est un polyndéme. Plus présisément
1- Si z n'est pas un racine de P(X) = X? + pX + g,

deg R (z) = deg Q (2)
2- Si z est racine simple de P (X) = X% +pX +q,
deg R (z) =1+ deg@Q (x)
3- Si z est racine double de P (X) = X? +pX +g,

deg R (z) =2+ degQ ()
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Proposition 1.39 On considére une équation différentielle a coefficient constante

de la forme
ay” (x) + by (z) + cy (x) = e (P () cos (wr) + Q (z) sin (wx)) (1.22)
ot \,w € R tel que w # 0 et P,Q deuz polynomes. On pose y (x) = e u (x) alors
(1.22) devient
au” + (b+ 2aX\) v’ + (¢4 bA 4+ ar?) u = (P cos (wz) + @ sin (wx)) (1.23)

On pose k = max (deg P,deg Q)) , alors si les fonctions cos (wx), sin (wx) n'est pas
des solutions de ’équation Homogéne. ’équation (1.23) a une solution partuculiére
de la forme

up, (x) = A(x)cos (wz) + B (x) sin (wz)

ot
A($):A0+A1$+A2$2++Ao$k

B (x) = By + Bz + Bez? + - - + Boa*

Dons le cas ot cos (wx), sin (wz) est solution de ’équation Homogéne, la solution

partuculiére est de la forme
up () = C (x) cos (wz) + D () sin (wx)
avec

C(z) = 2A(z) = Agz + A12® + Agxd3 + -+ + Agaht!
D (z) = 2B (x) = Box + Bia? + Bya® + - - - + ByzFH!

1.4.3 Meéthode de variation des constantes
Proposition 1.40 On considére ’équation différentielle linéaire
Y +a(z)y +b(z)y =c(x) (1.24)

ot a;b;c : I — K sont trois applications continues définies sur un intervalle I. Soit

(y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de l’équation différentielle homogéne

v ' +a(x)y +b(x)y=0 (1.25)
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On peut déterminer une solution de l’équation différentielle (1.24) en la cherchant
sous la forme

y(z) =M (2) Y1 + A2 () 1o
ol A1, Ay sont deux fonctions dérivables o déterminer, définies sur l'intervalle I,

intervalle de définition des fonctions a,b et c.

Démonstration. On procéde par condition nécessaire. Supposons donc qu’il

existe une solution de I’équation écrite comme suit.

y(z) =M (2) y1 + A2 () 42
On a alors
Yy (2) = N (@) g1 + X5 (2) y2 + A2 (2) 9o + M (2)
On va de plus supposer que \; Ay vérifient
Vo €I, N (2)y1 (2) + A5 () ya2 (2) = 0 (1.26)
afin de ne pas avoir a dériveré A; et Ay deux fois. On obtient alors
Ve el, y'(x) =Xy (2) gy + Ao () vy + N, () 9 + A () oy
En remplacant dans 1’équation différentielle (1.24), il vient

Mgy 4 Aoy + Nyt + Myl +a (e + Miyh) + b (s + Aae) = ¢ (2)
AL+ Agys + A2 (Y + ayy + bya) + Ai (31 + ayy + byy) = ¢ (x)

=0 ((y1,y2) est un systéme fondamental de solutions)
/

AL+ Ay = c(x)

Ainsi, on cherche \; A\ vérifient
T /\:1 (ﬁ)y} (z) +/\:2 (ﬁ)yf (z) =0
A (@) Yy () + A (@) vy (2) = c(2)
Comme (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de I’équation différentielle

(1.25), le wronskien de ce systéme est non nul en tout x € I.

Le systéeme précédent admet comme solution unique.

1
w (Y1, y2)

1

Veel, N (x)= w (y1,2)

;Mg (2) =
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1.4.4 Reéduction de 'ordre de ’équation

On considére I’équation différentielle linéaire

y' (@) +p @)y +q(@)y=c(z)
Si on suppose que la fonction y; est une solution de I’équation
y' (@) +p(@)y +q(@)y=0 (1.27)
Alors on pose le changement de fonction suivant
y(z) =y (z)u(z)
alors (1.27) devien
v’ + 2y’ (@) +p (@) y)u' + () +p (2) v) + q (@) yr)u = 0.

y1 est une solution de I’équation Homogéne alors on obtien

yru” + 2y () +p(z)yr)u’ =0

1.4.5 Exercice corrigé

Exercice 1

y' =2/ +y==,y(0)=y(0)=0

Y'—4y +3y=2x+1)e ™ ; y' —4y +3y=(2x+ 1)e”

y' — 4y + 3y =2%e® +ze**cos(x) ; Y +9y=x+1,9(0)=0

y" — 2y + by = —4de "xcos (v) + Te " sin (x) — 4e” sin (22) ;
Changement de fonction inconnue - et on retrouve des coéffcients constants

iz / _ —
zy" 4+ 2(x + 1)y" + (r 4+ 2)y = 0. En posant z = xy,

Changement de variable - et on retrouve des coéffcients constants

y// . y/ _ GQI?/ = e3% en posant ¢ = ex;
y" +y'tan(z) — ycos (2x) = 0 en posant ¢ = sin () ;
ny" +y =0 en posant ¢t = In (13) ;

(1 -2y —xy +y=0sur] —1,1];
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Exercice 2

On considére I’équation différentielle :
(1+2%) y" (z) — 22y’ (z) + 2y (x) = 2* + 2

1. Chercher une solution polynomiale autre que 0 de I’équation Homogene.
2. Résoudre I'équation différentielle

3. Reprendre le méme exercice avec
(P +2)y" +(@—1)y —y=0. Bt 2*y" =32y +4y=2°

Exercice 3
Soit p (x) et ¢ (x) des fonctions réel. On consdére I'équation différentielle suivante

y' (x) +p(z)y +q(zr)y=0 (1.28)

1. Montrer que par le changement d’inconnue y (z) = a (z) z (x) ’équation (1.28)

devient
a(x) 2"+ (2d (x) +p(x)a(x)z + (" () +p(x)d (x) +q(z)a(x))z = 0.

Posons

o (z) = exp {—% /(xo’r)p ) dt}

2. Montrer que 'on a a (x) > 0 pour tout x et que z est solution de ’équation

différentielle linéaire
2+ (q (2) — 2/ (2) — 11?2) z=0.
2 4
3. Utiliser cette transformation pour résoudre 1’équation suivante
Y+ 22y + 2%y =0,
Résoudre les équations suivantes

1
(1+2*)y" —2y=1, y' 422y +2°y=(1+2)exp (—§$2) :
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Corrigé de exercice 1

— On commence par cherche I’équation caractéristique de 1’équation homogeéne
y' =2y +y=0

Nous supposerons au départ que y (x) = Se" .Nous obtenons ainsi une équa-
tion algebrique
P =2r+1=0

il y a alors une racine double égale & 1. Ce qui fournit un systéme fondamen-
talle {y1 (z),y2 ()} tel que y1 () = €*, yo () = ze” en effet on a la matric

Wronskian est

(@ w@ ) _ (e e
W <ya<a:> e ) ( (ot 1)er )

donc le Wronskian

x x

xTe

= #£0VzeR
e’ (33—}—1)6:”) A

w(x):det(e

On en déduit les solutions générales de 1’équation homogéne sont donc les

fonctions de la forme
y(z) = (a+ pz)e’
— Comme 0 n’est pas racine de I’équation caractéristique, on va chercher une

solution particuliere sous la forme d’un polynome de degré 1. Mais y, (z) =

Bix + B, est solution de I’équation différentielle si et seulement si :

Yp (z) = Bz + By
vérifie
(Byx + 50>H -2 (B + ﬁo)/ + 681+ By =2
Bix+ By — 26, =2

[ [
Bo—268,=0 Bo =2
Les solutions de 1’équation sont donc les fonctions de la forme

y(z) = (a+ pr)e +x+2
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Si on ajoute les conditions y(0) = y/(0) = 0, on obtient les équations
a+2=0 o= -2
=
a+p+1=0 B=1
La seule solution de 1’équation est donc la fonction

y(z)=(—2+2z)e"+z+2

La résoulution de I’équation

' =4y +3y =2z + 1)e”
On commence par cherche I’équation caractéristique de I’équation homogéne
y' — 4y +3y=0
Son équation caractéristique est
P —4r+3=(r-3)(r—1)=0
Les solutions de 1’équation homogéne sont donc les fonctions
y(z) = ae” + Be”

Comme z = —1 n’est pas racine de ’équation caractéristique, on cherche une solu-

tion particuliére sous la forme

y(x)=(a+fr)e”

En dérivant, on trouve

y (r)=(B—a—Px)e”, ¥ (rv)=(a—28+zB)e™
alors

y'— 4y +3y=(2x+1)e®
(a=28+zp)e*—4(f—a—Pr)e*+3(a+pfr)e ™ =2+ 1)e”
(a—=28+2ap)—4(f—a—pPx)+3(a+px) =2z +1)

8a— 60+ 8Fr =2x+1
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Par identification « et 3 sont solutions du systéme :
1

8a — 68 =1 5
— = — =
{85:2 =15 =1

on trouve qu’une solution particuliére est donnée par

(@)=t 7)™

r)=—+-x)e

Y 16 4

Finalement, les solutions de I’équation avec second membre sont les fonctions de la

forme

o 1
_ x 3z - —x
y(z) = ae” + Pe +(—16+4x>e

La résoulution de I’équation

y' — 4y +3y = 2z + 1)e”

L’équation homogene a déja été résolue a la question précédente. Les solutions sont

les fonctions
y(z) = ae” + B

on remarque cette fois que z = 1 est racine simple de 1’équation caractéristique. On

cherche donc une solution particuliére sous la forme
y(z) = (aa® + Bz) €”
On dérive pour trouver
Y () = (B+ Qo+ B)z+2%a) e’y (z) = 20+ 28+ (4o + B) z + 2°a) €
alors

y' =4y 4+ 3y = (2x + 1)e”
(B+ (20 + B)x + 2°a) —4(2a + 28 + (da + B) x + 2%a) + 3 (aa® + Bz) = (22 + 1)
—8a — 70 — ldrxa =2x + 1

Par identification a et 8 sont solutions du systéme :

—8a—T8=1 —1 1
= = —_, = —_——
{ —14a = 2 7 P 49
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on trouve qu’une solution particuliére est donnée par

1
yp (x) = ~15 (72° + ) €e"

les solutions de I’équation avec second membre sont les fonctions de la forme
1

o T 3z
y(z) = ae” + fe 5

(71:2 + x) e”

La résoulution de I’équation

y' — 4y + 3y = 2%e” + xe* cos ()

L’équation homogene a déja été résolue a la question précédente. Les solutions sont

les fonctions
y(z) = ae” + B

On cherche une solution particuliére de I’équation générale en utilisant le principe

de superposition des solutions

La résoulution de I’équation

y// _4y/+3y — £C2€x

On remarque que z = 1 est racine simple de ’équation caractéristique. On

cherche donc une solution particuliére sous la forme
y(z) = (ax + Ba? + yz?) ¢
On dérive pour trouver

y'(x) = (a+(a+28) 2+ (B+37) 2" +72%) "
y' (z) = (2a+28+ (a+ 48+ 67) z + (B + 67) z° +72°) €”

alors

y//_4y/+3y :ZL‘2€I

(20 + 28+ (o + 48+ 67)x + (8 + 67) 22 + y2?)

—4(a+ (a+28)z+ (B +37) 2? + 72*) + 3 (ax + Bz? + ya?) = 22
= 28 —2a + (=48 + 67) x — 6y2? = 2?
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Par identification o 5 et v sont ,

26 —2a=0 ) ) )
—6y =1

Les solutions sont les fonctions

2- La résoulution de I’équation

y' — 4y + 3y = ze* cos (1)
On pose

on obtient

u" —u = xcos(x)

L’équation caractéristique est
r2—1=0
Les solutions de I’équation homogene sont donc les fonctions
u(x) =ae®+ fe®
on cherche des solutions particuliéres sous la formes
u, (z) = (a+ Bzx) cos (z) + (o + f'z) sin ()
On dérive pour trouver

j_; ((a+ Bz) cos (z) 4+ (o/ 4 f'z) sin (x))

— (a+ Bz)cos (z) — (o’ + f'z) sin (z) = x cos (x)

= (28" — 2a)cosz — (2B + 2a/) sinz — 2z cosx — 23"z sinx = z cos ()
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Par identification on obtient le systéme

26" —2a =0
26 + 20/ =0 1
=0.8=—ad==.=0
26/ -0 «@ 76 , 27/6
95 =1
donc .
up, () = —5%cos (x) + 5 sin ()
d’ou ) .
u(x) =ae® + fe* — 5 cos (x) + 3 sin ()
alors

1 1
Sy (1) = ae® + Be* — % cos (z) e* + 5 sin (z) e**

Par le principe de superposition des solutions on obtien la solution générale

de 1 équation de départ.

1 1 1 1 1
y(z) = ae” + B + (—le — Z—le — 6:63) e’ — 5 cos (z)e* + 3 sin (z) **

La résoulution de I’équation

y'+9y=x+1

L’équation homogene

y'+9y =0

admet pour équation caractéristique associée

r?4+9=0

dont les racines sont r = £3i¢ . Les solutions réelles de I’équation homogene sont

donc les fonctions de la forme

y (z) = cos (3x) et y(x) =sin (3z) .

On cherche une solution particuliére sous la forme d’un polyndéme de degré 1, et on

trouve

(@) =g (& +1)
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Les solutions de 1’équation

y(z) = acos (3z) + fsin(3x) + % (x +1)

La condition y(0) = 0 entraine o = ~9

La résoulution de I’équation

y" — 2y + 5y = —4e " cos (x) + Te " sin (x) — 4e” sin (2z)

L’équation caractéristique est r2 —2r+5 = 0, dont les racines sont 1+2i, 1—2i . La

solution générale de I’équation homogéne est donc donnée par
yn (z) = ae” cos (2x) + fe” sin (2x) ,
On cherche ensuite une solution particuliére de I’équation
y" — 2y + 5y = —4e " cos (x) + Te ¥ sin (x)
On pose y (z) = e *u (x)
u” — 4u’ + 8u = —4 cos (z) + 7sin ()
on cherche des solutions particuliéres sous la formes
u, (z) = (a + Bzx) cos (z) + (o + f'z) sin ()
On dérive pour trouver

[T — 48 — 40/ + 28| cosz + [da — 28 + Ta/ — 48] sinx
+ (78 — 4B )z cosx + (48 + 78" ) xsinz
= —4cos (x) + 7sin (x)

Par identification on obtient le systéme

Tao — 48 — 4o/ + 23 = —4
da— 28 +70) —48 =7
78— 48 =0

(468 +76") =0

—a=0,8=0,d=1,8=0
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alors la solution est

u, (x) = sin (z)

donc

S1 (z) = e"sin (2)
On cherche de la méme facon a résoudre
y" — 2y + 5y = —4e” sin (27)

On pose y () = e"u (x) alors ’équation devient

e“u (x)

e“u” + 2e"u + €"u — 2 (e"u' + €"u) + e"u

e"u" (x) + 2" () + e"u (z)

u” + 4u = —4sin (22)

On a cos (2x), sin (2z) est solution de I’équation Homogéne donc on va chercher une

solution sous la forme
up () = (ax cos (2x) + S sin (2x))
On dérive pour trouver

(o cos (2x) + Basin (22))” + 4 (ax cos (22) + B sin (27)) = —4sin (27)

403 cos (2x) — 4asin (2x) = —4sin (2x)

Par identification on obtient
=0 a=1

On trouve

uy () = x cos (2x)

donc
Sa () = xe " cos (2x)

Finalement, les solutions de I’équation de départ sont les fonctions

y (x) = ae” cos (2z) + Pe’ sin (2x) + €” sin (x) + xe™* cos (2x)
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Changement de fonction inconnue - et on retrouve des coéffcients constants

zy" +2(x+ 1Dy + (x+2)y=0. z=uzy,

On a
z=2xy
F=uay +y
Z" — my// + 2y/
donc

2(y+ay)+ay" +2y' + zy =0.
S—— A:—/ ~~~
Ainsi, z vérifie ’équation
22/ + 2" +2=0.

L’équation caractéristique est 2 4 2r 4+ 1 dont —1 est racine double. Ainsi,
2 (r) =ae 4 fre®

On en déduit que les solutions de 1’équation initiale sur ]0, +00[ ou sur |—oo, 0 sont

les fonctions de la forme
o _ _
y(x)=—e "+ pBe®
T

La résoulution de I’équation

Y — vy — e*y = € en posant t = e”;

x o/

Posons t = €%, puis z (t) = y (z) soit z (¢*) = y (x). On en déduit ¢/ (x) = e*2’ (e”)
pUiS y/l (IE) — e212// (ecc) + eT ! (ea:)
y// (I) o y/ (I) _ eQxy ((L’) — 62112// <€x) + ele (ex) _ 6:z:Z/ (636) _ 62962 (ex) — 631‘
— 2" (e") — z (e*) = €”
=2 (t)—z(t) =t
On résoud maintenant trés facilement cette équation. Les solutions de 1’équation

homogeéne sont
2(t) = ae’ + Be™! B,aaeR
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La fonction t — —t est solution particuliére de I’équation, et donc la solution géné-

rale de I’équation vérifiée par z est de la forme
z(t) = e+ Bet —t
Revenant a y, on trouve
y(z) = e +PBe® —e” B,a €R

La résoulution de I’équation

y" + vy tan(x) — ycos (2x) = 0 en posant ¢ = sin (x)
L’équation de départ est définie sur chaque intervalle

]—§+k7r +/€’/T[

Puisque les fonctions intervenant dans I’équation différentielle sont m-périodiques,
T

on peut se contenter de résoudre I’équation sur |——, — [

Posons t = sin (), puis z (t) = y (z) soit z (sin (z)) = y (z) . On en déduit

2 (sin (7)) + cos® (z) 2" (sin ()
= —sin (z) 2’ + cos® () 2"
puis

y” + 3 tan(z) — ycos (2x) =0

—sin (z) 2 + cos? (z) 2" + (cos (x) 2') tan(z) — z cos (2z) = 0
= —sin (z) 2’ + cos? (z) 2" + 2’ sin (z) — 2z cos (2z) = 0
= cos® (1) 2" — zcos? (z) =0

= (1-t3)2"-(1-t)2=0
la simplification étant légitime puisque (1 — %) # 0 On obtient

z(t)=ae' +Be" B,aeR
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Revenant a y, on trouve

La résoulution de I’équation

7*y" +y =0 en posant t = In (z);

Posons ¢t = In (z), puis 2z (t) = y (x) soit z (In(x)) = y (z) . On en déduit

Y (z) = - (In (x))

T

puis

22 (%z (1) — Lo (t)) b2(t) = 0= 2 () — 2 (£) + 2 (t) = 0

1 1 1 1
L’équation caractéristique est r?> —r + 1, dont 52\/5 + 3 et 3~ 5@\/5 des racines .

(1) = et (a cos (%\/ét) + Bsin (%ﬁt))

Revenant a y, on trouve

Ainsi,

y (@) = Va [a cos (%\/3111 (x)) + Bsin (%\/ﬁm (:c))} 0B R

La résoulution de I’équation

(1—2%)y" — 2y +y=0sur] — 1,1

On pose x = sin (t) avec t € ] —g, g [ et

£ (t) = y (sin (1)
2 (t) = cos () y (sin (t))
2" (t) = cos® (t) y” (sin (t)) — sin () /' (sin (£))
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L’équation initiale se traduit en

cos? (t) y” (sin (t)) — sin (¢) y/ (sin (t)l +y(sin(t)) =0 SU_I‘} _g’ g [ ;
z;ft) 2(t)

2" (t)+2(t)=0 sur}—g,g[

La solution générale est donnée par
z(t) = accos (t) + [sin (1)
En revenant a y et x, on trouve que

y (z) = acos (arcsin z) + [ sin (arcsin )

y(x) = a\/l — sin? (arcsin ) + S sin (arcsin z)

y(z)=avl—a?+ px

Pour résoudre 1'équation sur ]1,4o00[, on aurait pu considérer le changement de

variables x = Ch (t)

Corrigé de exercice 2

On considére ’équation différentielle suivant
(1+2%)y" (z) — 22y (z) + 2y (z) =2+ 1
La rechercher d’une solution polyndémiale autre que 0 de I’équation Homogene
(1+22) ¢ (2) — 229/ () + 2y (2) = 0 (1.29)

Autrement dit on cherche une solution de la forme

y(z) = ag+ a1x + agx® -+ - - + ayz" = Z ;"
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oua, #0et a, 1 ------ ap € R de plus y est solution de (1.29) si et seulement si :

(1+ 2% LZ::: k(k—1) akmk_Q] — 2z [Zz: k’akxk_l} +2 [ZZZ akxk] =0

— Z/:; k(k—1) akx’f—Q] 1 2a9 + Z:: [(k (k — 1) — 2k + 2) aya*] = 0

r k=n k=n
N _ZM k(= 1) akxk—2] + 200+ [k = 3k +2) art] =0
[ k'=n—1
— =

Ce qui montre que

, k=n
(K +2) (K +1) akurlxk} + 2a0 + Zk:2 [(k* =3k +2)apz*] =0 VzeR

(K +2) (K +1)ap1 =0 a1 =0car (K +2)#0et (K+1)#£0
2a0 =0 ag =0

(k* =3k +2)a, =0 — ap=0 Vke{0,3,------ ,n—1}
(n*=3n+2)a, =0 n € {1,2}

donc la solution polynémiale de I’équation (1.29) est de la forme
y(z)=ar*+pBx+6 (a,3,6) € R?

On a

A

Ve e R, (1+2%)y" (z) —2xy () + 2y (x) = 0 < 2a (1 + 2%) — 22 (2ax + B) + 2 (ax® + Bz + 6
< 202% + 200 — dax? — 287 + 2022 + 2B +20 =0 <= a = —§
ey @) =a@@ = 1)+ 8z, (a,5) R

Y

Nous remarquons que les fonctions y; (z) = (% — 1) et yo () = x forme un systéme

fondamentale des solutions de I’équation homogene (1.29) en effet

w(x)—det<($22;1) f)—(x2—1)—2x2——(x2+1)#0vxeR

On suppose que
y(@)=a(@)(@®—1) +B(z)x
On pose
yi(e) = (2 = 1), po(2) =2
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Alors

y(z) =a(z)y + B (2) y2 (2)
Y (z) = o () y1 + B (2) y2 () + o (x) ¥} + B (2) ys (x)

On supposer que «, (3 vérifient
o (2)y1 + 5 () y2 () = 0
On obtient alors
y'(z) = o (@) y1 + 0" (@) y3 (2) + o (2) o + B (2) y3 (2)
En reportant dans I’équation, on obtient

(1 +2?) [o'y; + By + ayy + Bys] — 22 [ayy + Bys] + 2 [ays + Byo] = ¥ +2
(1+2%) (s + Byh) + [(1+27) y) — 2zy) + 2] + B[(1+27) yy — 2y + 2y2l =22 +1

=0 ((y1,y2) est un systéme fondamental de solutions)

= (1+2°) (a'yy + B'ys) = 2* +2
Ainsi, on cherche «, 8 vérifient

{ o (@) + B (2) g2 (2) = 0

(1+2?) (a'yy + Byp) = 2® + 1

Ce qui montre que

o (@@-1)+p52=0
2xa’ + ' =1

donc

o = ! :>a—/ v dr =
1422 - 1+22

1 — 2 1— 2
g :1+i2———>5=/1+i2dx:2arctanx—x

On obtient la solution suivante y; (z) = (22 — 1) et yo (z) =z

y (x) :a(xQ—1)+ﬁx—|—a(x2—1)+gln(a:2+1)+2xarctanx—:1:2+)\, AeR
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La résoulution de I’équation

(+2)y" +(@-1)y —y=0. (1.30)

On cherche une solution de la forme

y () = ag + 17 + ax® + aza® + - - - - + a2z = Z a;x’
i=0
o a, #0et a, 1 ------ ap € R de plus y est solution de (1.30) si et seulement si :
(2% + ) (2a2 + 6agw + -+ - +n(n—1)a,z"?) + (x — 1) (a1 + 2a22 + 3azz* + - -+ + naz" )
—ag — a1 — asx? — azx® — - — a,z" = 0.
4
20502 + 6 agax® + - - +n(n—1)a,x™ + 2asx + 6agw® + -+ - - +n(n—1)a,z"!
+a1x + 2a97% + 3agx® + - - - + nap, " — ay — 20407 — 3azT® — - - — na,z" !
—ag — a1r — apx® —azxd — - — A" =0
4
—Qg— Qe + (n? = 2n) a,a™ ' + (n®* —n)a,x” =0; Vz
Ce qui montre que
n*—n=0

donc la solution polynomiale de ’équation (1.30) est de la forme
y(x)=pr+0 (8,0) €R®

On a
(2 4+2)y" +(z—1)y —y=0
— (B2 +2)Br+060)"+ (@ -1 (Bz+0) —(Bx+06) =0
— (r—1)B— (Bz+0) =0
— =94
= y(x)=px—-1); BER

La résolution de I’équation

(P+a)y" +(@-1)y —y=0
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On a
y1(z) =2 —1
Donc on pose le chengement de fonction
y(z)=(z-1)u(x)

On dérive

y(2) =u(z)+ (z—1)u ()

"(z) =2u' () + (z — 1) u" ()
donc I’équation devient

(22 +2) 2/ (2) + (@ = D" (2)] + (2 = ) [u(z) + (2 = D' (2)] = (x = Du(z) =0
Yu =0

(1) (a2 + o) (@) + (2~ 1) (2 — 1) + 222 4 2)] o () = O
(x —1) (22 v () + 3z + 1)/ (z) =0

Alors si on pose z (z) = ' (z)

) +

2(332+x)u’+( DEE?*+z)u" +(xz—Du+(z—1)(z— 1) —(z -1
+ )
+ )

(x—1) (22 +2)2 () + B2+ 1) z(z) =0
2 () (322 +1 B (a px ) Caf(a® —1) + Ba?
-1)

@)z s T @oD (1)

Alors

() 1 4w

z(x) x  (22-1)

In(z(x)) = ln(x:)v— 2In(z* —1)=In ((3:2 - 1)2> +C

=z (z) = (2 _331)2 )

= (x) = 1) — u(zx)=\[ o 1>2dx
On pose

w=1> = dw=2zdx

donc

x du 1
?“@:A/kﬁ—nﬂx:A/2m—n2:_ﬂu—n+“
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par conséquence

u(z) = _2(9521— n e
— y(@) = -1 |5 4
yw) = 5 )

La résoulution de I’équation

1,2?// _ Bxy' + 4y — :L‘3
La rechercher d’une solution polyndémiale autre que 0 de I’équation Homogene
22y" — 3zy' + 4y =0 (1.31)

Autrement dit on cherche une solution de la forme

y(z) = ag+ a1x + agx® + -+ - +a,z" = Z a;x’
i=0
oua, #0et a, 1 ------ ap € R de plus y est solution de (1.31) si et seulement si :

o (S50 = Daw'™2) =30 (Tiiaa™ ) +4 5 e’ =0
= (Zi;l (i—1) aixi) - (Z;j 3iaixi> +4 Zzig a;xt =0

= —3ayx + dag + dayx + 320 [i2 — 4i + 4] a;zt = 0

Ce qui montre que
n*—4dn+4=0=>n=2

donc la solution polynomiale de ’équation (1.31) est de la forme

y(x)=az’+ B+ (B,6) € R?

202 — 3z 20z + ) + 4 (aa® + Bz +6) =0
46+ x5 =0
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donc

=0, 6=0

Alors la solution polynomiale est
y(r) = ax®, o c R?

On cherche ensuite une autre solution de (1.31) en utilisant exactement la méme

méthode, on pose le chengement de fonction

y(2) = 2%u (w)
On dérive
v (v) = 2%/ (2) + 2zu (v)
y' (x) = dau’ (x) + 2*u” (z) + 2u (z)

donc I’équation devient

22 (4zu' + 2% + 2u) — 3z (220 + 2zu) + 422u =0

" 1 1
u'zt +u'at =0 = u_, =——=Inhv=—-In(x)=d(x)= A=
u x x
donc
u(x) =Alnzx+C
par conséquence
y(z) = A*Ilnz + Cz?
On utilise la remarque 1.36 avec u (z) = 2% et v (z) = 22 Inz . On calcule la fonction

w(z)=2*2Inz+1) — 223 Inz = 23 (elle ne s’annule pas sur R*) et les fonctions

— 51 1 1 5 1
A(@Z/%d:}c :§x3—§x31nx et ¢ (z) = %d:}c:§x3

On obtient alors la solution partucliére suivante

Yp (x) = §I5 (1-3lnz)+ §x5lnx = §m5

danc les solutions de I’équation avec second membre sont les fonctions de la forme :

1
y(z) = ar? + pr’lnz + §x5
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Corrigé de exercice 3

Soit I’équation différentielle

y' (x) +p @)y +q(x)y=0 (1.32)

ou p(x) et q(z) sont des fonctions. Montrons que par le changement d’inconnue
y(z) = a(x)z (x) 'équation (1.32) devient

a(x) 2"+ (2d (x) +p(x)a(x)z + (" () +p(x)d (x) + q(z)a(x))z = 0.

En effet
Y (z) =d (z) 2 (2) + a(z) 2 (2)

et
y' () = a" () 2 (x) + 2d' (z) 2’ (2) + a(z) 2" ()

Nous raportons les expressions dons 1’équation on obtient

a(x) 2"+ (2d' (x) +p(z)a(2))2' + (a" (z) + p () ' (z) + q(2) a(z))z = 0.

Avec

On obtient

Pour I’équation

y' +2zy + 2’y =0, (1.33)
On pose
y(z) =a(z)z(z)
Avec )
a(xr) = exp [ / tht} = yexp (——m )
20,2
On obtient o

par conséquence la solution est

z(x) = ae” + e ”
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danc les solutions de I’équation (1.33) est
T —x 1 2 1 2 1 2
y(x):(ae + e )exp —5t" | =aexp |- + x| + [fexp —5t — @
Nous cherchons a résoudre
y' + 2y + 2ty =x+1 (1.34)

On pose
L 5 L 5
y1 (z) = exp 57 +2), ya2(z) =exp TRl T

On procéde par condition nécessaire. Supposons donc qu’il existe une solution de

I’équation écrite comme suit.

y(z) =M () y1 + A2 () 92

On a alors
Y () = N (@) g 4+ 25 (@) y2 + Ao (2) yp + M1 (2) 3

On va de plus supposer que A; Ay vérifient
Vo eI, N (z)yi () + Xy (2) ya () =0
afin de ne pas avoir a dériveré A; et Ay deux fois. On obtient alors
Ve €1,y (x) = Ay (@) g + Ao () + Ay () ) + A1 (2) 91

En remplacant dans 1’équation différentielle (1.34), il vient

I3
£

(Ay¥h + Xl + Nyt + My) + 22 (Nyr + Ayyz + Xavh + Mivh) + 2% (Ayr + daye) = (2 + 1) exp (

(Nowh + Nywh) + 22 (N + Ngya) + M [y + 22y + 2°y1] + Aa (%2 + 22095 4+ y5| = (z+ 1) exp (—:

~
=0 est un systéme fondamental de solutions

Ainsi, on cherche \; \y vérifient

AL (@) 1 () + Ag (2)

Y
Ve el A (@) yy () + 25 (2) yh () = (z+ 1) exp (—%ﬁ)
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Comme (1, y2) est un systéme fondamental de solutions de I’équation différentielle

(1.33), le wronskien de ce systéme est non nul en tout x € I.

w (Y1, Y2) = NYs — Yive

1 1 1 1
w(y,y2) = —(x+1)exp (—§x2 - :1:) exp <—§x2 + x) — (—x+ 1)exp (—§$2 + 95) exp (—5352
w(ynye) = —2exp (—a?)
par conséquence

()
) 0 exp| —=x°—=x
. 2
/\1 (x) = w( ) 1 1 ’
Y1, Y2 (I’ + 1) exp (_512) — (x -+ 1) exp (—§x2 _ .T)
L,
exp | —=z*+x 0
, 1 2
A (:U) = w( ) 1 1
Y1, Y2 (—z + 1) exp (_§$2 + x) (r+1)exp (—5:102)

alors
Ny = TeTERCEn ) e ey
V(1) = 5 (@t Dep(—a), X (o) =~ (o 4+ 1)exp (a)
donc
M(z) = %/(x—l—l)exp(—a:)dx:—%(w—l—Q)e_I
Mo (z) = —%/(xﬂ)exp(x)dx:—%xex

danc les solutions de I’équation avec second membre sont les fonctions de la forme :

y(z) = (ce” + e —x—1)exp (—%ﬁ)

Pour ’équation

(1+2%)y" —2y=1
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La rechercher d’une solution de I’équation Homogene
(1+2*)y" —2y=0

On pose

y(@) = (1+2%)v(2)
donc I’équation devient

dzv' + (14 2%) 0" =0

alors .
v x 9
/de: —4/ 1+x2d:€: —2ln(1—|—x )
donc
, A 1
V(1) = —— =)=\ | ——=dx
(x2+1) (x2+1)
On pose
z = tan (t) = do = [1 + tan® (¢)] dt
alors

v(m):)\/mdt:)\/coﬁ(ﬂdt:%/(1+0052t)dt

AN AN
= §t + 2 5in (2t) = §t + 5 sin (t) cos (t)

A )

= §t + 5 tan () cos” (¢)
A A tan(t)
Sty

2" 21+ tan?(f)

X aret (@) + 22— +
= —arctan (z -
2 21+ 22 P
donc la solution est
A (1 + 22 A
y(x) = % arctan (x) + 5@ +p (1 + 332)

de méme en utilisant la méthode de variation des constantes et nous cherchons A p

tel que
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ou

(1 + 2*) arctan (z) + %x et yo (z) = (1+2°)

N | —

Y1 (z) =

donc
w (y1,y2) = x (1 + 2%) arctan (z) — (zarctan (z) + 1) (14 2%) = — (1 + 2?)

par conséquence

1 1
1 01 2 1 (1 2 t z
Vo, X (1) = ————— +x ) = — : 2( —|—a:)arcan(x)+2x 0
(1+2%) 1 2z (1 +22) xarctan (z) + 1 1
alors
Ve el )\, (Z’) =1 /<:L‘) = —larctan (.T)—Fl x
9 - 7/0 - 2 2(1+£L‘2)

donc 5 .
Az)==x, p(x)= 2 In (2?4 1) — 3% arctan x
par conséquence les solutions de ’équation avec second membre sont les fonctions

de la forme : lekraya

y(z) = % (1+2*)In(2*+1) + % (1+ 2?) arctan (z) + 8 (1 + 2°)
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Chapitre 2

Séries numériques

2.1 Généralités sur les séries numériques

1. Pour toute suite numérique (u,),., —on appelle série de terme général u,, la

. , o
suite (5,,),-,, (que I'on notera ) u, dans ce cours) définie par
n
Sn - E Uk = Uny, + Uy
k=ng
2. La limite d’une série de terme général (u,), lim S, = Z,,no 1y, est sim-
n—-400 T
plement notée :
“+o0o
E U Ou encore E m
k=ng n=>ngo

Donc dans ce chapitre, a partir d’une suite (u,, € R" donnée, on méne
) neN ’

I'étude conjointe des suites (1), et (5,)

3. Soit (u), . et (5)

neN:

wen - Pour n € N, le scalaire :

n

VneN; S, = Zuk

k=0

est appelé somme partielle d’ordre 7 de la série > _ u,.

n>0

64
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Des exemples

1. On appelle série géométrique de raison a la série dont le terme général est

u, = a" .On aura donc :

Sn:Zakzl%—a—k---%—a"’
k=0

2. Une autre famille de séries est formée des séries de Riemann : ce sont les

séries de terme généra

1
Up = — Q€ R
n

On a donc :
n

1 1 1

2« ne
k=1

et parmi les séries de Riemann, une est célébre, la série harmonique, qui

correspond & 'exposant o = 1 :
n 1 1 1
; k 2 n

Le nombre H,, est souvent appelé nombre harmonique. Une remarque cultu-
relle : mais oui, c’est de la musique... Une autre remarque : pour ces séries, on

démarre par la valeur n = 1, par force.

2.1.1 Convergence

Soient (u,),.n € RY et (S,)

ano Up,.

Définition 2.1 On dit que la série ano u,. est convergente si la suite (5,)

nen la suite des sommes partielles de la série

neN

des sommes partielles a une limite finie. Une série qui ne converge pas est dite
divergente. Ce peut étre parce que (S,),,
parce que (S,), .y n'a pas de limite par exemple [(Zmo (—1)")] . Lorsque une série

> =0 Unest convergente, la limite de la suite des sommes partielles est notée :

“+o00
lim S, = E Uy, = S
n—-+00

n=0

tend vers l'infini par exemple {(znzo 2”)] ou
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Le caractére convergent ou divergent d’une série constitue sa_nature.

Exemples

— Toute série dont le terme général est nul a partir d'un certain rang est bien
stir convergente puisque la suite de ses sommes partielles est stationnaire.

— La série de terme général constant égal & 1 est divergente.

— La série de terme général constant égal a (—1)" est divergente.

— On a
1 n+1
o] 1 n n 1 k 11— <3> 3
> (5) —m > (5) - | —— |3
n=0 k=0 1—-=
3
C L. oo 1\" 3
si bien que la série ano 3 converge vers 3

2.1.2 Critére de Cauchy pour les séries

Rappel : Critére de Cauchy pour les suites :

Une suite numérique (u,,) est convergente si et seulement si :

Ve>0,3ng e N,Vn>ngVp >0 |u, —u,l <e

Théoréme 2.2 (Critére de Cauchy pour les séries) La série ) . u, est conver-

gente si et seulement si la suite (Sy)yon des sommes partielles satisfait le critére
de Cauchy :

Ve>0,3ng e NNVn>ngVp >0 |Syyip— Syl <e

Proposition 2.3 (Critére de triviale divergence) Sila série ) ., u, est conver-
gente, alors son terme général u, tend vers zéro. Autrement dit, si (u,) ne tend pas
vers zéro, la série diverge. On dit dans ce cas qu’elle diverge trivialement, ou gros-

sierement.
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Remarque et exemple :

La proposition précédente donne une condition nécessaire de convergence : elle
n’est nullement suffisante.

Zn>0 Uy < +00 — lim u, =0 maissi lim u,=0 = Zn>0 Uy < 400
= n— =

T
n—-+o00 —+o00

1. la série géométrique > . Si |a| = 1 on a |a|" > 1 pour tout n, donc la

série diverge trivialement

1
2. La série harmonique ) — La série harmonique est un exemple typique
de série divergente non trivialement divergente. Pour montrer qu’elle diverge,

considérons ses sommes partielles (Sy),oy. On a

Sonv — Sul = |——— 4+ > =
[San = Sv| N+l ToN|ZoN T 32

Or si (Sy) convergeait vers S on aurait aussi convergence de la sous-suite

(Son) vers S, donc|Soy — S| tendrait vers 0, ce qui est exclu vu I'inégalité
précédente. de plus on a lim — = 0 mais )  — divergente
n—-+oo 1 n

3. Donnons encore une application la Séries télescopiques

Zln(nl_l)

n>0

On a

N
n—+1
SN—Zhl( . )—111(N+1)
n=1

n+1

donc (Sy) - est divergente la série > . In ( ) est divergente. Néan-

moins, son terme général tend vers zéro

4. La série de terme général u,, = est convergente de somme 1. En effet

n(n—1)
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donc

Sn =Y, <(nl_1) - i)

. 1+1 1+1 1+ N 1 1
- 2 2 3 3 4 N—-1 N
1 1
S [N D i ——
N "=2n(n—1)

en démarrant bien str a 'indice 2 Ce sont les simplifications successives qui

s’appellent «télescopage».

2.2 Séries a termes positifs (A.T.P)

Dans ce paragraphe, nous allons nous concentrer aux séries a termes positifs.
Pour étre plus précis, aux séries dont les termes sont tous positifs a partir d’un
certain rang. Et ce en vertu de la remarque suivante :

Remarque :

1. Or la question de savoir si une série donnée converge ou non — on dit “dé-
terminer la nature de la série” — est généralement délicate. Le reste de ce
chapitre est d’ailleurs consacré a cette question et, pour plus de clarté, on

adopte les abbréviations suivantes :

déf , . .
E u, CV <= la série de terme général u, converge
n>0

déf L. . .
E u, DV <= la série de terme général u,, diverge
n>0

2. La nature d’une série est indépendante de ses premiers termes

3. Cela signifie que si deux séries ano Uy, et ano v, sont telles qu’il existe ng
tel que Vn > ng u,, = v,,, alors les deux séries sont de méme nature; il est en
effet immédiat que les suites de sommes partielles different d’'une constante
(pour Vn > ng) donc convergent ou divergent en méme temps. Par contre, bien

siir, les sommes des séries seront différentes. Apres ce résultat général, plagons
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nous dans ’hypothése ot tous les termes de toutes les séries qui interviennent

sont positifs. L’observation essentielle est :

Théoréme 2.4 Une série (A.T.P) est convergents ssi la suite (Sy) -, des sommes

partielles est majorée

Démonstration. Ici borné se résume a majoré, et le résultat est immédiat si

I’on observe que la suite des sommes partielles est forcément croissante. m
Proposition 2.5 (i) —

Z u, CV —= lim Z uy, (Le reste d’une série convergente tend vers ()

n—-+o00
n>0 k>n

Zun CV et Zvn CV = &Zun + B ZU” Va, e R CV

n>0 n>0 n>0 n>0

(1i1) — Attention

Zun CV et Zvn CcV % Zunvn cv

n>0 n>0 n>0

2.2.1 Théoréme de comparaison

Rappel : L’énoncé u, ~ v, quand n — +o00 signifie trés exactement

. Unp
lim — =1
n—-+4oo Un

et non (u, est & peu pres égal a v,,)

Proposition 2.6
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Soit (u,) (v,) deux suites de nombres positifs

Vn Z k Up < Uy €8 Z'HZO Un CV— E”ZO Un cv

Vn >k, u,<wv, et > qu, DV = > _ v, DV

Si lon a u, ~ v, quandn — +oo alors les séries de termes généraux

(u,) et (v,) sont de méme nature.

Exemples :

1 1 1 1
- Lasérie — est convergente. Effet, ona — < ———— et la série _
anl 2 g ) n2 X n <n — 1) 27122 n <n _ 1)
converge (série télescopique). Cet exemple sera généralisé plus loin

1 1 1
diverge. En effet — > — et la série harmonique >  _ —

=
Vn n n=lp

1
- La série ) ., —
= \/ﬁ

diverge.

- Lasérie ) ., sin <2n est une série convergente, via l'inégalité sin () < 2 Vo > 0,

et la convergence de la série géométrique de raison 3
Proposition 2.7 (Séries de Riemann) La série

1 st a>1 CV
IEE S
ne a<l DV

n>1 st

Démonstration. Si « <1 alors — < — or la série harmonique diverge, donc
n on

il en est de méme pour la série > ., —

Si a>1 etsionnote f=a—1, la série télescopique

1 1
;<nﬁ<n+1>3>
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est donc convergente. Or on a aussi :

1 17111_1_1_57111(1767(1—1
n? o (n+ 1)’ 0P n Conf “n))  wftL T po

Par la propriété des séries (positives) équivalentes, on en déduit que pour tout
a—1 1
a>1 lasérie ) —a converge, ¢ est-a-dire que la série de Riemann } _ o

converge. H

Proposition 2.8 (Régle de Riemann) - S’il existe « > 1 tel que n“u,, tend

vers 0, alors > ., u, converge

- Sl existe o <1 tel que n“u, tend vers +oo, alors ) . u, diverge

Exemples :
P ,—2/n : ) : n2,—2/n __
Lasérie ) e V7 est convergente.puisqu’on a par exemple lim n%e V" =0

n—-+o00

2.2.2 Critéres d’Alembert et de Cauchy

Théoréme 2.9 (Régle de d’Alembert) Soit ) -, u, une série a termes stric-

tement positifs telle que

. Un+1
lim
n—+00 Uy,

=\ € [0, +00]

-SiA<1, > -, u, converge.
- SiA>1, > o, u, diverge trivialement.

2
Donnons un exemple d’application : la série >
2

n
en effet, en notant u, = on le terme général, de calculer le rapport :

el 27 est convergente. Il suffit

(n+1)° ,
Uy, . n+1 1 . n+1 1
lim Intl _ lim 2 ; = — lim u = —
n—+0o Uy n——+o00 n 2 n—+o0 77/2 2
2n,

Menguelti Al



edo.eklablog.net

2. Séries numériques 72

Remarque
Si A =1, les deux comportements sont possibles, comme le montrent les séries

de Riemann. Lorsque A = 1, on peut s’en sortir en écrivant un développement limité

1

. 1

alordre 1, en —, —
n Unp,

donc voir comme un raffinement du critére de d’Alembert.

. C’est l'objet du résultat suivant (admis), que l'on peut

Proposition 2.10 (Critére de Raabe-Duhamel) Soit ) ., u, une série a termes

strictement positifs telle que

n A 1
“ +1:1—+O<6> tel que B >1
n

Uy, n

-SiA>1, > . u, converge.
-SiA<1, > - u, diverge

Exemple.

en!

La série > ., —— est divergente. On obtient cette fois :
>1 "o

et (n +1)!

Unp1  (n+ 1)("4’1) B e (n +1)In” B n \"
n+1

= =e
U, e"n! (n+ 1)(n+1) enp)

1Y 1 1 1
=eexp|-nhn(l+—||~exp|l—n|—-——=—+0|—=
n) | n  2n? n3

1 1 1 1

On voit donc que la régle de d’Alembert ne permettrait pas de conclure, mais que

le critére de Raabe-Duhamel s’applique avec \ = —3 < 1 d’ou la divergence de la

série. Plus précisément, on peut en fait montrer la formule de Stirling :

n! ~ (ﬁ>n vVamn

e
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Théoréme 2.11 (Régle de Cauchy) Si Zn21 u,, est une série ATP et si

lim {u, = A

n——+00

- SiA<1, > . u, converge.

-SiA>1, ) o u, diverge

Ces deux régles ne sont pas sans rapport, la régle de Cauchy semble approprié
aux circonstances ot I'on rencontre des exposant n dans u,,, par exemple la régle

de Cauchy établit la convergence de la série

n+2\"
Uy, =
3n—1

Mais les deux regles ne sont pas équivalentes.

Théoréme 2.12 Soit (u,) une suite ATP, de termes strictement positifs a partir

d’un certain rang, alors, si la limite de

Un+1

Up

existe et vaut \ , la limite de

existe et vaut \.

2.2.3 Complément : utilisation d’intégrales

Il y a beaucoup d’analogies entre la théorie des séries numériques et l'intégration
des fonctions sur un intervalle non borné. Contentons-nous pour commencer d’exa-
miner le cas d’une série de terme général) | f (n) ou f est une fonction positive,

décroissante. On a alors le théoréme :
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Théoréme 2.13 Si [ est une fonction positive, décroissante . f (n) converge si,

et seulement si,
lim f(x)de =Xe Ry

n—-+00 (0,n)

Démonstration. Une remarque préalable : il est nécessaire que lim [ (z) = 0, puisque
T—+00

le terme général lim f (n) = 0 mais ce n’est pas suffisant, bien str. La démons-
n—-+00

tration repose sur :
Vi, Vo €k, k+1], flk+1) < f(z) < f (k)

On en déduit, par le théoréme d’intégration des inégalités :

v Sty < [ f@)de <)

[k, k+1]

En échangeant les roles :
o [ jwe<i®< [ e
[k, k+1] k-1, K]

Il ne reste plus qu’a sommer, par exemple de p + 1 & ¢

vk, Y /[ ICLEDSFICEDS /[ RELE

k=p+1 k=p+1 k=p-+1

q :
Vk;/ f(x)de < Z f(k) < (x) dx
[p+1, q+1]

k=p+1 [p, gl

Si donc la suite lilf [ (x)dz converge, alors la série > f (n) converge par le
=+ J(0.n)

critere de Cauchy. La réciproque est du méme tonneau. m
On peut appliquer ce résultat, ou si on préfére cette méthode, aux séries de

Riemann, que I'on a déja étudiées, mais aussi aux séries de Bertrand.

Théoréme 2.14 (Séries de Bertrand.) La série de terme général

1 :
5 converges siv > 1loua=1, f>1
n® (Inn)’
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2.3 Séries a termes quelconques

Il s’agit maintenant d’étudier des séries dont le terme général n’est pas positif.
Plus précisément, les séries ATP pour n suffisamment grand, les séries a terme
négatif pour n suffisamment grand, relévent du paragraphe précédent. Commencons

par une notion essentielle.

2.3.1 Séries absolument convergentes

Définition 2.15 Une série ) ., u, est dite absolument convergente si la série ) ., |u,|

est convergente.

Il faut bien stir comprendre «convergence de la série des valeurs absolues» (ou

des modules dans le cas complexe). Le résultat important est le suivant :

Théoréme 2.16 Toute série absolument convergente est convergente et [’on a alors :

Z Up| < Z [t |

n=1 n=1

On est donc maintenant en mesure de prouver la convergence de séries de la

> E0 s

n>1

forme

Cela dit, I’histoire n’est pas terminée puisque nous allons montrer que la série

—1)"
Z( n)

n>1

est convergente, mais n’est pas absolument convergente.

Proposition 2.17 (Critéres d’absolue convergence) Soit ) ., u, une série

a termes quelconques ety - v,
- Si|u,| < v, avec 2”21 v, CV— 271,21 \u,| est absolument convergente.

- Sifun| =0 (v,) avec 3 v, OV= 3 _ |u,| est absolument convergente.
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Si |u,| ~ v, avec 2@1 v, OV =— 2@1 \u,| est absolument convergente.

oy ; 7 (0% —
S’il existe ov > 0 tel que nglfoo n®lu,| =0, alors »_ ., u, est absolument conver-

gente.

Up+1
"L\ > 1alors

. . Up+1 . .
St lim =\ < lalors ), ., u, estabsolument convergente. Et si lim
n—-+00 Uy = n—+00 Uy,

> pe1 Un est trivialement divergente.

In A 1
- Sl existe A\ > 1 Ul 1——+0 <ﬂ> tel que 5> 1 alors ) -, u, est ab-
Up n n =

solument convergente.
Nota Bene

Pour des séries a termes quelconques, le critéere d’équivalence n’est plus valable :

on peut avoir u, ~ v, et anl v, CV mais 27121 u, divergente

2.3.2 Séries semi-convergentes

Définition 2.18 Une série est dite semi-convergente si elle est convergente sans

étre absolument convergente.

Mais pour que nous soyons convaincus de ne pas travailler pour rien, il nous faut
trouver des séries convergentes qui ne sont pas absolument convergentes. L’exemple

le plus intéressant est donné par les séries alternées.

Définition 2.19 On appelle série alternée une série de terme général u,, ot u,, s’écrit

up, = (—=1)" a, avec a, >0

Théoréme 2.20 (Critére des séries alternées) Soit la série alternée ), ., (—1)" a, . Si

la suite (a,) décroit vers 0, alors la série est convergente.

Exemple.

La série harmonique alternée > -, est donc convergente. C’est un exemple

(-1

=1 = —1In(2)

typique de série semi-convergente. On peut montrer que sa somme est »
n

n>1

Montrer que la série sin (77\/ n? + 1) est convergente.
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Nota Bene. Pour pouvoir appliquer le critére des séries alternées, il est essentiel
que la suite (a,,) elle-méme soit décroissante : il ne suffit pas qu'un équivalent
(_1)71

——~2— est alternée
2l 4 (-1)" ’

le soit. Par exemple, la série > ., (—1)"a, =)

avec a, ~ — et () décroissante vers zéro. Mais (a,) n’est pas décroissante
n n

puisque
1

2n +1
on ne peut appliquer directement le critére des séries alternées. Néanmoins,

, o] (=" -
par un développement limité en — de Y on montre que la série est
n n—+ (—

Aopn+1 = % Z Aon,

bien convergente.

2.3.3 Techniques classiques
a-Développements asymptotiques

Dans de nombreuses situations, on conclut sur la nature d’une série en se rame-
nant & une série plus simple. On a vu que pour les séries & termes positifs, il suffit

de se ramener & un équivalent. Ceci n’est plus le cas avec des séries a termes quel-

) <71)7l (71)71 1
conques (penser au contre-exemple suivant > ., —— et > +— ).
=t n = n n

Par ailleurs, un équivalent correspond a une approximation au premier ordre, la-

quelle ne permet pas forcément de conclure. Dans ces deux situations, il suffit sou-

vent d’écrire un développement asymptotique du terme général, c’est-a-dire d’étre

plus précis dans 'approximation. Celui-ci est généralement en — ou — et s’arréte

n o n
1 1

au premier terme absolument convergent, en — ou —;
n n2
Exemples :

— La série

Y In (1 + i}?)

n>2
est divergente. En effet, on sait que pour z voisin de 0
2 3

ln(1+£):x—%+%+€(x)x3 avec lirr(l)a(x):()
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(~1)"
NG

—1)" -n* 1 1(=-1)" .
In 1+( ) :( ) _—-1-7( 3) —1—6—3’aveclim5n:0
vn Vn 2n 3 pns n2 n—0

=0 on en déduit :

Puisque lim
x—0

. —1)" . .

Or la série ) -, (\/F)L est convergente par le critere des séries alternées, les
L. 1(=1)" En .
séries > ., 3 3 > .o —3 sont absolument convergentes par le critére

- n2 T onz

. . 1 . . R ) .
de Riemann, mais ) ., — est divergente par ce méme critére. Il s’ensuit que

2}02h1<1+(_1y

n
Rappel. Presque tous les développements limités classiques au voisinage de 0

est divergente.

se déduisent des trois développements suivants :

o1 " x? ™
e’ = +ﬂ+§+ """ JFHJF.TE(.T)
dont on déduit les développements limités de cos () ,sin (z), cosh (z), sinh (x)
etc.
: =l+a+a°+---- + 2" + 2" (z)
—z
dont on déduit les développements limités de
. (12", arctan ()
, In %), arctan (z
T o !

Celui-ci peut d’ailleurs étre vu comme un cas particulier du développement
limité de la fonction puissance
2 n

(1—}—:1;)“:1—1—04:1:4—04(@—1)%4— ------ —|—oz(oz—1)-~-(a—n+1)x—'+x"€(:ﬁ)
! n!

2.3.4 Transformation d’Abel

Il s’agit d’une transformation qui ressemble & une intégration par parties... Soit
en effet deux suites (a,,) et (b,) , les suites des sommes partielles sont notées (A,,)
et (B,).
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On a alors :
n-+p n-+p
E a;b; = E a; (Bi - Bz’fl)
i=n+1 i=n+1
n+p n+p—1
E asz - a7L+an,+p - an+1Bn + E (a‘i+1 - CLI) BL
i=n+1 i=n+1

On va utiliser cette transformation dans le contexte de ce qu’on appelle la réegle
d’Abel

Théoréme 2.21 ( Régle d’Abel) Soit une série Zanbn ot (a,) est une suite
réelle positive, qui converge en décroissant vers 0, tandis que (b,) est une suite,
éventuellement complexe, telle que la suite des sommes partielles (B,,) est bornée,
par B. Alors la série

E a,b, est convergente

,inf

Corollaire 2.22 La série Z ot 0 #0 (mod27m) et o > 0, est convergente

. 1 . .
Démonstration. La suite <a converge en décroissant vers 0. Reste a étudier
no

) <n9>
. sin | —
i(n+1)0
it 1 — e+l i 2

(&

1 —e® ) <9>
sin [ —
2

le dénominateur n’est pas nul, vue I’hypothése, et, plus précisément :

1

()
sin | =
2

En prenant partie réelle et partie imaginaire, on a donc la convergence des séries de

cos (nh) sin (nf)
— et
P

les sommes partielles de ¢ Or :

|Bn| <

terme général

Menguelti Al



2. Séries numériques 80

sous les mémes hypothéses. Une question : quand, dans le cas des séries ci-dessus
décrites, peut-on assurer qu’il y a absolue convergence? m

Remarque.

() Dire que les sommes partielles de la série Z b, sont bornées signifie qu’il existe
M >0 tel que:

(%) La formule obtenue par transformation d’Abel :

N+p N+p—1
E a;b; = anypBNip — any1 By + E (a1 — a;) B
i=n—+1 i=N+1

est a rapprocher de l'intégration par parties :

2.4 Exercices corrigés

Exercice 2.4.1 Calculer la somme des séries de termes géneral suivant :

1 1

e Y )

Exercice 2.4.2 Déterminer la nature des séries suivantes (convergent ou divergente)

(1)*211n<1+i>, @)% 3 11n<711+”>. @) T —

2
n>1 n n>2 \/ﬁ n>1 n? —lnn

uwzgm,@*z<vwﬁ)mw§x%—w

n>2 (Inn
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Exercice 2.4.3 Soit) | a, et ) b,deux séries & termes strictement positif véri-

n>1 n>1
fient :
Ap+1 anrl
< Vn > ng
an b,

prewver que Y b, converge , alors Y a, converge aussi .
n>1 n>1

Exercice 2.4.4 Déterminer la nature des séries suivantes

nn— 2 nn

a1 et nl ns1 e n!

Exercice 2.4.5 Déterminer pour quelle valeur de o la série suivante converge :

1 o
1 —nsin —
r§1 ( ”)

Exercice 2.4.6 FEtudier la convergence des séries suivantes :

1 1
Sin(lnn)® =5n Inn In(Inn)

Exercice 2.4.7 Préciser la nature de chacune des séries suivantes :

(0) % s S ()% 0y (S1)"sin (1) (€)% X, (—1)" cos (3)

(d) % 30 T, (€)% D Sy (£ Xzysin () cos ()
(9) * >, arctan (%) sin(n), (h)* >, (—1)" (1 — cos (%))
() % Doz (=1)" tan (;3)

Exercice 2.4.8
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Soit o« # 0. Etudier la nature des séries de terme général suivant (Utiliser un

développement limité).

O C Vi

((l) * Uy = m§ ( Up = no T (_1)n
On consideére la série de terme général
Cos (1
Up = 5(n) ,ou a € R.

~ n+cos (n)

1* Si o> 1 montrer que la série converge absolument.
2% Gi % < a < 1, montrer que la série converge

3* Sia= % montrer que la série diverge

Corrigé d’exercice 1

On veut connaitre la somme des séries de termes géneral suivant :

(a) Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples, c¢’est-a-dire sous la

forme :
e B ar—1)+p2v+1)
-1 9p 41 2 —1 42 — 1
_ B—a+2r(a+f)
N 422 — 1
T —a=1 1 1
a+ =0 2 2
alors

11 1 1
422 —1 2\22—-1 2z+1
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(b) Voir alors que dans la somme partielle :

1 1 1
N Zn,:l 4n2—1 Zn:l 2\2n —1 2n +1

L[y Ly, (L 1
2 3 3 5 2N -1 2N +1
1 ] 1
2 2N +1
des termes se télescopent, et en déduire une expression simple de

1 1
= - |1-
ow 2[ 2N+1]

donc la somme de la série est

1 1
lim Sy=- lim |1— =
Noe N zNiIfoo{ 2N+1] 2

De méme pour la série de termes géneral

1 1 1
’Unz = —_ —

nn—1 (n—1) n

alors

donc la somme de la série est

1
lim Sy = 1 1——) =1
NLIJIrloo N NiI}rlw ( N)

Corrigé d’exercice 2

- La série
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est & termes positifs et de plus on a

1 1 1
—1In <1+> <— car ln(l+2) <xVre|-1 +o0]
n

n n?
1
alors la série est convergente en effet la série de Rieman E e est conver-
in
gente
- La série

@+ 3 7 (3)

est & termes positifs et de plus on a

s ) = ()

\)

(Théoreme de comparaison)

N

(n—1)

alors la série est convergente en effet la série E est convergente

NIV

n=2 (TL o 1)
- La série

(3 ¥

as1n?—Inn

In (2%) < 2® Vz € ]0, +00]
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alors
Inn 1 Inn 1 Inn _ 1
2
2lnn < n jﬁ\é _F/_§:>1_F>§
! 2
— Inn =
-
Inn n?
n?|l——-
n2
1 2 2 by .
— < — (Théoréme de comparaison)

n2—Inn ~ n?

. . . 1
donc la série est convergente en effet la série de Rieman g 13 est conver-
n=1n

=

gente
- La série .
(4) = TgQ (In n)ln n
On a
1 1
(In n)lnn ~ plnnn
donc

dng €N, Inlnng>1

La série est donc convergente.

- La série .
(5)* > (1 — Co8 n)

alors )
1
y )
CcoS ( ) ~1— i

La série est donc convergente.
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- La série

on utilise la régle de Cauchy donc on a

lim /n—1=0<1

n—-+o00

La série est donc convergente.

Corrigé d’exercice 3

On pose
Qn,
Cn = bn
Par hypothese,
an+1 Un
Cn+1 = b < bf = Cn = Cn+1 < 6
n+1 n

La suite {c,} est donc décroissante pour n > ng Ceci implique que la suite est

bornée, autrement dit, qu’il existe C' > 0 tel que
0<e, <C

pour n € N* D’ou,

Z ap = Z cnbn < C Z bn

n=1 n=1 n=1

ce qui compléte la démonstration de la proposition.

Corrigé d’exercice 4

- La série )
nn—

n>1 e n!

on utilise la formule de Stirling
ny\n"
n! ~ (—) 2mn
e

n"2 n"—2 1

on obtient

~ = <
en n! n"\/2mn n2\/2mn

La série est donc convergente
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2. Séries numériques 87

** ou on utilise le critére de Raabe-Duhamel donc on a :

(n+1)"""
Uppr _ ™D (D! 1 ()" 1 (1 . 1)"‘2
Up n"2 e nn2 e n
en n!
_ le(n—Q)ln(l-i-%) - 1 exp {(” —2) _ (n—2) 0 ((n - 2))}
e 2n2 n3

La série est donc convergente.

Corrigé d’exercice 5

- La série o
> (1—nsin ) (2.1)
n>1
On a
sin () :ir—g—l—O(r )
alors ) . . )
“(n> - n‘am+0(n4>

donc . N . .
1 —nsin| — = O —
(1=mn(5)) =gm o ()

Les valeur de o pour que la série soit convergente est

1
2a>1:>a>§
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2. Séries numériques 88

Corrigé d’exercice 6

Remarque 2.23 (Condensation de Cauchy) On note respectivement S,, et §n les

sommes partielles des séries

+o0o “+00
E un et E QnU/Qn

n=1 n=1

On a alors, pour n < 2"
Sp <up+ugFuz+ o FuUgk + -+ Ugkrrg < U+ 2Ug + -+ 2k?1,2k = §k
Pour n > 2%, on a

1~
Sp = up+us+uz+ -+ Ugktiqg + o+ Ugp = UL+ 2Ug + -0+ 2"”_171@ = §Sk

Les suites {S,,} et {gn} sont donc soit toutes les deux bornées, soit toutes les deux

non bornées.

Remarque 2.24 (Théoréme de Schlémilch) (une généralisation du théoréme de
Cauchy).Si {gr} est une suite strictement croissante d’entiers strictement positifs
telle qu’il existe C' > 0 vérifiant

(gke1 — 9x) < C(gk — gr—1), VE € N*

et si {v,} est une suite positive strictement décroissante, alors

+00 +oo
Z v, < +00 &= Z (Gnt1 — gn) vy, < +00
n=1 n=1

- La série

2= n(lnn)”
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2. Séries numériques 89

- On applique le test de condensation de Cauchy. La série condensée étant
2" 1
%31 27 (In27)% ,,%:1 ne (In2)"
la série converge pour @ > 1 et diverge pour 0 < oo < 1 .Si v < 0 la divergence

de la série ) m se déduit immédiatement du test de comparaison.
n>1 )

- La série .

assn Inn In(Inn)

On applique le test de condensation de Cauchy. La série condensée étant

2" 1

nzzg 27 In27 In(In27) nzzg n(ln2| Infn (In2)]

a =1 donc la série est divergente.

Corrigé d’exercice 7

- La série

est convergente (Critére des séries alternées).

- La série

n>1

on a la fonction sin () est croissante en |0, 7[ donc

1
sin () décroit vers 0
n

alors la série est convergente (Critére des séries alternées).

(€)% > (=1)"cos <i>

n>1

- La série

(€)% lim (—1)"cos <;) — 4140

n—-400

donc la série est divergente.
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2. Séries numériques 90

- La série

n=2 \/ﬁ

(z)

on a la fonction est croissante en |0, ¢?| et decroissante en |e?, 400

§b

donc
In (n)

N

alors la série est convergente (Critére des séries alternées).

décroit vers 0

- La série

On a .
lim M:ioo#o

n—+400 In (n)

donc la série est divergente.

- La série

. 1 1 1 . 1 1
sin|{ —J]cos|—|==sin| — | ~—
n n 2 2n 2n

donc la série est divergente.

(9) * > arctan (711) sin (n)

n=1

- La série

1

L) et b, =sin(n) on a

a, = arctan [ —
n

est une suite réelle positive, qui converge en décroissant vers 0 tandis que les

On pose a,, = arctan (

sommes partielles b, = sin (n) est bornée

N

Z sin (n)

n=0

<

1
sin (0.5)
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2. Séries numériques 91

1
Alors la série la régle d’Abel assure la convergence de la série ) | _ arctan () sin (n)
= n

(h) * ; (—1)" (1 — cos G))

est convergente en effet

e (e ()] (- (5)) ~

- La série

- La série

Corrigé d’exercice 8

- Pour la série "
(1)

ne + (_1>n+1

Cette série est absolument convergente pour o > 1 puisque :

(=1)"

ne 4+ (—1)"’+l

(a) *u, =

1

‘un‘ = e

1
et que la série — est une série de Riemann convergente pour « > 1. Mais
n

cette série n’est pas absolument convergente pour ) < o < 1 puisque :

(="

ne + (—1)"

1

‘un‘ = o

: 1 . : .
et que la série ) | — est une série de Riemann divergente pour 0 < a < 1.
n

edo.eklablog.net Menguelti Al
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C’est une série alternée, car de la forme > (—1)" a, avec a, = W >0
n(Y + _

pour tout 7 > 1. On peut lui appliquer le critére des séries alternées puisque

la suite (a,) est décroissante en effet :

1 1 (2n)* — (2n+1)* —2 -0
Aon — Adop = a - @ - o a X
T On+ D)+ 2n) =1 [2n+ DT +1]((20) —1)

de plus on a :
1
lim a, = lim ——7 =0
n—-+oo n—+o00 o 4 (_1) g

donc la série est semi-convergente pour 0 < o < 1

- Pour la série .
(=1)

/r[/a + (_1)7L
Cette série est absolument convergente pour o > 1 puisque :

(="
n® + (=1)"

(b) x v, =

1

nOt

il =

1
et que la série ), — est une série de Riemann convergente pour o > 1. Mais

cette série n’est paé absolument convergente pour 0 < o < 1 puisque :

(="
n® + (—1)"

|un| — ‘ no

. 1 . . .
et que la série > — est une série de Riemann divergente pour 0 < o <1
n

— >0
n®+ (—1)
pour tout n > 1 Cependant on ne peut lui appliquer le critére des séries

C’est une série alternée, car de la forme > (—1)"a, avec a, =

alternées puisque la suite (a,) n’est donc pas décroissante en effet :

1 1 (2n)* — (2n+ 1) +2 _
Aon — Qop = a - 2 - o a =
T On+ 1) =1 2n)%+1 [2n+ DT +1]((20)" — 1)
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2. Séries numériques 93

(="

Un développement asymptotique de —————— est :
n® + (—1)
1 n 1 n 1 1 n 1 n 1 ny\ 2
<+(>1)n:< ) L _ ><1_< >+O(< >>+>
ne — n% - ne ne ne
1+
n()é
—-1)" 1 1"
D1 (5D
ne n?a n3a

c’est-a-dire que le terme général de la série est la somme des trois termes

a, = (71)117 /Bn _ L et 5'” -0 ((1)n>
n

no 2« n3a

La série g «,, est convergente par le critére des séries alternées, la série E B,

1
est convergente par le critere de Riemann si 3 < a <1 et divergente pour

1
0<a< 2 et la série Zén est convergente a fortiori. Par conséquent, la

1 1
série initiale est convergente pour 3 < a < 1 et divergente pour 0 < o < 3

- Pour la série
cos (n)
ne 4 cos (n)
Cette série est absolument convergente pour o > 1 puisque :
1 2
<

~X ~
ne —1 ne

Uy =

cos (n)
n® + cos (n)

|| =

1
et que la série ) | — est une série de Riemann convergente pour a > 1.
n

cos (n)
n® + cos (n)

()" _cos(n) | 1 | _cos(n) (l_cosm)+ O<<—1>">2+>

Un développement asymptotique de est :

el -1 o s(n @ @ «
n® + (—1) n ] 4 cos (n) n n n
nOc
cos 2(n 3(n
_ (n) cos®(n) Lo (COS (n))
ne n2a n3a
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1 .
La suite (a converge en décroissant vers (. Reste a étudier les sommes
n

partielles de cos (n) Or :

. (nd
) ) ) 1= ei(n+1)9 i) Sin ?
0 20 ... inb — /'1,9 _ /ZTQ
e’ +e + +e eil—ew e 7. <0>
sin | —
2
donc
ol 1
Zcos (n)| < TN
n=0 sin [ =
(3)
cos (n)

est convergente par la Reégle d’Abel pour 0 < o < 1,

cos? (n)
n2o
cos® (n)

alors la série E

n()(

est convergente par le critére de Riemann si

mais la série (A.T.P) Z

1 L.
§<a<1etlaserle ZO(

o ) est convergente a fortiori. Par consé-
30

quent, la série initiale est convergente pour 3 <a<l

1
P =1
our o = 5 la

vn n

cos? (n)

n30z

cos(n) cos’(n) (0083 (n)>

Lasérie (A.T.P) Z

1
our & = —
P 2

est divergente donc la série initiale est divergente
n

edo.eklablog.net Menguelti Al





