Courigée des exercices de TD N1

La série TD1
Nombres réels et complexes

Exercise 1 Soit A, B C R deux ensembles non vides. On pose

—A={-2 z€A} A4+ B={z=x+y z€Ayec B}
A-B={z=z—-y v€ Ayec B}

AB={z=a2y v € Aye B} 1/A={z=1/x € A tel que x # 0}
Prouver que
sup (—A) = —inf (4), inf(—A) = —sup(A)

sup (A + B) = sup A + sup B,inf (A + B) = inf A + inf B
sup (AB) =supAsupB pour ACR,,BCR,

1 1
)= ACR
Sup <A> inf (4) 77" B+

Exercise 2 Trouver la borne supérieure et la borne inférieure des ensembles

sutvants lorsque’il existent

A={zeR2’+2+1>0}, B={2"+20/" 2 >0}

-1 2
C = {2(—1)"“ + (—1)"n 2 (2—1— é) ,n € N} ,D = {n cos <E) n e N}
n n+1 3

2p% — 3
E:{x:¥,p,q62 O<p<q}
p°+4q

Montrer que

sup{xE@;x>07x2 <2} = /2 dans R




Exercise 3 1. Résoudre [’équation suivante
V3 +1] =4
2. Démontrer qu’il existe un entier k avec 0 < k < p —1 tel que
[pz] = pla] + k

3. Soit q un entier tel que 0 < q¢ < p — 1. Comparer

{H %} et [a]

4. En déduire que
p—1

e

=0

(=}

Exercise 4 Soient a; as az...a, € R, by by bs...b, € R*vérifier chacune des

inegalités suivantes

n
D
k=1

3

" " 1/2
< Z\ak\; max |ag| < Z]&;ﬁ < lag| < nmax |ay|
— k=1,n Pt k=1n

Soit .
S(x) = (ag + byz)?
k=1
Montrer que le discriminant de cette équation du second degré est négatif ou nul.

En déduire que

" " /2 ¢, 1/2

Z apbi| < [ a%] [ bi] (l'inégalité de Cauchy)
k=1 k=1 k=1
et

" 1/2 " 1/2 " 1/2
Swenr| < |Xa] |4

k=1 k=1 k=1

Exercise 5 Montrer par récurrence que

(+y)" =) Cr "My,
k=0



Calculons les deux sommes suivantes :
S=Y _kCi T=) KC}
k=0

Résoudre dans C les équations suivantes

1\* —1\°
2 (1—2)45i+1=0 (202) + (2 =0
z—1 z+1

Expliciter la formule du binéme pour n = 3 A Uaide de la formule d’Fuler et de

la formule précédente, exprimer cos®(9) et sin® () en fonction de
sin (k0) et cos(kf) k=1;3
Soit 0 € R on pose i
7, = Z i
k=0

Simplfiér l’expression de Z,. En déduire des expressions simples de :

C, = Zcos (kO) et S, = Zsin (k0)
k=0

k=0

D, (a) = Z cos (a + k0)

Corrigé de P’exercice 1

Définition 6 (Borne supérieure et inférieure ) M est la borne supérieure

de A si et seulement si

1.Vre A, <M
2. VAMA< M, alors dJx € A, A<

m est la borne inférieure de A si et seulement si
1.Vre A, m<zx

2. VA, m <\, alors Jx € A, x <\

Proposition 7 (Caractérisation de la borne supérieure ) La borne supé-

rieure M d’une partie A de R est caractérisée par :

Ve Aix<MetVe>0dreA M —c<ax.<M



La premiére relation exprime que M est un majorant de A. La deuxiéme

signifie qu'un nombre strictement plus petit que M n’est pas majorant de A.

Cela équivaut a dire que tout majorant de A est supérieur ou égal a M.

Proposition 8 (Caractérisation de la borne inférieure) La borne inférieure

m d’une partie A de R est caractérisée par :
Vee Aixr>metVe>0dr, e A, m<zxz.<m-+e

Méthode 1
Soit A C R tel que
—A={-z z€A}

Montrons que
sup (—A) = —inf (A), inf(—A) = —sup (A4)
On suppose que A est minoré et on pose a = inf (A). On a
r >a pour tout xr € A

pour tout
>0, ilexiste z*€ A telquez* <a-+e

En multipliant les inégalités données en (1) et (2) par —1, on obtient
—x < —a pour tout xr € A

e >0, il eviste z* € —A tel que 2° < —a — ¢

Donc
sup (—A) = —a = —inf (A)

Donc,sup (—A) = —a. Si A n’est pas minoré, alors—A n’est pas majoré et

sup (—A) = —inf (A)

sup (—A) = —inf (A) = +oo. L’autre égalité inf (—A) = —sup (A) s’obtient de

la méme fagon. On pose § = sup (A). On a

x < f pour tout r € A

(1)



pour tout

>0, ilexiste 2z*€ A telquez” >a—c¢

En multipliant les inégalités données en (1) et (2) par —1, on obtient
—xr > —0 pour tout r € A

e>0, il eviste x* € —A tel que z* > —a+¢

Donc

inf (—A) = —sup (A)
2°"Méthode

sup (—A) = —inf (A)
on a

—A={—-z|z e A}
Pour tout z € A on a
inf (A) <=z
danc
—z < —inf (A)
alors
sup (—A) < —inf (A)
De méme pour tout x € A
—z < sup (—A)
donc
—sup(—4) <@
d’ou
sup (—A) > —inf (A)
On a donc finalement
sup (—A) = —inf (A4)
Pour
sup (A + B) = sup (A) + sup (B)

On a
A+B={x+ylze A ye B}



Pour tout (z,y) € Ax B
x <sup(A) ,y<sup(B)=xz+y<sup(A)+sup(B)

donc sup (A) +sup (B) est un majoron de l'ensemble A+ B et par définition de

la borne supérieure est le plus petit des majorns d’ou
sup (A + B) < sup(A) + sup (B) (I)
De méme pour tout (z,y) € A x B
r+y<sup(A+B)=z<sup(A+B)—y

donc sup (A) + sup (B) — y est un majoron de I'ensemble A et par définition de

la borne supérieure est le plus petit des majorns d’ou
sup (A) <sup(A+ B) —y =y <sup(A+ B) —sup(A)

de méme pour
sup (B) < sup (A + B) —sup (A)

alors
sup (B) +sup (A) < sup (A + B) (IT)

de (I) et (II) on déduit que

sup (A + B) = sup (A) + sup (B)
De méme on a pour tout (z,y) € A X B

= +y > inf (A) + inf (B)

d’ou

inf (A+ B) > inf (A) + inf (B) (A)
De plus pour tout (z,y) € A x B

r+y>inf(A+B)=2>inf(A+B)—vy

alors
inf (A) > inf (A+ B) —y =y > inf (A + B) — inf (A4)

donc
inf (B) <inf (A + B) — inf (A)



alors
inf (B) 4+ inf (A) < inf (A + B) (AA)

de (A) et (AA) on déduit que
inf (A+ B) = inf (A) + inf (B)

2°"Meéthode
On suppose que A et B sont majorés et on pose a = sup (A4), b = sup (B);

a est alors un majorant de A, b un majorant de B et a + b est un majorant de
A+ B. De plus, pour tout € > 0, il existe z* € A et y* € B tels que x* > a—¢c et
y* > b —e. Donc,

4yt >a+b—2

Puisque
="+ y" € A+ B,

I’égalité
a+b=sup(A+ B)

est donc prouvée. Si A ou B n’est pas majoré, alors A 4+ B est aussi non-majoré

et, par définition de la borne supérieure,
sup (A + B) = sup (A) + sup (B) = +oo.
Pour tout (z,y) € Ax B telque ACR,, B C R,
sup (AB) = sup (A) sup (B)

On a
AB ={zylx € A,y € B}

Pour tout (z,y) € Ax B
zy < sup (A)sup (B)

donc
sup (AB) < sup (A)sup (B) (b)

De plus, pour (z,y) € A X B

zy < sup (AB)



Soit y € B,y #0 on a pour x € A
$<sup(AB)

- Sup (AB) ., < SUP (AB)

T =Ty = Ssup (4)

Cette inégalité étant également vraie si y = 0, on a

sup (B) sup (A) < sup (AB) (bb)
de (b) et (b) on déduit que

sup (B)sup (A) = sup (AB)

De meme pour

inf (AB) = inf (A) inf (B)
Dans le cas général, on n’a pas
sup (B)sup (A) = sup (AB)

prendre B = A = [—1,0] alors que sup (B) = sup (4) = 0 et sup(AB) =1 en
effet
0<zy <1

Pour

1 1
sup | — | =
P\A) ™ nf(a)
Si @ = inf (A) > 0. Pour tout x € A, I'inégalité = > a’ est équivalente a
1

1
_S_
T a

1 1
Donc — est un majorant de R De plus, pour tout € > 0, il existe zx € A tel

a
que z* < da’ + . D'oq,

1> L1 € 1 €
o a+e ad+e) d d(d+e)

. 3 L L1
Puisque 'on peut rendre ———— arbitrairement petit, — est la borne supé-
a (a' +¢) a
1
rieure de 1 On considére maintenant le cas ot ¢’ = 0 L’ensemble 1 est alors

1 1
non-borné (en en effet, pour tout € > 0, il existe z* € 1 tel que A tel que z* > —
€

1
et sup (Z) = 400



Corrigé de I’exercice 2

Pour
A:{xGR;x2+x+1>0}

on a A n’est pas majoré en effet la fonction
f@)=2*+2+1
est toujours positive donc
A=R=sup(A) =+oo et inf(A) = —o0

si on pose
A ={zeRz”+z+1}

Alors pour calcule les deux bornes inf et sup il faut étudie les variation de la
fonction f.On a
lim f(z)=+o0

r—+o0

Pour calcle inf (A) on a
, 1
f (x):2x+1:>x:—§

alors ) 3
inf (A) = min (A) = f (—5) =1 et supA=+4oo

Pour
B = {2"+2"") 2 > 0}

Montron que inf existe on remarque que pour tout a,b > 0

a+b22\/@

donc si on pose a = 2%, b = 2(/%) on obtien
2% 4 o0/2) > oy/9x+1/x

on peut néglige x devant 1/ dans l'intervalle ]0,1[ et 1/z devant x dans 'in-

tervalle [1, +oo[. On cherche & minoré

v/ 9z+1/z



on a la fonction
gr)=2z+1/z=¢ (x)=1-1/2?

est dicroissente dans ]0, 1] est croissente dans [1, +oo[ alors la fonction
v/ Qr+1/x

est dicroissente dans |0, 1] est croissente dans [1, +oo[ d’ou

min (\/W) - (W) —9

z€RY

donc
27 4+ 20/ > 4

alors ’ensemble B est minoré donc la borne inférieur existe et
inf (B) =4
en effet soit la fonction f définie sur R7

f(z) =27 +20/%)

alors )
f(x) =1n(2) [290 — P%”ﬂ”}
la résolution de I’équation
, 1
f'(z) =1n(2) [2% — Fzﬂ/w)} =0

donne x = 1 alors le point z = 1 est un point critique donc si

f7(1) > 0= f(1) est le minimum

f7(1) <0= f(1) est le maximum

f(z) = In(2) [ln (2) 2% — [—%2(1/96) _ ig(l/x)”

T 4

= In(2) [m (2) 2% + (% + %) 2<1/x>}
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Ona f"(1) > 0= f(1) =4 est le minimum donc
inf (B) = min (B) =4

pour la borne supérieur ’ensemble B n’est pas majoré sup B = 400

Pour 5
C = {2 (=)™ 4 (=)D (2 + —) n € N}
n
On pose
v, = 9 (_1)77,4-1 + (_1)n(n+1)/2 (2 + §>
n
on a

1< (-)" <1 —2<2(-1)" <2

de méme pour

- (2 + §) < (-1 (2 + §) < (2 + §)
n n n
donc

3 3 3 3 3
neN* n n n n neN* n

d’ou

3 3 3 3 3
inf {— (2+ —)] < — <2 + —> < (=1t (2+ —) < (2+ —) < sup (2 + —)
neN* n n n n nEN* n

. 3 .
on la suite — | 2 + — ] est croissente donc
n

inf [_ (2+§)} _ (2+§> _ 5
neN* n 1
) 3 )
et la suite (2 + —) est décroissante alors
n
3 3

sup <2+—> = (2—1——) =95
neN* n 1

=5 < (=1)" (2 + 5) <5

alors

ansi
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et
—2<2(-1)"" <2
d’ou
—T<v, <7
Alors les bornes sup et inf existent. Pour les calcules on pose
3 nn
Dy =2(~1)" s, = (” ‘) T, = (—1)"t
n
et on cherche le maximum des trois suites on a
max D,, = max [2 (—1)"“] =n=2k+1, keN

neN neN

donc

2k +1

on remarque que la suite s et décroissent donc

Sopy1 = <2 + ) et Topp1 = (_1)(2k+1)(k+1)

k=0 ouk=1

mais on a pour
k=0= T2k+1:—1

donc

Illcleal\}f [T2k+1 S2k+1] =3

alors

max [v,] =5
neN

Pours la borns inferieur on a
min D,, = min |2 (—1)”“} = —1=n =2k, k € N*
neN neN

donc

3
Sop, = (2 + %> et Ty, = (—1)@FD*

alors si

3
k=2l= Sy= (2 + ﬂ) et Ty = (—1)2(4l+1)l =1

3
k=2l+1= Syio= (2 + _> et Typyo = (_1>(41+3)(2z+1) - 1

41+ 2
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on remarque que la suite
3
Tyto Saiyo = — 2+ ——
et croissent donc

: : 3 3 7
IZIéII\I} [Thiy2 Saa] = %Ielll\]n [— (2 + m)} = — (2 + 5) =75

d’ou

11
min v,, = min [2 (—1)"“} + min {(_1)”("“)/2 <2 + §>] —_9_ Z - _

neN* neN* neN* n 2 2
Pour . )
:{nllcos(%)n N}
On pose
n—1 2nm
Uy, = cos
n+1 3
on a
NN 27 B 1
n = COS 5 ) =75
9 = 47 1
n = cos| — ) =—-=
3 2
n=3=cos(2m) =1
donc
(n=3k=rcos(2r)=1, ke N
23k+1)7
n =3k + 1= cos — 3 =5 keN
2(3k+1 1
n =3k + 2 = cos M =——keN
\ 3 2
alors

3k — 1 3k 3k + 1
D= _ _ b
{3k+1’k€N}U{ 6k+4’k€N}U{ 6k + 6 GN}

De plus on a

sup (AU B) = sup (sup A,sup B) ,inf (AU B) = inf (inf A, inf B)
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d’ou

. . . 3k—1Y\ . 3k i 3k+1 1
inf (D) = inf (;12& (3k+1> - 1of (—6k+4> 1ot (—6k+6)> =y

sup (D) < (s <3k—1> ( 3k ) ( 31{:+1>) )
u = u u u u — —
P PP s 1) S\ ek +a) b\ "6k x6

Pour

2p° — 3
E:{x:u,p,qez O<p<q}

P’ +yq
On a
0<p<q<+= 0<]—?<1
q
et
_2p2—3q_2(p2+q)—5q_2 e _, 5
-2 - 2 e 2 -2
p°+q p°+q p°+q ZU_+1
q
On pose
91;(t)—2—i tel uet—p—2>0
B t+1 q g
Nous pouvons tenter de déterminer la sup (z (¢)) et %ng (x (t)). Ainsi la dérive est
t>0 >
P () = S 0Vt E Dy — -0, ~1[U]—1, +o0]
(t—|—1>2 z(t) ) )
alors

sup (z (t)) = lim z (t) =2 et inf (z (t)) = limz (t) = —3

t>0 t——4o00 t>0 t—0

car x (t) est une fonction croissante donc

5

-3 <2 <2

LA
q

Montrons que sup £/ =2 on a
Vie Bl <2etVe>0drel,2—c<z

ce qui équivaut
2p* — 3q

Vp,q € N*
p,q 2 +q

<2 (1)
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et

205 — 3qo

Ve > 03 (po,q0) €N*—{(0,0)},
(ro.) €N —{(0,0)}, oo

—e <2 tel que 0 < pg < qo

On a (1) est évident. Pour (2) soit € > 0 tel que

2—e<2— 25
Do
— +1
qo
donc ) . > .
€2 —3 =P >25 052
Po € Qo €
do
Il suffit de choisir g = 2py alors
po 5 10

—>-=1=p>—-2
2 € €

donc on peut prendre
10
I

€

alors

2p2 — 3
3 (po,q) € N*—{(0,0)}, M —e<2 tel que 0 < pg < qo

ot do

d’ou
sup F/ =2

Montrons que inf £ = —3 alors

Vee x> —-3etVe>0de e B, -3+e>z

ce qui équivaut
2p® —3q

2 > =3
p°+q

et

(3)

5)
Ve >03 (po,q0) €N*—{(0,0)}, 2— 5 +e> -3 telque 0 < pg < qo

SO
do

(4)
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On a (3) est évident. Pour (4) soit € > 0 tel que

5
2— — +e> -3

&—1-1
qo

donc

5
S+e> — = —

Nous choisissions gy = 2pg

>
Po=T0¥2 2

|0 Ll
Po=190%2: 2

donc on peut prendre

alors

5
3 (po, qo) GNz—{(0,0)}, 2 - — +e> -3 telque 0 < py < qo

= +1
4o

D’ou 'on déduit que
inf £ =-3

Montrons que
sup{:c €Qix>0,2°< 2} =2

Proposition 9 Soit A une partie non vide de R si M est un majorant de A
tel que
Ve>0doe, € A, M —¢<ux,

alors M = sup (A)

Soit
A:{xe(@;x>0,x2<2}

et M = sup (A) On peut supposer que M > 0. On va prouver que, pour tout
e>0ona
(M —e)? <2< (M+e) (5)
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1 1
On pose ¢ = — puisque M — — n’est pas un majorant de A,donc il existe z, € A
n n

tel que
1 1>
M—-—-—<z.=(M--| <z.<2
n n

1\° 1
Supposons que (M + —) < 2. Si M est rationnel, alors M + — € A, ce qui
n n

contredit le fait que M = sup A.Si M est irrationnel, alors

(n+ DM <(n+1)M<[(n+1)M]+1

donc
[(n+1) M] [(n+1) M] 1 1
CE n+D) Tmrp Mty
alors ) (4 1) M] .

CEERRCES))

est un nombre rationnel tel que
1\2
w? < (M—i——) et weA
n

contradiction le fait que M = sup A. On a ainsi prouvé que

1\ 2
(ar+2) =2
n

L’inégalité de gauche de (5) implique

n

1\ 2 1
(1Y 22w L o
' n

alors 5 5 )
M?— =M < M?— =M+ — <2
n n n

ce qui donne
M? -2 - 1
2M n
En faisant tendren vers +oo, on obtient M2 —2 < 0. Comme ci-dessus, 'inégalité
de droite de (5) donne

M? -2 - 1
2M n
ce qui implique M? — 2 > 0. Donc, M = 2.
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Corrigé de l’exercice 3

La résolution de I’équation

V37 1] =4

On a
[\/3x2+1] <V32+1< [\/3x2+1] +1

donc

4<V322+1<5
alors

16<32241<25=>15<322<24=5<2?<8

donc

?<8=ux E]—Q\/ﬁ,Zﬂ[ et *>5=x G}—oo,—\/g] U [\/5,%—00[
d’ou I’ensemble des solution est
:| ) _2\/_7 _\/5:| U [\/57 2\/57 [

Théoréme 10 (Division euclidienne) Soit a € Z et b € Z*. 1l existe des

entiers q, r € 7 tels que
a=qgb+ret 0<r<b
De plus q et r sont uniques.
Pour démontrer qu’il existe un entier ¢ € N tel que
pr] =plz]+k avec 0<k<p-—1 (6)
en utilisant tous simplement le théoréme (10) avec
o= [pa] b= [3]

alors
[px] =1lz] + k

et on a

ple] <pr <plz]+p
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et la fonction [z] est une fonction croissente donc

plr] < [pz] <pla]+p

alors
ple] <llz]+k <plz]+p
d’ou
[pz] =plz] + k 0<k<p-1
La comparaison entre
[x + Q} et [x]
p
on a
[pz] < pz < [pa] +1 (7)

on remplace (6) dans (7) on obtien

ple]+k<pr<plz]+k+1

donc
plrl+k+q<pr+qg<plr]+q+k+1
alors k+ +k+1
q q q
2]+ —— <z + - <[]
p p
On observe deux cas "
ﬂ<1=>{x+g}:[x]
p p
et i
ﬂ>1:>{$+g}:[$}+l
p p
Par suite
p—1 p—k—1 p—1
[ﬁﬂ] -y {x+€]+ 3 [Hﬂ]
q=0 p q=0 p q=p—Fk p
On a
k
kt+g < 1:>q<p—k:>[x+g]:[x]
p b
k
ke > 1:>q2p—k:>{x+g]:[:c]+1
p p
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alors

p 1

[m+%]+§ [H@]:p_ @+ > (2] + 1)

q=p—k

-

q=0

=pla]+ k= [pz]
Corrigé de ’exercice 4

Soient x,y deux nombre réel on a

(v +y)* = 2% + 22y + 3°

2 2 2
< e+ 2[z[ |y + [yI” = (2] + [y])

alors

|z + y| < |z| + |y| Inégalité triangulaire

Posons ’ = x et ¢y = y — x . Par inégalité triangulaire, on a
yl < |z + [y — 2]

c’est-a-dire

yl = |z| < |y — x| = |z — y|

De méme

|z =yl < |y — =]
Finalement

|| = lyll < |y — |
Pour

n n
D w <) lai
i=1 i=1

En raisonnant par récurrence sur n et en utilisant inégalité triangulaire on montre

facilement que

n
D
i=1

n
i—1
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pour
1
n 2 n
max z;l) < z; 2 < z;| <n max z;
ie{l,---,n}<| D ZZ1< ) ] ;’ | ie{l,---,n}(| |>
On a
Jj e {1,---,n}, tel que max (|z;|) = |z
donc

D=

5] < [Z (xi)Zl

i=1

de plus on a

Z;l (z;)° = ZLI 7] < ijl l2i]? + 2 Zl§i<j§n 2] || = [2;1 |37z!]2
— [ @] <3 e

[

et

n n

D | < ngllax (|i]) = n max (|z;])

i=1 i— "
alors )

n 2 n
< V2 < <
max (| < Z()] < lel < gpox (ls)

Soit

S(x)= Z (ay, + brx)®

k=1
Montrons que le discriminant de cette équation du second degré est négatif ou

nul

n

S(x) =Y (ar + bpz)? = [i b
k=1

k=1

n

> (axby)

k=1

2+ 2 T+

k=1

On a S (x) est une fonction polynomiale de degre 2 et

zn:bi>06t zn:az>()
k=1 k=1

vérifiant

VreR S (z) >0
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alors

En déduire que

n

Z akbk

k=1

=1

3

CLk—Fbk Zak+22akbk+262

k=1

S i ai + 2 i akbk
k=1 k=1

Utilisons I'inégalité de Cauchy (8) on obtien

112 1 4
Z (ay, + by, <Zak+2 Zzﬁ [Zai
k=1 =

+) 0
k=1

k=1 k=1
On pose
n 1/2 . 1/2
t= [ az] = Z bi]
k=1 [ k=1
donc .
(ar +bp)* <t +2tr +12 = (t+7)
k=1
d’ou
" n 1/2 " 1/27 2
(ay, + bi) ap| + ai]
k=1 k=1 k=1
finalement
n 1/2 n 1/2 n 1/2
[ (ag + bg)” < [ a; + Z ai]
k=1 k=1 k=1

Corrigé de l’exercice 5

Nous démenstrons la formule du binéme de Newton

(x+y)" ZC’“

" 12 ¢, 1/2
< [ ai] [Z bz] (I'inégalité de Cauchy) (8)
k j—
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par récurrence sur n
On a pour n =0
(z+y)°=1=0C 2% =1

n—n
k=n k=n
(+y)" =@ty (@+y)" =2 Ckakyr=r 4y Ck akynh
k=0 k=0
k=n k=n+1 k=n
ZCS k+1nk+ZCl~c knk+1 chl knk+1+zck knk+1
k=0 k=1
k=n k=n
_ Zokq ghyn—kt1 +ch zhyn- k+1_+_0nj_-11 2" Ty0 4 00 g0yntl
k=1 =
k=n
:Z(Ok l—i—C’k) k, n— kH"‘Onill l,n—i—l O+CO 0 n+1
k=1 or
k=n-+1

_ Z Ok ghyn—h
k=0

Exemple. Si on pose © = y = 1 dans la formule du binéme de Newton on

obtien i
2" =Y "Cr
k=0
de méme si on pose x = —1 y = 1 on obtien
k=n
doar(-1nF=o0
k=0

Calculons les deux sommes suivantes :

S = Ch+2C2 +3C3... +nCy => kC)

T = CL+4C2 +3C3. .. +n°Cy =) KCE



24

Premiére méthode : On utilise les propriétés des coefficients binomiaux que

nous

n

B _— kn! (n—1)n
;Okc" B k!(n—k)!_z(k—l)!(n—k)!

k=0 k=1
= 0 G = O
(lf _ 1) n—1
k=1
on pose j = k — 1 donc
n n—1 '
ny Ci=n) €, =n2""!
k=1 j=0

Premiére méthode : On utilise les propriétés des coefficients binomiaux que

nous

n

. P kn! (n—1)n
I;kcn = kz;k!(n—k)!_;(k—l)!(n—k)!

on pose j = k — 1 donc

Seconde méthode : On utilise les propriétés des fonctions d’une variable

réelle et la formule du bindéme :

%(m—i—l)n = %ZC’,’? "
alors
(z+1)" Z kCF ¢
si je prends x =1 .
n2" ! = i kCk
k=1

Pour

T =C)+4C) +3C3... +n°C) => KC}
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n

}:MCk > [k (k—mcﬁ+mﬁ]:§ék@—1xm+§imm

k=0 k=0 k=0

de la méme maniére
2

o (x +1)" E cy
alors

nn—1)(x+1)" Zk -2

En faisant alors z = 1, on obtient legahte

n(n—1)2"2 Zk

alors
Zk20k—n —1)2"? 4 p2" !

Résoudre dans C les équations suivantes

1\* —1\°
2 h (=2 z4+5i+1=0 (22 £ (2 =0
z—1 z+1

Pour
24+ (1-20)z+5i+1=0

On a

A=(1-2)—4(5i41)=-7—24i = (a+ fi)° = a® — % + 2iaf

donc
o —p° =7 o —pBr=-1 (1)
o? + 242+ 72 =
af = A2+ p2=25  (2)

La somme de (1) et (2) donne
20° =18 = a =43 et B =+4

donc
A = (3 — 4i)?
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ansi
— (1 — 22 3— 41 —(1—27) — (3 —41
B G Dl k) S W Pl ) ol C ) QP S
2 2
Pour 5 X
z+1 z—1
— 9
(z—l) + (z—i—l) ( )
on pose
B <z—|—1)3
z—1
I'équation (9) devient
1 h?+1 . )
ht—=0 =20 0o = £j = ir/2H2in
h h
donc )
Z+1:e”/6+2i’”/3 et z#1 z# —-1 et que k=0,1,2
Z_
alors on
z+1 z—142 2
z—1 z—1 z—1
donc 5 5
— ,im/642ikw/3 _ 1 =
~_1 ¢ 1= 2-1=mmmn 1
9 6iﬂ/6+2ikﬂ/3+1
= z= oin/6+2ikm/3 _ | tl=z= oin/6+2ikn/3 _ |
:donc
2 2
cos Z—i-—ﬂ'k + 1+ 1sin z4——7rl<;
6 3 6 3
z = tel que k=0,1,2
T Zek) —1tisin (T4 2nk
cos| =+ =7k | — isin | = + =7
6 3 6 3
2 2 2 2
B |:COS <%+§7Tk‘> +1+7sin (%4—5%1{)} [cos (%+§7rk) —1—14sin (%+—7rk:
B 2 2 2
[cos (% + §7Tk> — 1} + sin? (% + gwk)
2
7 sin (%+§7rk)
z = k=0,1,2
ﬂ—|—27rk 1
cos | =+ = —
6 3
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finalement

(D
@) ool

21 = = 29 =" = — ,
COS( )_1 V3-2 cos(§7r>—1 V342

o)

3
coS <—7T) -1
2
Explicitons la formule du binéme pour n = 3
(x4 1y)° = 2 + 322y + 32> + ¢°

A T’aide de la formule d’Euler et de la formule précédente, exprimer cos®(f) et

sin® (#) en fonction de

sin (k@) et cos(k0) k=1;3

On a i0 i0 0 i0
el + e~ ! et _ o=t
) = —— sin(f) = ———
cos (0) 5 ,sin (0) 5;
donc 5 5
i0 —i0 i0 —i0
3 0) = (6 +e ) 103 f) = — (6 —€ )
cos” (6) 2 ,sin” () 5
alors )
cos3 0) = < [631'9 1 30200 | 30i0,-i20 | e*i39]
d’ou

cos® (0) = i cos (360) + ZCOS (0)

de méme pour

1, . .
i3 0 —if
sin® (0) = % [(e —e ) }
1 . . . , . .
sin3 (9) — _8 [6319 . 67193 . 362106716 + 361967219]
1

1 .. . . . 1
~% (€% — 7 — 3" +3e7] = % [2i sin (30) — 6isin ()]
1 1

1
= |3 sin (30) + Z sin (6)
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Soit 6 € R on pose

" 1— e
k=0
et on a . . .
e =N "cos (kO) +i Z sin (k)
k=0 k=0 k=0
de plus
1 — e(nt1)0i (1200 ,—(n+1)0i/2 _ ,(n+1)0i/2
1—eti T go/2 o—0i/2 _ ,0i/2
_ /2 sin ((n +1) 6/2)
B sin (6/2)
B n .. (n\1sin((n+1)0/2)
= Jeos (§9> s (59” sin (6/2)
en déduire
- B n \ sin((n+1)6/2)
Z cos (kf) = cos (29) sn(072)
k=0
- . . /n \ sin((n+1)60/2)
k0) = —0
gsm( ) = sin <2 ) sin (6/2)
on a
cos (a + k) = cos (a) cos (kf) — sin (a) sin (k6)
donc .
Z cos (v + kb)) = cos ( Z cos (kf) — sin («) Z sin (k)
k=0 k=0
alors

i cos (a 4+ kf) — cos (a) cos (59) sin((n+1)6/2) _sin (a) sin (56) sin ((n+1)60/2)
k=0 sin (6/2) sin (6/2)




