Solution HEC I S 2004 (AV)

Partie I

Une solution de I’épreuve de HEC MATH I Voie S 2004

1) a) L’égalité AA(D = A entraine P’égalité ’d(A, 0) = Card(A) ‘et légalité AAE = () entraine 1'égalité |d(A, E) =0

b) Si A et B sont deux parties quelconques de E, on a alors : ’ d(A, B) = Card(AAB) = d(AAB, ) ‘
Yi \ Z; O 1
2) a) 0 0|1 Les nombres z; et |x; — y;| sont donc égaux.
1 1 0
b) Si A est représenté par le n-uplet de {0,1}",(z1,...,x,), son cardinal est égal & la somme des ;.
On peut donc écrire, si B et C sont représentés respectivement par les n-uplets de {0,1}", (y1,...,yn) €t
(21,...,2n) et en appliquant I'inégalité triangulaire pour les valeurs absolues :
d(A,C) = Z|$z — 2| = Z\Z‘z — ity —zl < Z|$z — il +Z|yi —zi| =d(A, B) +d(B,C)
i=1 i=1 i=1 i=1
Partie 11

1)

2)

3)

a)

b)

a)

b)

Pour montrer que C est un code, il suffit de remarquer que les 6 sommes deux a deux des éléments x1, T2, T3, T4
appartiennent aussi a C.

Puisque z3 est la somme de xz; et de xo, tout eyx7 + es2wo + e3x3 + 424 de C s’écrit aussi
(1 +e3)x1 + (82 + £3)x2 + €424. L’ensemble C comporte donc huit éléments qui sont :

1 1 1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 1 1 0
ol, 1], (o, (of, [z, [2f|, [of, |1
1 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

S’il existait une famille a deux éléments engendrant C, le cardinal de C serait égal a 4 donc
une telle famille n’existe pas.

Supposons qu’il existe des éléments de K, €1, €2, 4 non tous nuls vérifiant e;x1 + esxs + 424 = 0.

Si g4 est non nul, par exemple, en multipliant les deux membres de 1’égalité précédente par 4, il vient :
Ty = €461T1 + €462 et cette égalité impliquerait que tout élément de C s’écrit uniquement en fonction de x
et x9, ce qui est exclus d’apres la question précédente.

Il en résulte que €4 est nul et il en est de méme par symétrie des éléments €1, 5.

Deux éléments de K, z; et y; sont distincts si et seulement si leur somme est nulle dans K, il en résulte 1’égalité :
|d(z,y) = d(x+y,0)]

Si pour un indice i, les éléments de K, x; et z; sont distincts, I’élément y; est distinct d’au moins un des
éléments x; et z; donc la contribution de U'indice 7 & d(z, z) est inférieure ou égale a sa contribution dans la

somme d(z,y) + d(y, z),ce qui entraine I'inégalité : ’d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2) ‘

Le cardinal de C est au plus 2" donc 'ensemble des cardinaux de familles K-libres de C est majoré par 2".
De plus, un élément non nul de C forme & lui tout seul un famille K-libre, puisque C n’est pas réduit a {0},
I’ensemble des cardinaux de familles K-libres de C n’est pas vide, il contient au moins le nombre 1.

Toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément, soit donc p le plus grand élément de
I’ensemble des cardinaux de familles K-libres de C.

Soit alors (u1,...,u,) une famille libre de cardinal p. Montrons que, pour tout élément x de C, il existe des
P
éléments €1, . ..,¢, de K vérifiant « = Z&Uz
i=1
Procédons par contraposée : supposons qu’il existe un élément x de C ne possédant pas cette propriété et
montrons que la famille (uq,...,up, ) est libre, ce qui contredit la maximalité de p.
P
Soit donc un tel x et e1,...,¢p,¢ des éléments de K vérifiant : Z&iyi +ex = 0. Si € n’est pas nul, en
=1
p P
multipliant les deux membres par €, cette égalité devient : = = — Z&Ui = Z&'Uz‘, ce qui est exclus par
i=1 1=1
choix de z. )
Il en résulte qu € est nul et 'égalité s’écrit : Zsiyi = 0. Puisque la famille (u1,...,u,) est libre, tous les
i=1
éléments ¢; sont nuls et la famille (uq,...,up, ) est libre.
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1)

b)

P
Soit x un élément de C. On sait déja qu’il existe des éléments €1, ...,e, de K vérifiant © = Z €iu;, montrons
i=1
que ce p-uplet d’éléments de K est unique.
P

Soit donc €1, . . ., €}, des éléments K vérifiant z = E glu;. en faisant la différence membre & membre des égalités

i=1
p

précédentes, il vient : Z(e; —¢&;) u; = 0, ce qui entraine, puisque la famille (ug, ..., u,) est libre, les égalités :
i=1

Vi € [1,p], € — &; = 0 ou encore ]\ﬁ el,p], & =¢

Soit encore (uq,...,u,) une K-base de C, il existe exactement 2P p-uplets (e1,...,&,) d’éléments de K et, &
chacun de ces p-uplets, est associé un unique élément de C; il en résulte que le cardinal de C est égal a 2P.

Si (ui,...,up) et (vi,...,v4) sont deux K-bases de C, le cardinal de C est égal a la fois & 2P et & 2? donc
les nombres p et ¢ sont égaux.

P

En raisonnant comm en 3)b, pour chaque p-uplet (e1,...,€p), lélément Zsivi est distinct des autres donc
i=1

I’ensemble des éléments de C qui se mettent sous cette forme est de cardinal 2P, donc c’est C tout entier et

(v1,...,vp) est une K-base de C

La matrice nulle de M, ; (K) appartient & Co donc cet ensemble n’est pas vide.

De plus, si z et 2’ sont deux éléments de Cg, les égalités Q@ x x = O et Q x 2’ = O entrainent :
O=Qxz+Qxz'"=Qx (z+2') donc z + 2’ appartient a Cq .

L’ensemble Cq est donc un code.

Notons ¢; ; les éléments de la matrice Q. Soit o la permutation sur les indices [1,n] qui fait glisser les p
colonnes de () égales au p colonnes distinctes de I, aux p positions les plus & gauche, autrement dit la matrice
Q' dont les éléments sont les ¢; 5(;) est de la forme I, P, la matrice P étant constituée des n — p colonnes de
@ non égales aux colonnes de I,,. On a alors, en utilisant le changement d’indice de sommation k = o(j) :

n n
Y o) T >k
Jj=1 k=1

To(1) — )
R I 5 - i |=ex
n n
Lo(n) Tn
Z Ip.o()To(4) Z Ip,kTk
J=1 k=1
Un élément x de M, 1(K) appartient donc & Cg si et seulement si pour tout ¢ de [1,p]] , on a :
n n
To(i) t Z Gi,o()To(s) = 0 ou encore To(i) = Z @i (j)To () donc les valeurs To(;) POUT j variant de
Jj=p+1 i1

p+ 1 a n déterminent completement .
I1 en résulte que le cardinal de Cq est 2"7P et que chaque base de Cq a pour cardinal n — p.

Les colonnes Ci, ..., C,_, de la matrice (I"B_p) forment une famille libre car si Aq, ..., A\,—, est un élément
n—p At
de K"~P vérifiant Z AiC; = O, il en résulte 1'égalité matricielle I,,_,, : = (O qui a pour seule solution
=1 /\n_p
A1 0
An—p 0
De plus en utilisant la technique du produit matriciel par bloc, il vient : (B I ) Inp) _ (B+B) _ 0]
p q p p ) : P B “\B+B/ ™

puisque, tout élément = de K vérifie z + z=0.

Il en résulte, pour tout ¢ de [1,n — pf, I'égalité (B Ip) C; = O, ce qui prouve que les éléments C1,...,Cph—p
appartiennent a Cq.

Ils forment une famille libre de cardinal n — p de Cg d’apres la question 3)d, c’est donc une base de Cg.

x1
Soit = | : | un élément de Cq et iy,..., iy, les indices i de [1,n] tels que x; n’est pas nul (c’est-a-dire est
Ln

égal & 1). En notant C1, ..., C), les colonnes de @, I'égalité @ x x = O s’écrit aussi z;,Cj;, +---+x;,,C;,, = O

m
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et elle n’est possible que si m est strictement supérieur & r — 1 puisque toute famille de colonnes de @ de
cardinal strictement inférieur a r est K-libre.

Il en résulte l'inégalité : min{d(z,O), x € Co \ {O}} > r.

Notons maintenant Cj,,--- ,C;, une famille liée de colonnes de @ et ¢;,,...,¢€;,. les éléments de K vérifiant
€, Ci, ++--+¢€;,.C;. = 0. Les éléments ¢;,, ..., &;_ sont tous égaux a 1 (la nullité de 'un ou de plusieurs d’entre
eux entrainerait la nullité de tous puisque toute famille formée d’au plus r — 1 colonnes de @ est libre) et si
est la matrice-colonne dont les élements sont ¢;,,...,¢;.,ona: d(z,0) =r

il en résulte : ’r = Min{d(z,0), z € Co \ {O}} ‘

Partie II1

1) Parmi les n éléments non nuls de M, ;(K) figurent les p colonnes de I, il résulte alors de la question 4)c que
le cardinal d’une des bases de Cy est n — p.

Remarquons d’abord que I'on a : Min{d(z, O), = € Cg \ {O}} = Min{d(u,v), (u,v) € Cé et u # v}.

De plus, si z et y sont deux éléments distincts non nuls de M, 1 (K), il existe un indice ¢ de [1, p] tel que z; soit égal
a lety; a0 etun autre indice j tel que y; soit égal a 1. Si X et u sont deux éléments de K vérifiant Az + uy = 0,
les égalités Axz; + py; =0 et Ax; + py; = 0 entrainent la nullité de A et p.

Autrement dit, toute famille & deux éléments formée de colonnes de H est libre. Par ailleurs, si x et y sont deux
éléments distincts non nuls de M), ; (K), z = x+y est encore un élément non nul de M, ; (K) et la relation z+y+2z = 0
prouve qu'il existe une famille liée de cardinal 3 formée de colonnes de H. Il résulte alors de la question 4)e de la

2)

Partie II. que 'on a: |3 = Min{d(u,v), (u,v) € Cé et u # v}

3) Soit v un élément de M, ; (K).

1)

5)

a)

b)

L’ensemble B, contient v et les éléments de M, ;(K) qui different de v par une seule composante. Cette
composante peut avoir n indices donc le cardinal de B, est n + 1.

Soit w un élément de M, ; (K) distinct de v. Si u appartient & B, N By, ona: d(v,w) < d(v,u)+d(u,w) = 2,
ce qui est incompatible avec le résultat de la question 2) donc | B, N B, =0

L’inclusion U B, C M, 1(K) est évidente. prouvons que les cardinaux de ces deux ensembles sont égaux.

ve Cy
Puisque les ensembles B,,, pour tous les éléments v de Cpy, sont disjoints, le cardinal de leur réunion est égal
a: cardCy x (n+1) =2""P x2P =2" = card M, ; (K). On a donc prouvélégalité : U B, =M, 1(K)

ve Cy

D’apres la question précédente, il existe un unique b dans Cy tel que B, contienne z. Puisque z n’appartient

pas a Cy, ce v est distinct de z et donc vérifie | d(z,v) = 1|

L’égalité H x z = H X e est équivalente a 'égalité H x (z +¢e) = 0 et donc a ’appartenance de z — e & Cy. De
plus 1égalité d(e, O) = 1 est équivalente a I’égalité d(z,e) =1 : en posant e = z+v = z — v, l'existence de e est

équivalente a celle de 1’élément v qui a été prouvée dans la question précédente et on a: |®(z) =z+e

La matrice Hy est un cas particulier de la matrice @ décrite dans la question 4)d de la Partie II., en prenant

1 011
B=11 1 0 1].Les transposées des lignes de la matrices H; sont des éléments de M7 ; (K) qui forment
1 1 1 0

donc une K-base de Cg, : ce sont les éléments c4, c3, ca, ¢1 prévus par ’énoncé.

L’élément y appartient & Cpy, et il vérifie d(y,y*) = 1, c’est donc ®(y*).
Cherchons donc l'unique élément e de My 1 (K) vérifiant Hy x y* = Hy xe et d

—

e,0)=1:

0 0
1 0
1 01 1 100 0 1 1 01 1 100 1
Hxy*=[1 101010 ol=(0J=(1 10 10 10 0
111 0 0 01 1 1 1110 0 0 1 0
1 0
0 0
0 0
0 1
1 1 7]1:0
Autrement dit : e= | 0| et y=y*+e=]0], ce qui donne : =1
0 1 ng =1
0 1 N4 =
0 0

3/4



Solution HEC I S 2004 (AV)

c)

S’il y a deux erreurs, le calcul H; x z* ne donne pas 0 puisque, si e est un élément de My ;(K) comportant
exactement deux 1, H; x e ne peut donner O (car dans la matrice H;, pour tout couple (i,5) vérifiant 1 <
i < j <7, les éléments des colonnes i et j ne peuvent étre égaus a la fois sur chacune des lignes). On constat
donc qu’il y a des erreurs. De plus, e peut prendre 21 valeurs alors que H; X e n’en prend que 7 au plus : il en
résulte qu’il y a plusieurs e possibles pour une valeur de H; X e et on ne peut déterminer exactement ot sont
ces erreurs.

Partie IV

1) Pour tout entier k de [1,n]), les coefficients de ’écriture en base 2 du nombre k forment donc la k-iéme colonne
de la matrice Ho. Comme précédemment, on cherche 'unique e possédant un seul coefficient égal a 1 vérifiant

2)

T

Hy xe=Hy;xy" = | 1 |.Cette matrice-colonne n’est pas nulle puisque y appartient a C(Hz) et que y* ne differe

Lp

de y que par un élément. Les colonnes de la matrice Hy sont tous les éléments non nuls de M, 1 (K) donc I’élément

x

e de M, 1 (K) est 'unique colonne de Hy égale a | @ |. Sik est la position de cette colonne, c’est aussi la

Tp

place de l'erreur et les éléments de la colonne sont les coefficients de ’écriture en base 2 du nombre k.

2)

1 01 01 0 1
La matrice Hs est la matrice: Ho=[0 1 1 0 0 1 1
0 001 1 11
Le calcul de Hy x d1, Ha X do, Ho X d3, Hy X dy donne O donc dy, da, ds, ds appartiennent a Cp,.

Les éléments dq, ds, d3, d4 forment une famille libre car, en prenant seulement les 4 premiéres lignes, une égalité
4

E g;d; = 0, conduit aux égalités : €1 = €9 = €3 = ¢4 = 0. De plus, le cardinal d'une base de Cg, est encore 4
i=1
comme précédemment, ce qui assure que dj, do, ds, ds forment une K-base de Cp, .

1 1 0 1
1 0 0 1
1 0 1 1 0
Dans ce cas particulier,ona: z* = | 0|, y*=[0], z2*=[0]|, Hoxaz*=|1]| donca’ = [0 ], =1 =
1 0 1 0 1
1 1 1 1
0 1 1 0
1
0
0 0
1, zo=1, 23=0, 24 =0 et ; Hoyxy*=|0]doncy =y*= (0], y1=1, y92=0,y3=0, y4 =0
0 0
1
1
0
0
0 1
et ; Hyxz"=|[1]doncz=|0], 21=0, 20=0, 23=1, 24 =0 et
1 1
0
1

Les deux mathématiciens semblent sur le point de découvrir le nombre 100 x 7.

Supposons que les chiffres réceptionnés par S soient stockés dans un tableau R de 21 cases, par exemple. On
place les 7 premieres cases dans un tableau X de 7 cases et on effectue la procédure suivante : on calcule la
matrice C' = Hy x X (en supposant Hs stockée dans un tableau indexé pat [1, 3] x [1,7]]) qui sera stocké dans

un tableau de 3 cases, on compare le conrtenu de C avec les colonnes de H» et, si k est le numéro de la colonne
4

égale & C', on change lélément d’indice k de X puis on calcule la somme Z x;2" & I’aide d’une boucle « FOR »,
i=1

enfin on affiche ou on stocke le résultat obtenu dans la premiere case d’un tableau.

In remplace ensuite les éléments de X par les 7 éléments suivants du tableau R, on effectue la procédure et on

stocke le résultat obtenu dans la deuxieme case d’un tableau. Enfin on recommence avec les derniéres cases du

tableau R. Yapuka...

4/4



