Maths site Résumé du cours

Géométrie dans [’espace
On désigne par E I’ensemble des points de ’espace et par w I’ensemble
des vecteurs de I’espace . E est muni d un repére orthonormal (o,i,],ﬁ) est Wmuni de labase B = (I]E)
Produit scalaires dans ’espace
Définition :Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls uetv est le nombre réel :u-v — HGH < HCH cos(@, \7)

Propriétés :* pour tous vecteurs uetv et tous réel aets

Siu=0 ou v=0 alors Jzzmz
u-v=0 [\
a(a+\7)=aa+a\7 G-*—v a \
(a+ﬂ)a=aa+ﬁa a}\ﬁu_jz( )\N

1. u

2. u-

3. (u+V

4. o vis[uly

u+v

SM*H" inégalité de Minkowski)

- —

,w)un triplet de vecteurs de W tel que

z Z z"
X Xlxll
o ' N yl 1 X'Xl X 1!
det(”"”w): VYV =Xl T T =207 27270 )y (727 2X7) 2 (x 7y x”)
Z lell

Théoreme : soit A ,B,Cet D quatre points de E .Le triplet (AB, AC,AD)est une base de W si et seulement si

AB,AC etAD n est pas liée si et seulgment si det(AB, Ac,AD);é 0 si et seulement si AB,AC etAD ne sont pas

coplanaires si et seulement si A ,B,Cet D ne sont pas coplanaires

Vecteurs colinéaires :
<+ deux vecteurs de I’espace sont dits colinéaires Si ’'un est produit de I’autre par un réel

X X'
<+ u|y|etv]y|sontdeux vecteursde W , u et v sont deux vecteurs colinéaires si et seulement si
z 7'
XX lyyl [xXx
= = :O
yy| [zz'| |27
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Droite :

Etant donnés un point A et un vecteur non nul u :

* La droite passant par A et de vecteur directeur u (notée D (A, u )) est ’ensemble des points M tels que AM et u
sont colinéaires.

* Etant donnés deux points Aet Bon (AB) =D (A, E).

*  Egquations paramétriques d une droite de ’espace Siulb ,A( X

Ce systéme est une représentation
paramétriques de la droite </ dans
I'espace

Me D (A, u) équivaut a Il existe un réel o tel que AM = au équ ivﬁ

* Equations cartésienne d une droite dans le plan
* Le plan est muni d un repére (o,u,v)

c =0 avec (a,b)#(0,0) est

une droite D  de vecteur directeur u
* Etant donnés deux points A, Met

si 12 bt

- . X—XO a
det (AM ,u )= (X-x0 )-a(
Y—Yo b

Plan : %
Equations parvamétviques d un pl e ’espace

dite D (A,u)

gSienne de Ia

X = oa + ﬂa'+x0

si et seulement si |l existe un wnique ¢ (a,8) telque AM =au+pv équivautal, _ @b+ oy,

Z=aC+ ,Bc'+zo

Ce systéme est une representation paramétrique du plan P
Equations cartésienne d un plan del’espace . Tous plan de ’espace admet une équation de la forme
ax+by+cz+d=0ouab etcsontdes réel non tous nuls

a

Réciproguement : Si un plan P a pour équation ax+by+cz+d=0alors ;| |estun vecteur normal a P

Cc
a
* Etant donnés un point A(xo,yo,zo)etM (x, y,z)et A lun vecteur normal au plan P alors pour tous point Me P

c

AM - n = 0 est une équation cartésienne du plan passant par A et de vecteur normal n
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* Etant donnés un point Ae P (A, G,Q) et uetv deux vecteurs non colinéaires du plan P
a a'

Si ylb|vb A(Xo'yo'zo)“'\"(x y.2)s alors pour tous point Me P (A, u, v) det(AM u, v) 0 est une équation
c c'

cartésienne du P

Orthogonalité dans ’espace

* uetvsont orthogonaux si et seulement si u-v — oeton note u L v

* Soit deux droites D et D’ de vecteurs directeurs respectives uetv

Onaalors:D L D’ équivauta u-v =0

* Un vecteur normal & une droite est un vecteur orthogonal au ve directeur della droite .

* Soit deux plan P et P’ de vecteurs nor.
Onaalors:P L P ¢ sietseulemen

P/P ¢ sietseulement
* Soit deux plans P : ax+by+c

Avec a’,b’ et ¢’ trois réels non nul

Produit vectoriel dans ’espace
Soient uet v sont deux vesteurs de

u,AC =v on appelle produit
vectoriel de uet vle vecteurw

noté u A vi=w Si uet v sont'colinéaires alors w= 0
“Si non w estJ lnique vecteur tel que
west normal au plan (ABC)

- - —

,v,w) est Ung base directe de W

N N R

Propriétés : Soientu, vet w sont tro' vec sdeW « unréel.
Ona: * uanv=-vau,; (a )/\ vV = A (av):a(ux\ V)

* (U+V)/\W—U/\W+ AW

* W/\(U+V) =W oA URW AV

* (JA\;) vﬁv:(\ql/\vﬁv).#Z /\u) v—det(uvw)

X X'

Expression analytique du produit vectoriel : Dans une base orthonormée directe ( i k) deWw, 5| uly et vl y' | sont

z z
oy Yyl XXl qu

deuxvecteursdeWanrsJAv:ZZ,I—ZZ,j+yy =Wz -2y 9i—(xz-2x) | + (- yx) k
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Sinus et cosinus de I’ angle de deux vecteurs : Si u et v sont deux vecteurs non nuls de W

i~

etcos= _Uu-v
ol 1o ol 1M

E est muni d un repére orthonormé (o,i,],ﬁ)
Distance d un point a un plan :

* E est muni d un repere orthonormé (o,i,],ﬁ) Soit le plans P : ax+by+cz+d

Isin(e)] =

y s
A(xA, YA ZA) un point de ’espace

est H le projeté orthogonale de A sur P ,la distance du point A au plan P est :

ax, +by +cz +d
d(A,P )=AH=-A_A A

Vaz + b2 4 c2

* Soit D une droite de vecteur directeur u et B un point de D

L’aire d un parallélogramme
Soit ABCD un parallélogramme.

Volume d’un parallélépipéde
Le volume d’un parallélépipéde ABCD,
V = |det |AB, AD, AE||=/| (AB A AD). . ,
Volume d’un tétraédre Le Valuine d’un<ét re ABCD &

Vv :Hdet&z&iz)pﬂm AMC). AD|=1Bh. B:
6 6 3
Equations carrésienne d’une sphére_.

*  Soit I(a,b,c) un poin orté a un repére orthonormé (0, i, J, k) est R un reel positif .
Une équation cartésie ,R) de centre | et de rayon R est :

(x —a)>+(y — b)*+(z -
* Soit S une sphére de centre I etde rayo
du point I sur le plan P ‘\et\on pose d=IH

et P un plan de P’espace on désigne par H la projeté orthogonale

-Sid<RalorsP m S est\e'cercle dirplan P de centre H et de rayon
R’= Jr2—_d2 eton dit que P'et § sont sécants suiyvant ce cercle

-Sid=R alorsP ~ S ={ H} eton dit que P et S sont tangents en H

-Sid>R P~ S = ¢ etondit que P'et S sont disjoint
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Les réflexes a avoir

%+ Ne pas oublier que vous travailler dans l’espace et que tout point est définie dans un repére par son
triplet de coordonnées.

< Le produit scalaire permet de démontrer que des droites sont orthogonales-de calculer des angles
géométriques , de trouver des équations de cercles ou de sphére et de trouver desiéquation cartésienne du plan .
< Un produit scalaire peut se calculer a [’ aide de quatre formules
X X'
1) a| y |et v| y | sontdeux vecteurs de W
/"

z

soient A, B, et C trois points de E tel que U =AB gt V=AC
U. V=AB. AC=AB . AH ou le point H est le projeté Orthogo
2) u-v= HG‘ P H\_;Hcos( G,\_;)

(AB)

A U-v=xXxX"+yy'+2zz*

- - —- —|12 -
4) 2u-v=Hu+v —Hu

o,

< SOit P : ax+by+c z+g ' de 'espace E et soit || g

Y
Un vecteur de 1'’&
<+ soient A, B, Cet D quatre

si et seulement si NB': DC. s

points de E tel que A,B,C ne sont pas alignés . Alor ABCD est un parallélogramme

ot seulement si AB+ AD = AC

a

< Etant donnés un point A(x 0)et nl p | un vecteur normal au plan P alors pour tous point

O 1
Cc

M (x, y,z) eP AM - n = 0 est une équation cartésienne du plan passant par A et de vecteur normal

n
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< Soient G,\7 et W sont trois vecteurs de W. { G\7 , Vv}est liée si et seulement si det(a,Q,W);é Osi et seulement
Si ﬁ,\7 et W ne sont pas coplanaires
< Etant donnés un point A€ P (A,ﬁ , \7) etU et vV deux vecteurs non colinéaires du plan P

| A

) et M (x, y,z)alors pour tous point

a
Sia b ’;/’ ano,zo
c

O T o

X=Xy aa'
ME P (A, U,V) det(AM,u,V)= Y=Y bb'|=0 sig

Z—ZO ccC

X=Xy a a’
— b b’ aa'
det(AM,u,v)=y—yObb' =(X=Xg) -(y-Yp)
cc'

cc'
z-1, cc'

est une équation cartésienne du plan P (A, u,
a

a
“ ulb|,v|b A(xo,yo,zo)e
C 1

oa + fa'+x

pas penser que ded
grale, ils ne le sont pas

plans perpendiculaires a 1éme plan sont paralléle (ils peuvent | ‘étre mais

* Dans [’espace

droites ne Sont pas paralléles alors ellé
peuvent étre no i

sont pas nécessairement sécantes (elles

yégants selon une droite

< Deux plans peuvent strictement

/
—— confondus

Paralleles

< Soient A et B deux points de E

e L’ensemblerl des points M tehquez AM=BM est donc le plan médiateur du segment [AB]
e L’ensembler, des points M tel que : AM=R avec R>0est donc la sphére S de centre A est de rayon R

o L’ensemblerl, des points M de I’espace tel que MA - MB = O est la sphére de diamétre [AB]
o L’ensemblerl, des points M de ’espace tel que  MA A MB = O est la droite (AB)

o L’ensemblerl, des points M de ’espace tel que  AM - AB = O est Le plan orthogonal a AB passant
par A
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