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T.D. série 5 : groupes

Exercice 1. Montrer que tout groupe G tel que Va € G : 22 = e, est abélien.

1+2p.

Exercice 2. Montrer que {m,p,

qc Z} est un sous-groupe de (Q*,-).
Exercice 3. Montrer que si A, B, C sont sous-groupes d’un groupe abélien, alors
ACcC=((A+(BNnC)=(A+B)nC).

Exercice 4. (a) Montrer que Y = {z € C | |z| = 1} est un groupe pour la loi -.
(b) Montrer que Vn € N*, U, = {z € C| 2" = 1} est un groupe cyclique.
(¢) Sous quelle condition sur n,m € N* U, est-il sous-groupe de U, ?
Exercice 5. (a) Montrer que nZ est un sous-groupe de (Z, +), pour tout n € N*.
(b) Sous quelle condition sur n,p € N*, nZ U pZ est-il un groupe ?
Exercice 6. Soit f : G — G’ morphisme de groupes et z € G d’ordre fini |z|.
Montrer que |f(x)| divise |z|.
Application : trouver tous les morphismes de Z/47Z dans Z/9Z.
Exercice 7. Soient a,b éléments d'un groupe (G, -, e), d’ordre p = |a| et ¢ = |b]
finis et premiers entre eux. Montrer que (a) N (b) = {e}.
Exercice 8. Soit (G, ) un groupe engendré par deux éléments {x1,z2} tels que

ri#etay, Ti=xi=¢,

et que Y, le sous-groupe engendré par y = x1 o, est d’ordre fini n > 2.
(a) Montrer que : (i) z1 # 2, (ii) z1Yx1 =Y =x2Y o, (i) YV <G.
(b) Soit 7 la surjection canonique de G sur G/Y.
Montrer que 7(x1) = w(x2) # m(e). Quel est I'ordre de G ?
Exercice 9. Montrer que tout groupe fini d’ordre premier est cyclique.
Exercice 10. Montrer que tout groupe a 4 éléments est isomorphe & Z/47 ou

a Z/27 x ZJ)2Z. (Considérer 1'ordre des éléments pour dresser la table de
multiplication.)

Exercice 11. Montrer que si m,n € N sont premiers entre eux, alors le groupe
produit Z/mZ x Z/nZ est isomorphe a Z/mnZ.

Exercice 12. Soit G un groupe, Aut(G) 'ensemble des automorphismes de G.

(a) Montrer que Int(G) = {7, : z — aza™'; a € G}, ensemble des auto-

morphismes intérieurs de G, est un sous-groupe distingué de Aut(G).
(b) Montrer que Int(G) ~ G/Z(G).
Exercice 13. On appelle sous-groupe dérivé d’un groupe G le sous-groupe D(G)
engendré par les éléments de la forme zyz 'y~ !, x,y € G.
(a) Montrer que D(G) est un sous-groupe distingué de G : D(G) < G.
(b) Pour tout H < G, montrer que G/H est abélien ssi D(G) C H.
Exercice 14. Soit G un groupe d’ordre n.
(a) Montrer que pour tout g € G, l'application 0, : G — G, ©+— gz
est une bijection de G sur G.
En numérotant les éléments de G, o4 s’identifie donc a un élément de &,,.
(b) Montrer que 0 : G — &, g — 04, est un morphisme de groupes.

(¢c) Montrer que o est injectif. En déduire le théoréme de Cayley :
tout groupe d’ordre n est isomorphe a un sous-groupe de &,,.



