HATIER  MATHS 
Principes essentiels de la numération décimale

La numération décimale est un système de désignation des nombres qui utilise la base dix.

La numération écrite : le système écrit de désignation des nombres utilise dix symboles, les chiffres (1, 2, ..., 9, 0) et un ensemble de règles que l’on applique systématiquement permettant de les agencer pour désigner tous les nombres entiers. 

La numération orale : le système oral de désignation des nombres utilise un certain nombre de mots (un, deux, trois, ... seize, vingt, ... cent, etc.) et un ensemble de règles, plus complexe que celui de la numération écrite, qui permet de les combiner pour former de nouvelles désignations (ex : dix-sept, cent deux, deux cents, quatre-vingt-dix-huit...).

Notre système
 de numération écrite est un système positionnel de base dix avec un zéro qui peut s’analyser de plusieurs manières. Nous illustrons, dans un premier temps, notre étude du système sous son aspect sémantique en faisant référence à un matériel de type « groupement ».

Le système est de base dix : les groupements sont réguliers et sont toujours effectués par paquets de dix, d’abord par paquets de dix (groupements de premier ordre) puis par paquets de paquets de dix – les paquets de cent – (groupements de deuxième ordre) et ainsi de suite.

Le système est positionnel : la place du chiffre dans l’écriture du nombre lui donne une signification différente. Dans des écritures utilisant deux chiffres, 12 et 21 ne désignent pas le même nombre d’objets : dans l’écriture 12, le 1 désigne un paquet de dix objets – groupement de premier ordre – et le 2 deux objets isolés alors que dans l’écriture 21, le 2 désigne maintenant deux paquets de dix objets et le 1, un objet isolé.

Dans une écriture à trois chiffres, le chiffre situé à gauche de l’écriture indique le nombre de paquets de cent, le deuxième le nombre de paquets de dix et le troisième le nombre d’objets non regroupés. 

237 signifie qu’il y a 2 paquets de cent objets, 3 paquets de dix objets et 7 objets isolés.

Le système possède un zéro qui indique l’absence de groupements d’un certain ordre. Dans 401, le 0 signifie qu’il n’y a pas de paquets de dix isolés.

Des irrégularités dans notre système de numération orale : si notre système de numération orale était en parfaite correspondance
 avec notre système écrit, il pourrait, de la même façon, n’y avoir que les dix mots-nombres : un, deux, ... neuf, zéro, correspondant aux dix chiffres de notre système écrit, mais ce n’est pas le cas.

Il faut remarquer que le système utilise au départ des mots spécifiques pour les premières puissances de la base dix ce qui permet de mieux appréhender le rôle de ces nombres : dix, cent, mille mais que le système semble utiliser comme base auxiliaire mille lorsqu’il s’agit de poursuivre les règles de désignation dix mille, cent mille puis million.

Une première irrégularité : les mots-nombres de onze à seize

Comme le nombre 17 se lit dix-sept, les nombres de 11, … 16 pourraient se lire dix-un, ...dix-six mettant ainsi en évidence que dans une écriture à deux chiffres commençant par 1 le 1 désigne un paquet de dix.

Ainsi le fait que les nombres de 11 à 16 aient une désignation orale n’utilisant qu’un seul mot-nombre ne facilite en rien la compréhension du système écrit.

Une seconde irrégularité : le nom des dizaines

Les trois premiers groupements successifs par dix sont nommés de façon spécifique : dix, cent et mille pour permettre une compréhension plus aisée du rôle de la base dix dans la lecture de 200 : deux cents, 3 000 : trois mille, 4 500 : quatre mille cinq cents et ainsi 20, 30, 40, 50, 60 pourraient de la même manière se lire : deux dix, trois dix, quatre dix, … six dix au lieu de vingt, trente, quarante… soixante.

Comme le système utilise des mots-nombres spécifiques pour les noms des premières dizaines : vingt
, trente, quarante, cinquante, soixante, on pourrait poursuivre en utilisant les mots septante, octante, nonante, comme dans certains pays francophones.

En France, les désignations de 70, 80 et 90 par soixante-dix, quatre-vingts, quatre-vingt-dix ne respectent pas les règles de composition des premières désignations orales à l’aide des mots-nombres de base et sont la source de difficultés supplémentaires.

Analyse du système écrit
Point de vue algorithmique

Il s’agit de mettre en évidence deux éléments.

Le procédé de fabrication de la suite des écritures chiffrées et en particulier celui du successeur d’une écriture chiffrée quelconque.

Les chiffres se succèdent dans l’ordre : 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, et 9.

Pour trouver le successeur d’un nombre écrit, le procédé est le suivant : prendre le successeur du chiffre de droite.

R1 – si ce successeur n’est pas 0, alors le procédé est terminé ;

R2 – si ce successeur est 0, alors il faut prendre le successeur du chiffre immédiatement à gauche et utiliser à nouveau la règle R1 ou R2.

Remarque : la description de ce procédé suppose que les écritures chiffrées comportent un zéro comme chiffre le plus à gauche.

Les régularités de la suite des écritures chiffrées

Dans la suite des écritures, les périodes dix et cent jouent des rôles importants.

Pour une écriture à deux chiffres, dans la suite des successeurs, selon une périodicité de dix, on obtient à nouveau le même chiffre de droite (ex : 24, puis 34, 44, 54, 64, etc.).

Pour une écriture à trois chiffres, dans la suite des successeurs, selon une période de cent, on obtient à nouveau les mêmes deux chiffres à droite et les chiffres le plus à gauche se succèdent dans l’ordre usuel (ex : 175, 275, 375, 475, etc.). 

Matériels associés : les bandes numériques disposées en ligne (lecture de gauche à droite) ou en colonne (lecture de haut en bas) pour percevoir l’algorithme, les tableaux rectangulaires de dix colonnes, les spirales et rouleaux en spirales de période 10 pour visualiser les régularités, les calculettes, les compteurs…

Ces différents matériels sont complémentaires et peuvent servir de support à des problèmes.
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Point de vue sémantique

Il s’agit de donner du sens aux chiffres en fonction de leur position dans l’écriture du nombre.

Cette compétence s’avère fondamentale pour l’apprentissage puis la maîtrise des différentes formes de calcul. 

1. Des activités de dénombrement
 : matériel de « type groupements »

Comme l’une des premières utilisations du nombre est de désigner une quantité, il est légitime de privilégier, dans un premier temps, la tâche de dénombrement et le vocabulaire qui lui est associé.

Une procédure de dénombrement consiste à regrouper les éléments par paquets successifs de dix, d’abord les paquets de dix, puis les paquets de paquets de dix, etc. Les élèves auront plus de facilité à comprendre l’écriture du nombre en retrouvant, dans le vocabulaire utilisé par le professeur, les actions effectuées pour réaliser cette tâche.

Ex : 243 doit alors pouvoir être interprété comme :

– 2 paquets de cent et 4 paquets de dix et 3 éléments isolés
 ;

– 24 paquets de dix et 3 éléments isolés ;

– mais aussi 23 paquets de dix et 13 éléments isolés ou 1 paquet de cent, 33 éléments isolés et 11 paquets de dix, etc.

Matériels associés : des bâtonnets regroupés par paquets de dix à l’aide d’élastiques ou des cubes mis par dix dans des sachets transparents conviennent bien à la pratique fondamentale de ce type d’activité de dénombrement.

Des cubes emboîtables sous formes de barres, puis de plaques et de gros cubes permettent respectivement de bien visualiser le groupement de dix
 (la dizaine comme une barre de dix cubes), le groupement de cent (la centaine comme une plaque de dix barres) et le groupement de mille (le millier comme un gros cube de dix plaques).

2. Des activités de recherche de la valeur : matériel de « type échanges »

Le nombre entier intervient également comme mesure de grandeurs discrètes.

Par exemple pour indiquer un prix à l’aide de l’unité euro, un objet de valeur 243 euros doit pouvoir être interprété comme ayant la même valeur que :

– 2 objets de valeur cent euros et 4 objets de valeur dix euros et 3 objets de valeur un euro ;

– 24 objets de valeur dix euros et 3 objets de valeur un euro ;

– mais aussi, 23 objets de valeur un euro et 22 objets de valeur dix euros, etc.

Pour les élèves, une difficulté réside dans la distinction entre quantité et valeur. Il faut en effet comprendre qu’un objet de valeur dix peut valoir dix objets de valeur un, qu’un objet de valeur cent peut valoir dix objets de valeur dix, qu’un objet de valeur cent peut valoir cent objets de valeur un.

Exemple :
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Pour certains élèves, la valeur de la collection A est supérieure à la valeur de la collection B car la collection A contient plus d’éléments que la collection B. Les élèves ont tendance à comparer les quantités au lieu des valeurs.

Pour différencier la valeur de la quantité, les professeurs pourront donc mettre en place des activités de recherche de valeur mettant en jeu des échanges, c’est leur fréquence qui permettra aux élèves d’atteindre cet objectif.

Matériels associés : des plaques, exactement de même aspect
, munies des écritures symboliques 1, 10 et 100 qui leur confèrent une valeur et qui constituent le matériel de base nécessaire à ce type d’activité.

Il existe de nombreux matériels où forme, taille, couleur, position… signifient la valeur
.

Il convient de signaler l’abaque triangulaire et le boulier chinois.

Les abaques triangulaires sont des abaques à boules identiques où les mâts peuvent recueillir plus de dix boules. Chacun des trois mâts est identifié par les symboles respectifs u, d et c.

La quantité de 18 boules présente l’intérêt de pouvoir déposer sur un mât un nombre de boules correspondant à la somme 9 + 9 avant d’effectuer l’échange qui convient. La disposition spatiale triangulaire, évite de retrouver l’ordre usuel centaines, dizaines, unités qui peut masquer une incompréhension des élèves. Il faut éviter une effectuation mécanique des tâches d’échange : le fait que les boules soient identiques oblige à la réflexion.

L’intérêt principal du boulier chinois est d’utiliser la valeur intermédiaire cinq et de permettre plusieurs représentations d’une même valeur.

Ainsi 10 peut être représenté par 1 boule de valeur dix ou 2 boules de valeur cinq ou 1 boule de valeur cinq et 5 boules de valeur un (ici 80 000 est représenté par une boule de valeur 50 000, deux boules de valeur 10 000 et deux boules de valeur 5 000).
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Progression 

Avant d’énoncer des objectifs possibles à atteindre par niveau de classe, nous formulons quelques éléments de repère dans la progression-programmation en numération qui ne peut être envisagée sans relation avec le calcul.

En ce qui concerne la numération écrite :

– en GS, la désignation usuelle d’un nombre familier, dans le domaine de 1 à 31, reste un symbole non analysé, donc non compris. Elle s’acquiert par imprégnation ;

– l’algorithme de fabrication de la suite des écritures chiffrées peut être approché dès la GS ;

– la compréhension de la signification des chiffres dans l’écriture usuelle (aspect sémantique) est à réserver au CP et doit être approfondie au CE1. Elle s’appuie d’abord sur du matériel de « type groupements » avant d’utiliser, dès le CP, du matériel de « type échanges ». 

Au CP, la dextérité dans le domaine des calculs additifs, le début des calculs soustractifs supposent une bonne compréhension de la numération et la connaissance de faits additifs et soustractifs mémorisés.

Les transformations d’écritures additives ne nécessitent pas la connaissance d’une technique opératoire de l’addition et sont donc à pratiquer dès l’introduction du signe +.
Le calcul mental

Au CP, il convient avant tout de développer la pratique de ce type de calcul.

Exemples

Le calcul de 6 + 7 peut s’effectuer à l’aide de plusieurs procédures : par appui sur le double 6 + 6 soit 12, par appui sur les 5 que l’on regroupe pour avoir 10, ou à l’aide du passage par 10 en décomposant le 7 en 4 + 3 ou le 6 en 3 + 3. 

Nous pouvons supposer qu’en multipliant les occasions de reconstruire ce résultat l’élève mémorisera le fait que « six et sept font treize ».

Le calcul de 65 + 43 ne nécessite pas de « poser l’opération » (calcul écrit en colonnes) pour conclure qu’il s’agit de 10 de dix dizaines et 8 unités soit 108.

Au CE1, le calcul mental, avec ou sans support écrit, est à poursuivre dès le début de l’année scolaire (calculs de sommes et de différences). Cet aspect du calcul permet aux élèves d’acquérir la maîtrise de la compréhension du système de numération.

Exemples

• Le calcul de 238 + 69 peut s’effectuer, sans support écrit, en interprétant 69 comme 7 dizaines moins 1. La somme est alors de 30 dizaines (23 + 7) et de 7 unités (8 – 1) soit 307.

• Le calcul de 126 – 87 peut s’effectuer à l’aide d’un support écrit :
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Le calcul posé (« les techniques opératoires »)

L’enseignement de techniques opératoires pour l’addition, la soustraction et la multiplication en CP et en CE1 se fait toujours en leur donnant du sens.

Par la réflexion qu’elle exige, l’élaboration d’une technique opératoire avec la possibilité laissée, dans un premier temps, aux élèves d’utiliser des dispositions intermédiaires, favorise la compréhension du système de numération. 

Cet enseignement gagnerait en efficacité s’il était réalisé en liaison avec une situation de référence utilisant le matériel de numération en usage dans la classe. 

Exemples de dispositions de calculs posés

Addition

Dispositions intermédiaires
 (le vocabulaire choisi ici fait référence à un matériel de type groupements
)
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Dans les dispositions intermédiaires proposées, le trait en gras correspond à une transformation réalisée sur les collections. Dans la disposition (c), les 2 sous­ensembles (3 paquets de dix et 4 tout seul et 4 paquets de dix et 7 tout seul) sont, dans une première transformation, réunies en 7 paquets de dix et 11 tout seul puis dans une seconde transformation les 11 tout seuls sont groupés en 1 paquet de dix et 1 tout seul pour former 8 paquets de dix et 1 tout seul. Les dispositions (a) et (b) ne sont pas identiques : dans la disposition (a), on écrit d’abord le nombre de paquets de dix ; dans la (b), ce sont les 11 tout seuls qui sont d’abord transformés en un paquet de dix et 1 tout seul.
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Choix d’une technique
 à fixer

Les techniques (a) ou (b) ne comportent pas de retenue : dans la technique (a), le sens de la lecture de gauche à droite est respecté, d’abord le calcul des 3 + 4 soit 7 paquets de dix ; dans la technique (b), on calcule d’abord les 4 + 7 soit 11 tout seuls transformés en 1 paquet de dix et 1 tout seul.

La technique (c) est la technique usuelle en France.

Soustraction
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Choix d’une technique à fixer

Il est essentiel de fixer une technique de calcul et de s’y tenir durablement.

� Le nombre qui s’écrit abc en base dix, avec les chiffres a, b et c concaténés dans cet ordre, est le cardinal d’une collection constituée par la réunion de a groupements de cent éléments, de b groupements de dix éléments et de c éléments non regroupés (abcdix = (a × dix2) + (b × dix) + c).


� Cette correspondance existe dans le système chinois ce qui le rend plus accessible aux élèves concernés.


� Le mot « vingt » n’a pas de relation avec « deux » et n’aide donc pas au fait de savoir que dans 20 il y a 2 paquets de dix, les mots « trente » et « trois » commencent quant à eux de la même manière.








� Le matériel « multi-base » en bois permet aux élèves de remplacer un groupement de dix cubes par une barre de dix où les dix petits cubes sont encore visibles, de même pour les plaques et les gros cubes. C’est un matériel intermédiaire entre les groupements et les échanges.


� Le matériel est présenté dans l’exemple ci-dessus. Il convient que les élèves n’utilisent que l’écriture symbolique pour donner une valeur à un objet, évitant ainsi d’associer une valeur à une couleur, une taille ou une forme.


� Le système monétaire en usage en Europe cumule écriture symbolique, taille et couleur.


� Les dispositions intermédiaires ne constituent pas des passages obligés et restent liées au choix de la technique à fixer. Elles sont présentées ici pour fournir aux enseignants des pistes de réflexion.


� Il est possible de choisir un autre type de matériel de référence en particulier du matériel de type échange (plaques avec les écritures 1 et 10, boules sur des abaques triangulaires). Le vocabulaire sera donc à adapter en conséquence.


� Il est de la responsabilité de l’enseignant de choisir la technique qui leur semble la plus appropriée. La technique choisie gagnerait à être identique en CP et CE1. Il n’y a pas lieu d’enseigner plusieurs techniques car la technique devra être automatisée pour être disponible dans la résolution des problèmes.





